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组编前言

21世纪是一个变幻难测的世纪，是一个催人奋进的时代，科学技术飞速发展，知识更 

替日新月异。希望、困惑、机遇、挑战随时随地都有可能出现在每一个社会成员的生活之 

中。抓住机遇，寻求发展，迎接挑战，适应变化的制胜法宝就是学习——依靠自己学习，终 

生学习。

作为我国高等教育组成部分的自学考试，其职责就是在高等教育这个水平上倡导自学、 

鼓励自学、帮助自学、推动自学，为每一个自学者铺就成才之路。组织编写供读者学习的教 

材就是履行这个职责的重要环节。毫无疑问，这种教材应当适合自学，应当有利于学习者掌 

握和了解新知识、新信息，有利于学习者增强创新意识、培养实践能力、形成自学能力，也 

有利于学习者学以致用，解决实际工作中所遇到的问题。具有如此特点的书，我们虽然沿用 

了 “教材”这个概念，但它与那种仅供教师讲、学生听，教师不讲、学生不懂，以“教” 

为中心的教科书相比，已经在内容安排、编写体例、行文风格等方面都大不相同了。希望读 

者对此有所了解，以便从一开始就树立起依靠自己学习的坚定信念，不断探索适合自己的学 

习方法，充分利用已有的知识基础和实际工作经验，最大限度地发挥自己的潜能，以达到学 

习的目标。

欢迎读者提出意见和建议。

祝每一位读者自学成功！

全国高等教育自学考试指导委员会

2013年7月
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出版前言

为了适应社会主义现代化建设事业的需要，鼓励自学成才，我国在20世纪80代初建立 

了高等教育自学考试制度。高等教育自学考试是个人自学，社会助学和国家考试相结合的一 

种高等教育形式。应考者通过规定的专业课程考试并经思想品德鉴定达到毕业要求的，可获 

得毕业证书；国家承认学历并按照规定享有与普通高等学校毕业生同等的有关待遇。经过 

30多年的发展，高等教育自学考试为国家培养造就了大批专门人才。

课程自学考试大纲是国家规范自学者学习范围、要求和考试标准的文件。它是按照专业 

考试计划的要求，具体指导个人自学、社会助学、国家考试、编写教材及自学辅导书的 

依据。

为更新教育观念，深化教学内容方式、考试制度、质量评价制度改革，更好地提高自学 

考试人才培养的质量，全国考委各专业委员会按照专业考试计划的要求，组织编写了课程自 

学考试大纲。

新编写的大纲，在层次上，专科参照一般普通高校专科或高职院校的水平，本科参照一 

般普通高校本科水平；在内容上，力图反映学科的发展变化以及自然科学和社会科学近年来 

的研究成果。

全国考委电子电工与信息类专业委员会参照普通高等学校离散数学课程的教学基本要 

求，结合自学考试计算机及应用专业（独立本科段）的实际情况，组织编写的《离散数学 

自学考试大纲》，经教育部批准，现颁发施行。各地教育部门、考试机构应认真贯彻执行。

全国高等教育自学考试指导委员会

2014年7月



I 课程性质与课程目标

一、课程性质和特点

离散数学是现代数学的一个重要分支，是研究离散量的结构及其相互关系的一个学科, 

包含数理逻辑、集合与关系理论、代数系统与布尔代数、图与树等部分。离散数学强调逻辑 

推理，多采用形式化表示，在各学科领域，特别是在计算机科学与技术领域有着广泛的 

应用。

离散数学是高等教育自学考试计算机及应用专业（独立本科段）考试计划中规定的专 

业基础课，是计算机专业的许多专业课程必不可少的先修课程，同时也适用于计算机网络、 

计算机软件、计算机通信工程等相关专业。

通过离散数学的学习，使考生系统学习并掌握离散数学的基本理论和基本方法，提高抽 

象思维和严格的逻辑推理能力，为后续课程的学习创造条件。

二、课程目标

本课程设置的目标是：

1 .使考生系统学习并掌握数理逻辑、集合与关系、函数、代数系统与布尔代数、图、 

树及其应用等方面的基本概念、相关性质、公式及基本定理与重要结论，具有对简单问题进 

行判断、计算等能力；

2 .使考生掌握基本的计算与求解问题的技巧，掌握基本的证明思路和典型的推理论证 

方法，可以根据所学的知识对问题进行基本的计算、论证和推理；

3 .训练考生的符号化表示能力和逻辑思维能力，提升考生的缜密推理能力，综合运用 

所学知识解决较复杂的问题。

三、与相关课程的联系与区别

离散数学是计算机及应用专业的专业基础课，在该专业的教学体系中起着核心骨干的作 

用，是数据结构、操作系统、数据库原理、人工智能原理、编译原理、信息安全等后续课程 

的先导课，为这些课程提供必要的数学理论基础。同时，它也是考生进一步学习计算机科学 

的前提，是训练并提升考生逻辑思维能力的重要环节，为考生系统学习计算机理论奠定良好 

基础。

离散数学属于数学的一个分支，它既需要考生先期具备较好的数学思维的训练，同时它 

又与传统的高等数学的学习方式有所区别。离散数学研究的是离散量的结构与相互关系，并 

不强调连续性。本课程宜安排在高等数学和线性代数课程之后。

本课程中的图论部分与数据结构中的部分内容有相关性，考生可以根据自己的情况在学 

习过程中参考数据结构课程中的相关内容。

四、课程的重点和难点

本课程的内容涉及四个方面，包括数理逻辑、集合论、代数结构及图论。其中，数理逻 
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辑的重点是命题的符号化及命题公式的演算和推理证明、谓词的符号化及推理证明。集合论 

的重点是集合的表示、集合恒等式的证明、集合上的关系理论及函数的表示。代数结构的重 

点是群、环、域的定义及判别证明。图论的重点是图与树的相关性质、欧拉图及哈密顿图的 

应用、基于图的应用等。

本课程的难点是命题及谓词的推理证明、集合恒等式及集合上的关系的证明、代数系统 

的判别证明及图的应用等。

n 考核目标

本大纲在考核目标中，按照识记、领会、简单应用和综合应用四个层次规定其应达到的 

能力层次要求。四个能力层次是递升的关系，后者必须建立在前者的基础上。各能力层次的 

含义是：

识记（I）：要求考生能够识别和记忆离散数学课程中有关知识点的概念性内容（如教 

材中给出的命题的定义和命题公式、合式公式、量词的概念、谓词逻辑的推理公式、集合的 

性质、代数系统及图的概念等），能够根据考核的不同要求，做出正确的表述、选择和 

判断。

领会（H）：要求考生在识记的基础上，能够领悟各知识点的内涵和外延，熟悉各知识 

点之间的区别与联系，能够根据相关知识点的特性来解决不同的问题；能进行简单的分析。 

例如根据谓词逻辑基本推理公式得出的重要结论、根据关系与函数的概念推出的一般性质、 

基于图的概念总结出的特点等。

简单应用（出）：要求考生运用离散数学的少量知识点，分析和解决一般的应用问题, 

例如根据命题逻辑及谓词公式进行简单的计算，根据关系及图的概念进行绘图，掌握命题逻 

辑及谓词演算的步骤方法，掌握关系与函数的计算过程、验证及分析、掌握代数系统的简单 

论证等。

综合应用（IV）：要求考生综合运用离散数学的多个知识点，分析解决较复杂的应用问 

题，并可进行计算、绘图、分析及论证等。例如综合运用图的知识表示集合上的关系等。

m课程内容与考核要求

第1章命题与命题公式

一、课程内容

1.1 命题与命题联结词

1.2 命题公式的等值演算

1.3 联结词完备集

二、学习目的与要求

本章的学习目的是要求考生理解命题、命题联结词、命题公式、真值表等基本概念，掌
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握联结词的定义及运算次序，掌握重言式、矛盾式和可满足公式的定义并能进行正确识别， 

掌握命题公式等值和蕴涵的含义，掌握命题公式的等值演算公式。

本章的重点是命题及命题联结词、将命题符号化、命题公式的真值表、命题公式的化简 

及命题的等值演算。

本章的难点是命题公式的化简及等值演算及其应用。

三、考核内容与考核要求

1 .命题与命题联结词，要求达到“领会”层次。

1.1 命题与命题的表示，能对命题进行符号化。

1.2 复合命题与联结词，掌握命题联结词，能够使用联结词熟练构造复合命题。

2 .命题公式的等值演算，要求达到“简单应用”层次。

2.1 命题公式，掌握命题公式的概念，能够构造命题公式的真值表，能够正确判别重 

言式、矛盾式和可满足公式。

2.2 等值演算与蕴涵式，熟记常用的命题定律和蕴涵式，掌握命题公式的等值关系和 

蕴含关系，能够进行简单的公式论证。

3 .联结词完备集，要求达到“领会”层次。

第2章 命题逻辑的推理理论

一、课程内容

2 . 1范式

2 .2主范式

2 .3自然推理系统

二、学习目的与要求

本章的学习目的是要求考生理解范式、小项与大项、主范式等基本概念，要求考生能够 

熟练进行命题公式的化简与主范式表示；理解推理的概念，掌握推理中的形式证明方法，使 

用命题逻辑的推理理论及相关规则正确进行命题推理。

本章的重点是命题公式的主范式表示及其相互转换，使用P规则、T规则及CP规则进 

行命题推理。

本章的难点是命题推理及其应用。

三、考核内容与考核要求

1.范式，要求达到“领会”层次。

1.1 范式的概念，掌握范式的概念及性质，能够正确计算给定公式的范式。

1.2 小项与大项，掌握小项与大项的概念及性质，能够正确计算给定公式的成真赋值、 

成假赋值及对应的编码。

2.主范式，要求达到“简单应用”层次。

2.1 主析取范式，掌握主析取范式的概念及性质，能够正确计算给定公式的主析取 
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范式。

2.2 主合取范式，掌握主合取范式的概念及性质，能够正确计算给定公式的主合取 

范式。

3.自然推理系统，要求达到“简单应用”层次。

正确理解有效推理概念，掌握推理理论和推理规则，能够使用真值表法、主范式方法和 

推理法进行正确的论证。

第3章谓词逻辑

一、课程内容

3.1 谓词的概念与表示

3.2 量词与合式公式

3.3 谓词演算的等价式与蕴涵式

3.4 前束范式

3.5 谓词演算的推理理论

二、学习目的与要求

本章的学习目的是要求考生在学习了命题知识的基础上，进一步掌握谓词理论。理解谓 

词的概念及表示，包括个体词、谓词和量词、个体变元、量词的辖域、谓词公式。掌握谓词 

演算的等值公式及蕴涵式，理解前束范式概念，熟练掌握谓词运算的推理理论。

本章的重点是使用谓词及量词表示相关命题并能确定量词的辖域，能将带量词的公式变 

换为等价的前束范式，能进行正确的谓词演算推理。

本章的难点有两个，一是带量词的公式变换，即将公式变换为等价的前束范式。二是能 

够进行谓词演算推理。

三、考核内容与考核要求

1.谓词的概念与表示，要求达到“领会”层次。

理解谓词、个体词、命题函数的概念，能使用谓词表示相关命题。

2.量词与合式公式，要求达到“识记”层次。

理解全称量词、存在量词的概念，能够使用谓词与恰当的量词表示命题，理解合式公式 

并能够正确判别，能指明合式公式中的指导变元、量词的辖域、个体变元的自由出现和约束 

出现等。能使用约束变元改名规则和自由变元代入规则改写命题公式。

3.谓词演算的等价式与蕴涵式，要求达到“领会”层次。

理解对谓词公式赋值的含义，掌握谓词演算的规则，熟记谓词演算的等值式与蕴涵式。

4.前束范式，要求达到“简单应用”层次。

理解前束范式概念，能够将所给公式变换为等值的前束范式。

5.谓词演算的推理理论，要求达到“简单应用”层次。

掌握谓词演算的推理理论，能够进行正确的构造推理证明。
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第4章集 合

一、课程内容

4.1 集合的基本概念

4.2 集合的运算

4.3 有序对与笛卡儿积

二、学习目的与要求

本章的学习目的是要求考生理解集合、有序对及笛卡儿积的概念，能判别集合之间的相 

等、包含等关系，能够采用谓词、图示法表示集合，能正确进行集合之间的求并、交、补、 

差及集合的募集的运算，能够运用集合成员及运算恒等式进行相关证明。

本章的重点是集合的表示、集合的募集及集合的运算、集合恒等式的证明。

本章的难点是集合的运算及集合恒等式的证明。

三、考核内容与考核要求

1.集合的基本概念，要求达到“领会”层次。

1.1 集合的概念，了解可数集与不可数集及基数的比较。

1.2 集合的表示法，包括列举法、描述法及图示法，了解子集的概念，能判别集合之 

间的相等、包含等关系。

2.集合的运算，要求达到“简单应用”层次。

2.1 集合的基本运算，能正确计算集合的并、交、补及差，能正确求出集合的幕，领 

会集合运算满足的性质。

2.2 集合运算的恒等式，掌握集合运算的相关公式，能运用集合的运算定律进行集合 

恒等式的证明。

3.有序对与笛卡儿积，要求达到“简单应用”层次。

3.1 有序对，掌握有序对、有序九元组的概念，掌握有序对的集合性定义及相关定理。

3.2 笛卡儿积，掌握笛卡儿积的定义及性质。

第5章关系与函数

一、课程内容

5. 1
5.2
5.3
5.4

关系及关系的性质

关系的运算

等价关系与序关系 

函数

二、学习目的与要求 

本章的学习目的是要求考生理解集合上的关系及其三种表示方法，掌握关系的常规运算、复
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合关系及逆关系，掌握等价关系、相容关系、序关系等的性质，能够对所给关系进行判别。

同时，本章还要学习函数的概念，理解函数的定义域和值域，领会单射、满射和双射的 

定义，并能对所给函数进行判别，准确理解反函数和复合函数的定义。

本章的重点是集合上的关系及其运算、函数及其运算。

本章的难点是对等价关系、相容关系、序关系等的判定与证明。

三、考核内容与考核要求

1.关系及关系的性质，要求达到“领会”层次。

1.1 关系的定义及表示，掌握关系的定义及三种表示方法，掌握关系的定义域与值域。

1.2 关系的性质，理解关系的性质，包括自反性、对称性、传递性、反自反性和反对 

称性，能进行正确的判别。

2.关系的运算，要求达到“领会”层次。

2.1 关系的常规运算，能正确进行关系的运算。

2.2 复合运算，理解复合关系概念，能正确进行关系的复合运算。

2.3 关系矩阵的布尔运算，理解关系矩阵的定义，熟练进行关系矩阵的计算。

2.4 关系的闭包，理解关系的自反、对称和传递闭包，能正确进行计算、表示及判别。

3.等价关系与序关系，要求达到“简单应用”层次。

3.1 等价关系，掌握等价关系、等价类、划分等概念，能对给定的关系进行正确判别。

3.2 序关系，掌握偏序关系、拟序关系及全序关系，能正确画出表示偏序关系的哈斯 

图，对给定的关系能正确判别，正确求出偏序关系中的极大（小）元、最大（小）元。

4.函数的概念，要求达到“领会”层次。

4.1 函数的概念，掌握函数的概念，能正确判别所给关系是否为函数，是否是单射、 

满射、双射等。

4.2 复合函数，理解复合函数概念，正确计算函数的复合。

第6章 代数系统的一般概念

一、课程内容

6.1 代数系统

6.2 群与半群

6.3 环与域

二、学习目的与要求

本章要求考生了解代数系统的定义、运算及其性质，掌握半群、独异点、群、环和域的 

概念，掌握子群的概念并能进行正确的判别。

本章的重点是能正确判别半群、独异点、群、环等。这些也是本章的难点。

三、考核内容与考核要求

1.代数系统，要求达到“领会”层次。

正确理解运算及运算的封闭性、运算的结合律、交换律、募等律、分配律和吸收律等, 

理解幺元、零元、孱等元及逆元的概念，并能正确计算。
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2.群与半群，要求达到“领会”层次。

2.1 半群与独异点，正确理解半群和独异点并能进行判别。

2.2 群，正确理解群及子群的概念，并能进行判别，掌握子群的判别条件。

3.环与域，要求达到“识记”层次。

正确理解环与域的概念并能进行判别。

第7章 格与布尔代数

一、课程内容

7.1 格的基本概念

7.2 分配格与有补格

7.3 布尔代数

二、学习目的与要求

本章在已了解偏序集的基础上，要求考生掌握格与布尔代数的概念，更深入地领会偏序 

集的最大元素、最小元素的确切含义，及偏序集中两个元素的子集是否存在最小上界和最大 

下界的概念及判别方法，能正确判别并计算这些元素。掌握分配格、有补格的概念及性质， 

理解布尔代数的概念。

本章的重点是格、分配格、有补格的概念及性质。这些内容也是本章的难点。

三、考核内容与考核要求

1.格的基本概念，要求达到“领会”层次。

1.1 格的定义，掌握格的概念，正确理解偏序集中任意两个元素的最大下界、最小上 

界的概念并能正确判别这些元素是否存在。

1.2 格的性质，领会格的性质，掌握格的两种不同的定义方法及它们之间的联系，能 

正确判别所给偏序集是否是一个格。

2.分配格与有补格，要求达到“领会”层次。

2.1 分配格，领会分配格的定义并能正确判别。

2.2 有补格，领会有补格的定义并能正确判别。

3.布尔代数，要求达到“识记”层次。

了解布尔代数的概念。

第8章图

一、课程内容

8. 1
8.2
8. 3

图的基本概念 

图的连通性 

图的表示

二、学习目的与要求

本章的学习目的是要求考生熟悉图的定义、表示方法、有关术语和基本概念，领会图、



10

完全图、连通图、子图、通路等概念，掌握图的邻接矩阵表示方法。

本章的重点是图的定义、相关的性质以及判别方法，图的邻接矩阵表示法。

本章的难点是路径矩阵。

三、考核内容与考核要求

1.图的基本概念，要求达到“识记”层次。

了解有向图、简单图、完全图、零图、图的阶、子图、生成子图、无向图、关联、邻 

接、顶点的度、自补图等基本概念，熟记图的相关性质。

2.图的连通性，要求达到“领会”层次。

了解通路、回路、简单通路、简单回路、初级通路和初级回路的定义并能进行识别，了 

解图的连通性质。

3.图的表示，要求达到“简单应用”层次。

能使用邻接矩阵表示图，能根据邻接矩阵找出图的相关元素，了解邻接矩阵赛的含义。

第9章图的应用

一、课程内容

9.1 欧拉图与哈密顿图

9.2 平面图

9.3 树及其遍历

二、学习目的与要求

本章的学习目的是要求考生领会欧拉图和哈密顿图的概念并能够进行判别，领会平面图 

的概念并能进行判别，理解并熟记树、二叉树、生成树和最小生成树的概念，掌握二叉树的 

三种遍历方法，能够证明或计算树中关于结点及边的一些数量关系，可以利用所学知识解决 

树的综合应用问题。

本章的重点是欧拉图和哈密顿图的判别、平面图的判别及二叉树的相关性质及遍历 

方法。

本章的难点是欧拉图和哈密顿图的判别、平面图的判别。

三、考核内容与考核要求

1.欧拉图与哈密顿图，要求达到“简单应用”层次。

1.1 欧拉图，了解欧拉回路、欧拉图的定义，领会欧拉定理，能够判别图是否是欧拉图。

1.2 哈密顿图，了解哈密顿图的定义及关于哈密顿路的相关定理，能够判别图是否是 

哈密顿图，并能够使用相关性质解决一些简单应用问题。

2.平面图，要求达到“简单应用”层次。

了解平面图的定义，能够判别图是否是平面图。

3.树及其遍历，要求达到“综合应用”层次Q
3.1 树的基本概念，掌握树的基本概念及相关性质，能够进行树中相关的计算问题。
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3.2 二叉树的基本概念，掌握二叉树的基本概念及相关性质。

3.3 二叉树与树的遍历，掌握二叉树的三种遍历方法。

W 关于大纲的说明与考核实施要求

一、自学考试大纲的目的和作用

课程自学考试大纲是根据专业自学考试计划的要求，结合自学考试的特点制定。其目的 

是对个人自学、社会助学和课程考试命题进行指导和规定。

课程自学考试大纲明确了课程自学内容及其深广度，规定出课程自学考试的范围和标 

准，是编写自学考试教材的依据，是社会助学的依据，是个人自学的依据，也是进行自学考 

试命题的依据。

二、关于自学教材

《离散数学》，全国高等教育自学考试指导委员会组编，辛运帏编著，机械工业出版社 

出版，2014年版。

三、关于考核内容及考核要求的说明

1 .课程中各章的内容均由若干知识点组成，在自学考试命题中知识点就是考核点。因 

此，课程自学考试大纲中所规定的考核内容是以分解为考核知识点的形式给出的。因各知识 

点在课程中的地位、作用以及知识自身的特点不同，自学考试将对各知识点分别按四个认知 

层次确定其考核要求（认知层次的具体描述请参看n考核目标）。

2 .按照重要性程度不同，考核内容分为重点内容和一般内容。为有效地指导个人自学 

和社会助学，本大纲已指明了课程的重点和难点，在各章的“学习目的与要求”中一般也 

指明了本章内容的重点和难点。在本课程试卷中重点内容所占分值一般不少于60%。

本课程共4学分。

四、关于自学方法的指导

离散数学作为计算机学科的专业基础课，内容多，难度大，对于考生的逻辑思维能力和 

形式化表示能力有着比较高的要求，要取得较好的学习效果，请注意以下事项：

1 .在学习本课程教材之前应仔细阅读本大纲的第一部分，了解本课程的性质、特点和 

目标，熟知本课程的基本要求和与相关课程的关系，使接下来的学习紧紧围绕本课程的基本 

要求。

2 .在学习每一章内容之前，先认真了解本自学考试大纲对该章知识点的考核要求，做 

到在学习时心中有数。

3 .掌握各章所给的基本定义及基本定理，有些相近的概念要深入理解它们之间的联系 

与差异。熟记一些重要的结论，特别是重要的公式及性质。

4 .要善于归纳总结解题的技巧和思路，熟练掌握解题的方法，有些证明过程具有一般 

性，这样的方法要重点掌握。培养举一反三、融会贯通的能力。
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5 .正确使用教材及相关资料，要独立思考并自主完成习题解答。解题之前务必不要先 

看答案或是解题提示。

6 .正确看待学习中遇到的困难。有些概念一时理解不了，有些题目自己做不出来，甚 

至是看了答案也是一头雾水，这些都是正常的现象。在自学过程中要制订良好的计划，对各 

知识点的掌握情况加以标注。对尚未完全掌握的内容需要多下功夫。

五、考试指导

在考试过程中应做到卷面整洁，书写工整，段落与间距合理，卷面赏心悦目有助于教师 

评分，因为阅卷者只能为他能看懂的内容打分，书写不清楚会导致不必要的丢分。回答试卷 

所提出的问题，不要所答非所问，避免超过问题的范围。

正确处理对失败的惧怕，要正面思考。如果可能，请教已经通过该科目考试的人，问他 

们一些问题。考试前合理膳食，保持旺盛精力，保持冷静。考试之前，根据考试大纲的要求 

将课程内容总结为“记忆线索”，当阅读考卷时，一旦有了思路就快速记下。按自己的步调 

进行答卷。为每个考题或部分分配合理时间，并按此时间安排进行。

六、对社会助学的要求

1 .要熟知考试大纲对本课程提出的总要求和各章的知识点，了解对各知识点要求达到 

的认知层次和考核要求，以指定教材为基础，以考试大纲为依据。不要随意增删内容，也不 

要提高或减低要求。

2 .要结合典型例题，讲清楚题目求解的思路和通用方法。引导学生独立思考，帮助考 

生真正达到考核要求，并培养良好的学风，提高自学能力。不要猜题、押题。

3 .注重培养学生的归纳总结能力，不要死记硬背，要灵活运用所学的知识，要使考生 

明确题目所涉及的知识点及它们之间的关系。

4 .助学单位在安排本课程辅导时，授课时间建议不少于90课时。

七、关于考试命题的若干规定

1 .考试方式为闭卷、笔试，考试时间为150分钟。试题量以中等水平考生在规定时间 

内答完全部试题为准。考试时只允许携带笔、橡皮和尺，答卷必须使用蓝色或黑色钢笔或圆 

珠笔书写。

2 .本大纲各章所规定的基本要求、知识点及知识点下的知识细目，都属于考核的内容。 

考试命题既要覆盖到章，又要避免面面俱到。要注意突出课程的重点，加大重点内容的覆 

盖度。

3 .不应命制超出大纲中考核知识点范围的题目，考核目标不得高于大纲中所规定的相 

应的最高能力层次要求。命题应着重考核自学者对基本概念、基本知识和基本理论是否了解 

或掌握，对基本方法是否会用或熟练。不应命制与基本要求不符的偏题或怪题。

4 .本课程在试卷中对不同能力层次要求的分数比例大致为：识记占15%,领会占 

35% ,简单应用占35%,综合应用占15%。

5 .要合理安排试题的难易程度，试题的难度可分为：易、较易、较难和难四个等级。 

每份试卷中不同难度试题的分数比例一般为：2： 3： 3： 2。
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必须注意试题的难易程度与能力层次有一定的联系，但二者不是等同的概念，在各个能 

力层次都有不同难度的试题。

6 .课程考试命题的主要题型一般有单项选择题、填空题、简答题、证明题等。

V.题型举例

一、单项选择题(在每小题列出的四个备选项中只有一个是符合题目要求的，

请将其代码填写在题后的括号内。错选、多选或未选均无分。)

设论域元素为a, b, C,下列选项中，与谓词公式⑷等价的是 【】

A. R(a) AR(b) AR(c) B. R(q) AR(b) VK(c)
C. R(a) \J R(b) AH(c) D. R(q) M R(b) VR(c)

二、填空题(请在每小题的空格中填上正确答案。错填、不填均无分。)

命题”2是偶数或-3是负数”的否定命题是 o

三、简答题

1 .某次会议有20人参加，其中每人都至少有10个朋友，这20人围一圆桌入座，要想 

使相邻的两位都是朋友，是否可能？

2 .画出4二)3, 9, 27, 54(上整除关系的哈斯图，并说明是否为全序关系。

四、证明

R=\a^bi\ a^b^Z,i2= -11,关于复数的加法+和乘法* ,证明 <K，+ , *>是一个 

整环。
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离散数学

全国高等教育自学考试指导委员会 组编



编者的话

离散数学是现代数学的一个重要分支，是研究离散量的结构及其相互关系的一个学科, 

包含数理逻辑、集合与关系理论、代数系统与布尔代数、图与树等内容。离散数学强调逻辑 

推理，多采用形式化表示，在各学科领域，特别是在计算机科学与技术领域有着广泛的 

应用。

离散数学是高等教育自学考试计算机及应用专业（独立本科段）考试计划中规定的专 

业基础课，是计算机专业许多专业课程必不可少的先修课程，同时它也适用于计算机网络、 

计算机软件、计算机通信工程等相关专业。

本书是全国高等教育自学考试指导委员会组织重新编写的一本教材。本书的出版宗旨是 

帮助考生全面了解并系统学习离散数学的相关内容，更好地理解考试大纲对各个知识点的要 

求，明确考试范围及要掌握的程度。

本书共分9章，其中第1 ~3章属于数理逻辑部分，第4 ~5章属于集合论部分，第6~7 
章属于代数结构部分，最后两章属于图论部分。书中对重要的概念都尽量给予了清楚、明确 

的定义或说明。对于一些有多种说法的术语，本书中罗列了较常用的几种说法。

本书是为参加全国高等教育自学考试的考生编写的教材，编写时既考虑了离散数学本身 

的系统性与完整性，也兼顾了自学考试的特点。选材简洁且针对要点，符合自学考试的特点 

与要求。本书在重要定义和定理后均给出了若干例子，以帮助考生正确理解相关概念。有些 

例子还反映了要求考生掌握的求解或是求证方法。每章后都列出若干习题并在附录中配有习 

题的参考答案。

本书由南开大学辛运帏编写，上海交通大学的曹珍富教授、上海大学的武频副教授认 

真、详细地审阅了原稿，提出了很多宝贵的修改意见，在此编者向曹珍富教授和武频副教授 

表示深深的感谢。此外，还要特别感谢上海交通大学陈建平教授。

本书的出版得到了机械工业出版社的大力支持。编写过程中，作者得到了南开大学陈有 

祺教授、北京理工大学陈朔鹰主任的指导与帮助。同时，也得到了南开大学计算机与控制工 

程学院多位老师的支持，得到的众多非常好的建议都已反映在本书中，在此一并表示衷心的 

感谢。

虽然作者非常认真努力地工作，期望能以尽量高的水平将本书呈现给读者，但限于作者 

水平有限，书中难免会有错误不妥之处，敬请广大读者指正。您的任何意见和建议都是我们 

进一步完善本书的动力。

编者

2014年7月



第1章命题与命题公式

【学习目标】

1 .理解命题的概念，能够正确判别什么是命题，并能够给出命题的真值。

2 .掌握联结词的定义及运算次序。

3 .能够将命题符号化。

4 .掌握命题公式、重言式、矛盾式及可满足公式的定义，并能进行正确识别。

5 .能够构造命题公式的真值表，并根据两个公式的真值表证明命题的等价性。

6 .掌握基本的命题定律，在此基础上熟练进行命题等价变换。

7 .掌握命题基本的蕴涵式，并能进行蕴涵式的证明。

8 . 了解联结词完备集的概念。

【教师导读】

本章介绍命题的相关内容，包括命题的概念、真值表、命题联结词及合式公式等。这些 

内容是进行命题演算及逻辑推理的最基础和最核心的部分之一。

命题和五种命题联结词的定义是本章的基本概念，务必要掌握。考生应熟记五种联结词 

的定义，掌握自然语言中使用的连接词与命题联结词之间的对应关系，要特别注意自然语言 

中某些连接词的多义性和命题联结词的确定性。要深入理解几种有代表性的汉语表达方式， 

记清它们所对应的命题联结词。要能判别使用自然语言表示的语句是否为命题，对命题能进 

行符号化表示。命题符号化是后续章节学习的基础和前提，务必要掌握。

本章给出了一些最基本的命题定律和蕴涵式，要求考生必须熟记并掌握基本的证明 

方法。

【建议学时】10学时。

数理逻辑既是数学的一个分支，也是逻辑学的一个分支，是用数学方法研究逻辑或形式 

逻辑的学科。它采用符号来描述要研究的直观概念，基于公式进行精确的推理及证明。因 

此，数理逻辑又被形象地称为符号逻辑。

数理逻辑中最基本的两个组成部分分别是“命题演算”和“谓词演算”。在本章和下一 

章，我们先介绍命题演算的相关内容。

1.1命题与命题联结词

1. 1.1命题与命题的表示

由一个或几个已知的前提，推导出一个未知结论的思维过程称为推理。推理的基本要素 

就是表达这些前提的一些陈述句，每个陈述句或成立或不成立，一般来讲，限定于某种情况 

下，一个陈述句不可能既成立又不成立。成立或不成立可以看作是这个陈述句的一个属性， 

称之为真值。当陈述句成立时，就说其真值为真，表示为T；当陈述句不成立时，就说其真 

值为假，表示为F。
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例如，“地球是行星”是一个陈述句，并且是正确的，即它的真值为真。而陈述句“2 
是无理数”是错误的，其真值为假。具有唯一真值的陈述句称作命题，也称为语句。真值 

为真的命题称为真命题；真值为假的命题称为假命题。

有些陈述句并不具有唯一的真值，也就是说，它有时为真，有时为假。这样的陈述句不 

是命题。例如，陈述句。+丁>5"，它的真值要依变量％与y的值来确定。比如，当4=5,
时，％+y〉5为真；当％= y = 2时，％+y>5为假。因此在不确定变量”、y的值 

的情况下，无法确定“％+y>5”的真值。像这种有时为真有时为假的陈述句不是命题。请 

记住，命题的真值一定是唯一的，或者为真，或者为假，不能既真又假。

有些陈述句具有唯一的真值，但是依我们目前所掌握的知识及了解的情况，不能判断它 

的真假。例如“宇宙中存在与地球类似的有生命体的星球”，限于人类目前的认知水平，还 

不知道这样的星球是否存在。但这个句子的真值是唯一的，所以它是命题。

此外，疑问句、感叹句、祈使句等都不能构成命题。

例1.1判断下列句子中哪些构成命题。

(1) 8不是素数；

(2)雪是黑的；

(3)到2049年世界人口将超过90亿；

(4)每台计算机都有唯一的IP地址；

(5)喜马拉雅山好高啊！

(6)基本粒子是不可分的；

(7)离散数学难学吗？

(8)请遵守交通规则！

(9) % + 1 =20
解：只有陈述句才可能是命题，其他的语句如疑问句、感叹句、祈使句等都不能是命 

题。依据这个准则，很容易知道(5)、(7)和(8)不是命题。(5)是感叹句，(7)是一般疑问句， 

(8)是祈使句，这三个都不是陈述句，所以都不是命题。

在剩余的6个语句中，除(9)外都是命题。其中(1)是正确的，故为真命题；(2)是错误的， 

即为假命题；(3)所描述的情况我们目前不得而知，需要等到2049年时才能知道是对还是错， 

但不管怎样，它有唯一的真值，所以(3)也是命题；(4)和(6)所描述的情况需要根据专业知识 

来判断真假，我们知道有些计算机是具有多IP地址的，而现代物理学已经告诉我们，基本粒子 

是可分的，所以这两个都是假命题;对于(9)中所描述的情况，它的真假值取决于％的值，当 

% = 1时，它为真，当％时，它为假。当冗的值没有指定时，它的真假值是不确定的，也 

就是不唯一的，所以它不是命题。当然，当％的值已经确定，我们可以判断％+ 1 =2是否成 

立时，这个语句就是命题了。

总而言之，判断命题有两个条件，一是语句本身是个陈述句，二是它有唯一的真值。

实际上，还有一种特殊的陈述句也不是命题，那就是悖论。悖论是指在逻辑上可以推导 

出互相矛盾之结论的陈述。对于一个悖论4,如果认为它是真的，则可以推导出4为假；如 

果认为4是假的，则可以推导出4为真。例如，“我正在说谎”就是一个悖论。读者可以自 

行验证。悖论不是命题，本书也不讨论悖论。

在数理逻辑中，常常使用符号来表示一个命题，就好像我们在程序中用标识符表示变量 

一样，用符号来表示命题的这个过程称为命题的符号化。表示命题的符号既可以是大写的英 
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文字母，也可以是小写的英文字母，如尸或P；有时还可以用字母加数字来表示，为了清楚 

起见，数字常表示为下标，如Pi或。2。

表示命题的符号称为命题标识符。当命题标识符表示某个确定的命题时，称为命题 

常量或命题常项，如果命题标识符只表示命题位置，称为命题变元或命题变项。命题变 

元可以表示任意一个命题，即在确定它所代表的命题之前，命题变元不具有确定的真值。 

当用一个具体的命题去代替命题变元时，它的真值也就确定下来了，这称为对命题变元 

的指派。

命题为真时，其真值用“T”或“1”来表示，为假时，其真值用“F”或“0”来 

表 O

例1.2将下面命题符号化，并指出它们的真值。

(1)乃是有理数；

(2)所有的素数都是奇数；

(3) 6是一个合数。

解：分别使用尸、Q和R来表示上述三个命题：

P： F是有理数。

Q：所有的素数都是奇数。

R： 6是一个合数。

仃是无理数，所以P的真值为F。2是素数，也是偶数，除此之外，其他的素数都是奇 

数。Q的真值为F。因为2和3都是6的因子，所以6是合数，R的真值为T。

1.1.2复合命题与联结词

在例1.2所举的命题示例中，都是不能再分解的命题，这样的命题称为原子命题或简单 

命题。实际中，我们常常要表达更丰富的信息，例如“如果今年有假期，我将去欧洲旅 

游”，这个句子中表达了两层含义，一是“今年有假期”，二是“我去欧洲旅游”，而且这两 

个含义之间还是有关联的，前一个是前提，后一个是结果。在自然语言中，我们常使用连词 

来表示两个句子之间的关系，例如本例中的“如果”。在命题符号化时，这样的连词将表示 

为联结词，联结词都具有特定的符号。由原子命题通过联结词联结而成的命题，称为复合 

命题。

一般而言自然语言都具有二义性，即有些句子的含义多于一种。在数理逻辑中，为了能 

精确地进行推导，命题及联结词的含义必须是确定的。

数理逻辑中常用的联结词共有五个，下面详细介绍。

1.否定

定义L 1设尸为命题，P的否定是一个复合命题，记作「P。符号」称作否定联结词。 

若P为T,「P为F；若P为F,「P为T。命题」尸读作“非P”。

由定义可知，「尸是一个复合命题。复合命题的真值依命题中所含各原子命题的真值来 

确定，可用一张表来表示，这样的表称为真值表。联结词」的定义如表所示。

表1.1 「的定义

P -1 P

T F

F T
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例1.3给出命题P： “今天是星期五”的否定，并用自然语言表示出来。

解：P：今天是星期五。

「P：今天不是星期五。

2 .合取

定义1.2设P、Q为两个命题，尸和Q的合取是一个复合命题，记作尸AQ。符号八称 

为合取联结词。当且仅当尸、Q同时为T时，PAQ为T,其余情况PAQ为F。

产和。的合取表示的是“P并且Q”的含义。联结词A的定义如表L2所示。

表1・2八的定义

P Q PAQ

T T T

T F F

F T F

F F F

自然语言中的“并且”可以对应于合取，其根本的含义是表示两件事情同时成立。与 

此类似的词语还有“既…，又…”，“不但…，而且…”，“虽然…，但是…”，“一面…，一 

面…”等。但有时，表示并列的“与” “和”等词语并不对应于合取。例如，“我与王强是 

同学”中的“与”用在主语中，它连接的是两个并列的主语，而不是两个原子命题。所以 

这个命题并不是合取命题，实际上，它仅仅是一个原子命题。

例1.4将下面命题符号化。

(1) 2既是偶数，也是素数；

(2)我今天不但听了离散数学课，还听了数据结构课；

(3)今天的离散数学课停上，美元上涨。

解：(1)设P： 2是偶数，Q： 2是素数。

故(1)可表示为PAQ。

(2)设P：我今天听了离散数学课，Q：我今天听了数据结构课。

故(2)可表示为PAQ。

(3)设尸：今天的离散数学课停上，Q：今天美元上涨。

故(3)可表示为尸AQ。

复合命题尸八Q中的两个原子命题可以互换位置，即PAQ与QAP的含义是相同的， 

它们的真值表也是一样的。这表示合取A具有对称性。

自然语言除了要符合语法外，还要有合理的语义，即表达的意思要合乎逻辑。但是复合 

命题所含的多个原子命题之间可以没有逻辑关联性。例如(3)中的两个原子命题之间不存在 

任何关联关系，上没上离散数学课，不会影响美元的走势。在命题逻辑中，我们仅关心它的 

表示，而忽略其语义。所以它的真值只与原子命题的真值有关，与语义无关。

特别地，命题联结词“合取”可将两个互为否定的命题联结在一起。以P表示命题， 

PA-。的真值必是F。如表1.3所示。

3 .析取

定义1.3设P、Q为两个命题，尸和Q的析取是一个复合命题，记作PVQ。符号V称 
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为析取联结词。当且仅当尸、。同时为F时，PVQ的真值为F,其余情况PVQ的真值 

为T。

尸和。的析取表示的是“尸或者Q”的含义。联结词V的定义如表L4所示。

表1.3 PA「P的真值

P r P PA- P

T F F

F T F

表1.4 V的定义

P Q PVQ

T T T

T F T

F T T

F F F

从上述定义可以看出，联结词析取与自然语言中的“或”有些相似。

例L5将下面命题符号化。

(1)王小林是本年度校运动会的跳高或100米短跑的冠军。

(2)我今天或者去听离散数学课，或者去听数据结构课。

解：(1)设尸：王小林是本年度校运动会的跳高冠军，Q:王小林是本年度校运动会的 

100米短跑的冠军。

故(1)可表示为PVQ。这个命题表达的是王小林或者是跳高冠军，或者是短跑冠军, 

也有可能是两个项目的冠军。

(2)设P：我今天去听离散数学课，Q：我今天去听数据结构课。

故(2)可表示为PVQ。这个命题表达的是我今天可能去听离散数学或者数据结构课, 

也可能两门课都去听。

此处，“或”表示的是“相容”的含义，也称为“同或"，即两者并不互相排斥，可能 

同时成立。自然语言中有时会使用“或”来表示“相斥”的含义，即用“或”连接的两者 

不能同时成立，这样的语句不能表示为析取。

例1.6分析以下的复合命题。

(1)王小林今天或者去美国，或者去欧洲。

(2)王小林或者是坐火车去北京，或者是乘飞机去北京。

解：(1)设P：王小林今天去美国，Q：王小林今天去欧洲。

显然，如果王小林今天去了美国，他就不可能去欧洲，反之也是一样。王小林没有分身 

术，他只能去一个地方。所以(1)不能简单地表示为PVQ。

(2)设P：王小林坐火车去北京，Q：王小林乘飞机去北京。

这个命题假设王小林只需乘坐一种交通工具即可到达北京。与(1)类似，王小林不能同 

时既坐火车又乘飞机。尸V Q也不能精确地表达(2)中命题的含义。

(1)和(2)所表述的这两个例子有一个共同的特点，即复合命题中的两个原子命题不会 
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同时成立，它们之间具有相斥性，这样的“或”表示的是“异或”。实际上，（1）和（2）均 

可表示为（PA「Q） V（「PAQ）。

与合取命题类似，复合命题PVQ中的两个原子命题也可以互换位置，即尸V。与。VP 
的含义是相同的，它们的真值表也是一样的。这表示析取V具有对称性。

4 .条件

定义1.4设P、Q为两个命题，尸和Q组成的条件命题是一个复合命题，记作。一0。 

符号一称为条件联结词。当且仅当P的真值为T,。的真值为F时，尸-Q的真值为F,其 

余情况P-Q的真值为T。

复合命题P-Q读作“如果尸那么Q”，亦可读为“若尸则Q"。其中P称为前件或前 

提，。称为后件或结论。条件联结词一的定义如表L5所示。

表L5 -的定义

P Q P-Q

T T T

T F F

F T T

F F T

条件命题表示的是，当前件发生时后件是否发生。而当前件没有发生即P为F时，后 

件发生或不发生都没有关系。

与合取和析取均具有对称性不同，条件命题尸中的前件与后件不可以互换位置，即 

P-Q与Q—P的含义是不同的。所以条件联结词一不具有对称性。

例1.7将下面命题符号化。

（1）如果今天不下雨，我就去公园锻炼。

（2）如果我考试通过，就能拿到合格证书。

解：（1）设P：今天下雨，Q：我去公园锻炼。

故（1）可表示为「尸一Q。仅当今天没有下雨而我没去公园锻炼时，命题（1）为F。

（2）设尸：我考试通过，Q：我拿到合格证书。

故（2）可表示为尸一Q。

需要注意，条件命题的前件和后件之间可以在语义上不存在逻辑关系。这与我们日常的 

表述是有差异的。

例1.8如果雪是黑的，则房间里有20张桌子。

解：设P：雪是黑的；。：房间里有20张桌子。

本例符号化为：P-Q。

5 .双条件

定义1.5设P、Q为两个命题，尸和。组成的双条件命题是一个复合命题，记作尸一 

Q。符号一称为双条件联结词。当P与Q的真值相同时，尸一Q的真值为T,否则尸一Q的真 

值为F。

复合命题P-Q读作P当且仅当Q。联结词一的定义如表L 6所示。
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表1・6 6的定义

P Q P—Q
T T T
T F F
F T F
F F T

双条件命题P-Q表示P与。的真值是否相同。当它们的真值相同时，也可以看作P 
与。是等价的，即尸与Q互为充分必要条件。数学上有时也将充分必要条件表示为“iff”， 
表示“if and only if”即当且仅当的意思。

不难看出(尸-Q) A (QtP)与P-Q的逻辑关系完全一样，都表示互为充要条件。

双条件命题P-Q中的两个原子命题互为条件，所以它们也是可交换的，即P-Q与Q一产 

的含义是完全相同的。所以双条件联结词一具有对称性。

例L9将下面命题符号化，并指出其真值。

(1)当且仅当实数R可以表示为分数时，R是有理数；

( 2) 5是无理数当且仅当加拿大位于亚洲。

解：(1)设P：实数R可以表示为分数，Q：实数R是有理数。

则(1)可表示为P-Q。由数学知识可知，(1)所表述的即是有理数的定义，所以它的 

真值为T。

(2)设。：曲是无理数，Q：加拿大位于亚洲。

则(2)可表示为P-Q。由数学知识知，P为T,而由地理知识知，Q为F,所以(2)的 

真值为F。

例L10将下列命题符号化。

(1)如果今天不下雨而且不刮风，我会去爬山；

(2)若今天是星期一，则明天是星期二；

(3)只有今天是星期一，明天才是星期二。

解：(1)设P：今天下雨，Q：今天刮风，R：我去爬山。

则(1)可表示为5 PA-。)一尺。

(2)设P：今天是星期一，Q：明天是星期二。

则(2)可表示为P-Q。

本例还隐含着另一层意思，即如果今天不是星期一(前件为假时)，则明天可能是星期 

二，也可能不是星期二，不得而知。或者反过来说，如果明天是星期二，则不表明今天一定 

是星期一。要注意，命题的含义一定要和我们日常的概念分开。

(3)设尸：今天是星期一，Q：明天是星期二。

则(3)可表示为Q-P。

命题P-g表示为是p的必要条件”。自然语言中表示“g是p的必要条件”有许多不 

同的叙述方式，例如，“只要P，就q”，“因为P,所以q"，“P仅当9”，“只有q才P"，等 

等。本例中表述的另一层含义是“明天是星期二”的话，“今天一定是星期一”。

例1・11设P：今天下雨，Q:今天刮风，R：我去爬山。将下面命题用自然语言表述。

⑴(PVQi R;
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(2) R- (「PA「Q)；

(3) PZ Q;
(4) Q；

(5) Q一尸。

解：(1) (PVQ)一「R表示：今天要是下雨或者刮风，我就不去爬山了；

(2) R« Q)表示：如果我去爬山了，则今天既没下雨也没刮风;

(3) PA- Q表示：今天下雨了，但没有刮风；

(4)尸一」Q表示：如果今天下雨，就不会刮风；

(5)。一尸表示：如果今天刮风，就会下雨。

1.2命题公式的等值演算

1.2.1命题公式

命题符号化的过程中，可以用一个符号表示一个命题。当符号尸代表一个具体的命题 

时，符号尸称为命题常项，此时尸的真值是确定的，所以称为“常”项。这类似于数学表 

达式中的一个常数。而当符号尸仅仅表示是一个命题，但并没有指明是哪个命题时，尸为命 

题变元。命题变元P可以代表任一个命题，正如数学表达式中的一个变量一样。如果给尸 

代人一个真值为T的命题，尸的真值为T；如果代入一个真值为F的命题，尸的真值为F。 

在代入之前，尸的值是不确定的，所以称为“变”元。一般地，命题变元不是命题。

在表示数学操作时，我们可以用操作符将操作数连接起来，得到一个数学表达式，比如 

。+3。同时可以使用圆括号改变操作符的运算次序，比如2*(%+3)。在命题逻辑中也是一 

样，可以使用联结词将命题连接起来，得到一个更复杂的命题，即复合命题。这里，命题类 

似于表达式中的操作数，联结词类似于表达式中的操作符。联结词连接的命题符号既可以是 

命题常项，也可以是命题变元。同样，也可以在这样的式子中添加圆括号。将命题用联结词 

和圆括号按一定的逻辑关系联结起来的符号串称为合式公式。

定义L6命题演算的合式公式定义如下：

(1)单个命题变元和命题常项是合式公式，并称为原子命题公式；

(2)若4是合式公式，则(」4)是合式公式；

(3)若4、8是合式公式，贝!1 (AAB), (AVB)., , (4-3)是合式公式；

(4)有限次地应用(1)~(3)形成的符号串是合式公式。

合式公式也称为命题公式或命题形式，简称为公式。

在合式公式中，当其中含有命题变元时，合式公式没有确定的真值。仅当一个公式中所 

有的命题变元都被指派了具体的命题时，公式才有确定的真值。这与数学表达式是类似的, 

如果一个表达式中含有变量，且不知道变量的值，则表达式的值也是不知道的。只有给所有 

变量均赋予确定的值后，表达式的值才确定下来。

与数学表达式必须要遵循语法规则一样，合式公式也必须遵循定义L6中所规定的规 

则，这样形成的符号串才能称为公式。定义L6是一个递归定义，由最基础的原子命题逐步 

形成最终的公式。
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例1・12设P、。、K分别代表命题变元或命题常项，给定以下字符串，判断哪些是合 

式公式。

(1)(尸八。)

(2) (PAQ) V(「PA- Q)
(3) PAQVL PA- Q)
(4)0VrQ
解：(1)、(2)、(3)都是合式公式。实际上，合式公式最外层的括号是可以省略的， 

所以(1)还可以表示为：PAQ。(2)本身已去掉了最外层的括号。(4)不是合式公式。

有意思的是(3)与(2)相比，它去掉了第一对括号。数理逻辑中规定，不影响运算次序 

的括号也可以省去。与数学表达式一样，合式公式中的括号可以改变运算次序，(2)与(3) 
相差的只是第一对括号，去掉它会不会改变运算次序呢？这要看各联结词的优先级了。命题 

逻辑中规定，联结词优先次序依次为：「，A , V, 一，A的优先级高于V的优先级， 

有没有括号，都要先计算A运算。因此，(2)与(3)是一样的。

综上所述，在定义L6之外，合式公式还有以下的约定。

(1)合式公式的最外层括号可以省略；

(2)不影响运算次序的括号也可以省略；

(3)联结词的优先次序为：「，A, V,
定义1.7设4是公式4的一部分，且&是一个合式公式，称4是4的子公式，或公 

式分量。

例1.13指出以下所给合式公式中的子公式有哪些。

A： (PYQ)-(RtL PAQ))
解：已知公式4： (PVQ) - (R-(「PAQ)),它的子公式有以下一些：

①： P
42： Q
A3： R
4:「尸

4：PVQ
4：「PNQ
A7： PNQ)
在命题公式中，由于有命题变元的出现，因而真值是不确定的。用命题常项替换公式中 

的命题变元称作指派。当将公式中出现的全部命题变元都指派成具体的命题常项之后，公式 

就成了真值确定的命题。

定义L8设4为一命题公式，尸一匕，…，P.为出现在4中的所有命题变元，对？， 

匕，…，尸〃各指定一个真值称为对月的一种指派或赋值。若指定的一种指派使4的值为真, 

则称这组值为力的成真指派；若指定的一种指派使4的值为假，则称这组值为4的成假 

指派。

若命题公式4中共有命题变元尸1，P2, Pn,给定一组指派% (，二1, 2, •••, n), 
%=F或%=T。根据组合理论可知，含几个命题变元的命题公式，共有2n组指派。将命题 

公式4在所有指派下的取值情况列成表，称为4的真值表。在真值表中，真值T、F也可分 
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别用1、0表示。

构造真值表的具体步骤如下：

(1)找出公式中所含的全体命题变元，设为乙，P2,…，P”,列出7个赋值。赋值从 

FF・・・F开始，然后按二进制加法依次写出每个赋值，直到TT…T为止，或者从TT…T开始， 

直到FF…F为止；

(2)按从简到繁的顺序写出公式的各个子公式；

(3)对应各个赋值计算出各子公式的真值，直到最后计算出公式的真值。

例1・14分别构造下列合式公式的真值表，并分别指出其成假赋值。

(1) P- (Q-R); (2)(尸-Q)-A； (3) (PNQ)tRq

解：(1) P- (Q-R)的真值表如表1.7所示。

表1.7 p-(QtK)的真值表

P Q R Q—R P-(Q-R)

F F F T T

F F T T T

F T F F T

F T T T T

T F F T T

T F T T T

T T F F F

T T T T T

P- (Q—R)的成假赋值有1个：TTFO
(2)(尸-Q) tK的真值表如表L8所示。

表1.8 (PtQ)tR的真值表

P Q R P—Q (PtQ)"

F F F T F

F F T T T

F T F T F

F T T T T

T F F F T

T F T F T

T T F T F

T T T T T

(PtQ)tR的成假赋值有三个，分别是：FFF、FTF和TTF。

(3) (PAQ)fR的真值表如表1.9所示。

表1.9 (PAO)tR的真值表

P Q R PNQ (PAQ)t£

F F F F T
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(续)

P Q R PAQ (PAQ)tR

F F T F T

F T F F T

F T T F T

T F F F T

T F T F T

T T F T F

T T T T T

(尸AQ) 一R的成假赋值有1个：TTFO
从例1.14可以看出，有的命题公式在命题变元的不同指派下，其对应的真值与另一命 

题公式完全相同，如表1.7中的尸一(Q—R)与表1.9中的(PAQ)一夫。这表明了合式公 

式的另一个重要特性。

定义L9给定两个命题公式4和3,设片，P2,…，P口为所有出现于力和3中的原 

子变元，若给匕，P2, P.任一组真值指派，4和3的真值都相同，称4和5是等值的 

或等价的，记为4=8。若至少存在一组真值指派，使得4与5的真值不相同，称4和5不 

等值或不等价，记为4抬及

定义中的符号"和A<^B都不是联结词，它只是用来说明4与3是否等值的一种记法。

由等价的定义可知，「PVQoPtQ, (P!\Q)N卜PZ Q)-PcQ。

定义L10设4为一命题公式，若4在它的各种指派情况下，其取值均为真，则称公 

式A为重言式或永真式。

定义L11设4为一命题公式，若4在它的各种指派情况下，其取值均为假，则称公 

式4为矛盾式或永假式。

定义1.12设4为一命题公式，若4在它的各种指派情况下至少存在一组成真指派， 

则称4是可满足式。若可满足式4至少存在一个成假赋值，则称4为非重言式的可满 

足式。

从定义L 10〜定义1.12可知以下的结论：

(1)合式公式尸是可满足式，等价于产至少存在一个成真赋值；

(2)重言式一定是可满足式，但可满足式不一定是重言式；

(3)若两个命题公式P和Q等价，则尸-Q是重言式。

例L15给定下列合式公式，哪个是重言式，哪个是矛盾式，对于可满足式，指出它 

的成真赋值。

(D- (PAQ)一(「PV- Q);
(2人(P-Q) AQ;
(3)」(P-Q) AQVR。

解：(1)「(PAQ)-(r PV「Q)的真值表如表L10所示。

由表1.10可知，(1)是重言式。

(2)「(P-Q) A Q的真值表如表L11所示。
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表1.10 [(PAQ)c(r PVr Q)的真值表

P Q PAQ r (PA。) P 「Q r PV- Q r (PAQ)~(「PVr Q)

T T T F F F F T

T F F T F T T T

F T F T T F T T

F F F T T T T T

表LU r （P-0） A。的真值表

P Q P-Q -(P-Q) r (PtQ) NQ

T T T F F

T F F T F

F T T F F

F F T F F

由表1.11可知，（2）是矛盾式。

（3）「（PtQ） AQV尺的真值表如表1.12所示。

表1.12 「（尸一。）AQVK的真值表

P Q R P—Q -(P-*Q) r (PtQ) AQ r (P—Q) AQVR

T T T T F F T

T T F T F F F

T F T F T F T

T F F F T F F

F T T T F F T

F T F T F F F

F F T T F F T

F F F T F F F

由表1.12可知，（3）是可满足的，其成真赋值分别是：TTT、TFT、FTT和FFT。

重言式常记为T,矛盾式常记为F。

我们已经知道，含〃个命题变元的命题公式共有2〃组指派，另一方面，含几个命题变 

元的命题公式会有无穷多个。因此，这无穷多个命题公式中，存在两个公式P与Q,它们的 

真值表是相同的，即P与。是等值的。实际上，对任一个公式尸，都存在无穷多个公式与尸 

等价。

在命题逻辑中，常用的命题定律列在表L13中。

表L13常用的命题定律

双重否定律 4 0 r r A

幕等律 A<=>A\/A,A^AAA

结合律
(AVB)VC^AV (BVC) 
(A AB) A Co4 A (5 AC)
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（续）

交换律
AN B-BY A 

ANBgBNA

分配律
AN (BN C) AY B) MAN C) ( V对八的分配律) 

4A(BVC)o(4AB) V(4AC) ( A 对 V 的分配律)

吸收律 4V (4 AB)oA,4A(4VB)=4

德摩根律 r (4VB)- ANr B,r (4 AB)- B

同一律

零律 AVT—T,4AF=F

排中律 4 V r 40T

否定律 4 A r 4=F

蕴涵等值式 A—>8=-! AY B

等价等值式 4-8=( 4-8) A (B-A)

假言易位 A—>30-i B—►-> A

等价否定等值式 An B

归谬论 (4->B) A (A- A

1.2,2等值演算与蕴涵式

研究两个公式是否等值有两种方法，一是基于真值表，看看两个公式的真值表是否完全 

相同。二是基于表L13中列出的常用命题定律。对于比较复杂的公式，第二种方法更方便， 

也更简捷。由已知的等值式推演出另外一些等值式的过程称为等值演算或等价变换，这是布 

尔代数或逻辑代数的重要组成部分。等值演算基于下列置换规则定理。

定理1.1设小（4）是含子公式4的命题公式，使用子公式5置换。（4）中4的所有出 

现，得到命题公式。（3）,若8=4,则⑦（4）00（8）。

证明：因为若3=4,那么在任意的真值赋值下3和4的真值都相同，把它们代入中 

（久）得到的结果当然也相同，从而0（4）=中（3）。 证毕

例L16用等值演算法验证等值式：尸=（PAQ） V（PA「Q） 
证明：右二（PAQ）V（PA「Q） 
oPA（QV"） （分配律）

=PNT （排中律）

二左 （同一律） 证毕

例1.17用等值演算法验证不等值式：（PtQ）tR带PWQ-R） 
证明：在例L14中，通过构造（PtQ-R与Pt（QtR）的真值表（表L8和表 

1.7）,我们已经看到这两个公式是不等值的，现在再采用等值演算法证明这个结论。 

左二（PtQ—R 
o「（Pt。）VR （蕴涵等值式）

=[JPVQ）MR （蕴涵等值式）

= （PN「Q）VR （德摩根律）
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右二 Pt（QtR）
（Q-R） （蕴涵等值式）

=「PV（「QVR） （蕴涵等值式）

o（「PV「Q） VR （结合律）

（PA「Q）VK与（［PV「Q） VR是不相同的，当R取F时，两个式子的真值分别取决于 

P取F时，PA「Q为F,而「PV「。为T。由此可知FXF （X表示 

不论。取何值）使得（尸八「Q）VR为F,但使（［PV［Q）VR为T,即FXF是 

的成假赋值，但是Pt（Q-K）的成真赋值。故（P-0） -R咨Pt（QtR）。

例1.18用等值演算法验证等值式：（P\JQ）tRo（PtR） N（QtR） 

证明：方法一自左向右证明。

左二（PVQT 
=「（PVQ） VR 
= （「PA「Q） MR 
= （「PVK） AJQVR） 
o（PtR） MQfR）二右 

方法二自右向左证明。 

右二（尸一尺）A（Q-R） 
= （「PVR） AJQVR） 
= （「PA「Q） V R 
=」（PVQ） VR 
o（PVQ）一夫二左 

故（PVQ）一Ro（PtR） A（Q-R）。

由命题定律证明等值式时，既可以从左向右证明（如例1.18中方法一所示），也可以 

从右向左证明（如例L18中方法二所示），还可以左、右同时演算，让它们都等于一个中 

(PtQ)tR 

证毕

（蕴涵等值式）

（德摩根律）

（分配律）

（蕴涵等值式）

（蕴涵等值式）

（分配律）

（德摩根律）

（蕴涵等值式）

证毕

间结果，从而证明左、右等值。

在证明两个命题公式是等值的时候，除了上述所说的真值表法及使用命题定律法之外, 

还可以应用下述定理进行推演。

定理L2设4、3为两个命题公式，当且仅当4-3为一个重言式。

证明：若AoB,则4、8有相同真值，4-8永为T；若为重言式，则4-8永为 

T,故4、3的真值相同，即4证毕

定义L13当且仅当P-Q是一个重言式时，我们称“P蕴涵Q”，并记作PnQ。

PnQ称P蕴涵Q或蕴涵式，亦称作永真条件式。

蕴涵式有下列性质：

（1）对任意公式4,有4n4;
（2）对任意公式4、8和C,若4 B=>C,则4nC；

（3）对任意公式4、3和C,若4n5, 4 nC,则4n（5AC）;
（4）对任意公式4、5和C,若4nC, BnC,有4V5=C。

证明：（1）显然。
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下面证明(2)0
设4 =3, B=C,贝！M—B和B—C均为重言式。分以下情况讨论：

①如果4的真值为T,由4TB是重言式，则8的真值为T,由3一。为重言式，得C 
的真值为T,即4-C为T。

②如果A的真值为F,则4-C必为To
综上，因为4-C是重言式，所以4nC。

下面证明(3)0
设4 =8, 4nC,则和4-C均为重言式。分以下情况讨论：

①如果4的真值为T,由于和4一。是重言式，则3和C的真值均为T,得到3 
AC的真值为T,即4一 (BAC)为T。

②如果4的真值为F,则4T (BAC)必为T。

综上，因为4T (BAG)是重言式，所以4n(8AC)。

下面证明(4)0
设BnC,则4—C和B-C均为重言式。分以下情况讨论：

①如果4的真值为T, 5的真值为T,则4 VB为T。由是重言式，则C的真值为 

T,即 4V3tC 为 T。

②如果4的真值为T,月的真值为F,则4 VB为T。由4一C是重言式，则C的真值为 

T,即 4V8—C 为 T。

③如果4的真值为F, 8的真值为T,则4 VB为T。由3一。是重言式，则。的真值为 

T,即 4VB—C 为 T。

④如果4的真值为F, 3的真值为F,则4VB为F,则4V8-C为T。

综上，因为4V8tC是重言式，所以AVBnC。 证毕

定理L3 设4、5为任意两个命题公式，4 08的充分必要条件是4 n5且5 n4。

证明：必要性 若4=5,由定理L2可知，4-5为重言式。

由等价等值式有4-8=(4-8)八(3-4),故4TB与都为T,所以4 nB且3 
=>A0

充分性若4 nB且8 =4,则必有和8-4均为重言式。

因此4-5为重言式，成立。 证毕

根据定理1.3可知，要证尸=Q,只需证明PnQ且QnP即可。

但如何证明蕴涵式PnQ呢？除了利用真值表法证明尸一Q是重言式外，还有另外两种 

方法：

(1)对于P-Q,除尸的真值取T、Q的真值取F外，其余情况P-Q真值都为T。

故要证PnQ,只需对P-Q的前件P指定真值为T,若由此推出。的真值亦为T,则 

尸-Q是重言式，即PnQ成立。

(2)由于(P-Q) o(「Qt「P),所以要证P-Q是重言式，只需证是重言 

式，亦即证明假定后件Q的真值取F (「Q为真)，由此推出P的真值为F (「P为真)，即 

推证了成立，即PnQ成立。

例 1.19 推证「QA(PtQ) n「P。

证明：方法一 假定「QA(P-Q)为T,
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则「Q为T且P-Q为T,进而得知Q为F。

若P为T及尸一Q为T,知。必为T。矛盾。

故P只能为F,即「尸为T。

方法二假定「P为F,则尸为T。

(a)若 Q 为 F,则 P-Q 为 F,「QA(PtQ)为 F。

(b)若 Q 为 T,贝JQ 为 F,「QA(P->Q)为 F。

所以「QA(P—Q) =「尸成立。 证毕

有一些重要的重言蕴涵式，称为推理定律，如表L14所示。

表L14推理定律

PNQnP 化简律

PNQnQ 化简律

Pn(PVQ) 附加律

「P nPtQ 变形附加律

QnP-Q 变形附加律

「(P->Q)nP 变形简化律

变形简化律

PA(尸-Q)nQ 假言推理

(尸一Q) A「Q =>」尸 拒取式

(PVQ) A「Q nP 析取三段论

(PtQ) MQtR) = (PtR) 条件三段论

(P—Q)八(Q-R) = (P-K) 等价三段论

(PtQ) A(K-S) A(PAR)=QAS 合取构造二难

(PtQ) A S) A (PVR)=QVS 析取构造二难

P->Q=(PVR)t(QVA) 前后件附加

PtQ=(PAK)->(Q/\R) 前后件附加

1.3联结词完备集

L1节中介绍了五个联结词，分别是：「、A、V、T和一，并且规定了它们的运算次 

序。由这些联结词作用于原子命题后可以构成各种命题。给定任意两个原子命题尸和Q,它 

们所能构成的不同真值结果共有16种，可以证明，这五个联结词已足够用来构成想要的任 

一复合命题。

定义1.14设S是一个联结词集合，如果任何"(九三1)元真值函数都可以由仅含5中 

的联结词构成的公式表示，则称S是联结词完备集。

根据定义可知，联结词集A, V, 一，是完备集。
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由命题等值演算中可知，有些联结词可以转换为其他的联结词，对同一个命题公式可通 

过等值公式的转换，以不同的形式表示出来。

例如，由等价等值式PcQo(P-Q) A(Q-P),可把包含-的公式等价变换为包含 

“A”和“t”的公式。这样，由联结词集A, V, 一｝组合而成的所有命题公 

式，就可由联结词集A, V, 来表示。由此得到，联结词集A, V, ->1 
也是完备集，而且是比｛「，A, V, 一)元素个数更少的集合。我们还可以进一步减 

少这个集合中的元素个数。

由蕴涵等值式尸fQ=「PVQ,说明包含“一”的公式可以变换为包含和“V” 
的公式。由此，我们又可以简化联结词集，得到｛「，A, VL则联结词集｛「，A, V 1 
也是完备集。

最后，由德摩根律「(4V8) =_14 A「8和「(4 AB) 可将“A”与“V”
相互转换。联结词集｛「，V［或｛「，AI都是完备集。

可以证明，从这两个集合中再减少任何一个元素，都不再是完备集。我们把｛「，V | 
及｛［，A］称作命题公式的最小联结词完备集。

由上面的讨论可知，联结词完备集可有以下几种：

(1) J, A , V, 一，3
(2) $2 = J, A, V, ->｝
(3) S3 = ｛—।, A ｝
(4) S”｛「，V I
(5) 55 = 一 一｝

而IT、｛ V｝、［八I、｛ V, A｝或等都不是命题公式的联结词完备集。

对于联结词，我们规定其运算次序为：「、A、V、

在计算机硬件设计中，出现了 “与非门”或“或非门”这样的结构，对应于此，定义 

了以下两个新的联结词。

定义1.15设尸、Q为两个命题，P与Q的否定式是一个复合命题，称作P与。的与 

非式，记作PTQ,即PTQo「(PAQ)。符号T称为与非联结词。

定义1.16设P、Q为两个命题，尸或。的否定式是一个复合命题，称作尸与。的或 

非式，记作尸1。，即P［Qo］(PV。)。符号J称为或非联结词。

可以证明，｛ f ｝和｛ I ｝都是联结词完备集。

本章小结

本章介绍了命题的概念和五个基本联结词，以示例说明如何将命题符号化。本章还介绍 

了原子命题及合式公式的概念，定义了重言式、矛盾式及可满足公式的概念。

本章介绍了如何构造公式的真值表，给出了公式等值演算时常用的命题定律及推理定 

律，介绍了证明公式等价的几种方法。

本章还定义了联结词完备集，并给出了几个最小联结词完备集。

习 题

一、单项选择题

1 .下列语句中哪个是真命题？ 0
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A.我正在说谎。 B.严禁吸烟。

C.如果1+2 =3,那么雪是黑的。 D.如果1+2=5,那么雪是黑的。

2 .下面联结词中不具有对称性的是 o

A. A B. — C. V D.6
3 .含几个命题变元的任一命题公式的指派个数是 o
A. 2n B. 2n C. n2 D. 22"
4 .设尸：我将去上海，Q：我有时间。命题“我将去上海，仅当我有时间时”符号化 

为 O

A. P—Q B. QtP C.P—Q D.「Q\J「P
5 .设P：我们游泳，Q：我们跑步。命题“我们不能既游泳又跑步”符号化 

为 O

A.「P JQ B.C.「(PcQ) D.
6 .设P：张老师可以教离散数学，Q：李老师可以教离散数学。命题“张老师或李老师

可以教离散数学"符号化为__________ O

A. PVQ B.PY「Q C. PjQ D.
7.命题公式(尸八(尸-Q))一。是—___________ O

A.矛盾式 B.蕴涵式 C.重言式 D.非重言的可满足式

8.下面命题公式是重言式的是_______ ____ O

A. (P—Q)NQ-P) B. (PAQ)-P
C. (「PVQ) A」(「PA「Q) D.「(PVQ)
二、填空题

1 .命题“2是偶数或-3是负数”的否定命题是 o

2 . (Po(QfR))不是合式公式，原因是 o

3 .设P：明天下雪，Q：我去滑雪，R：我在家里读书，S：我在家里看电视。则“若明 

天下雪，我去滑雪，否则就在家里读书或者看电视”表示为 o

三、简答题

1 .下列句子中哪些是命题？

(1)我是中国人。

(2)禁止大声喧哗！

(3)这里的风景真美啊！

(4)角马是非洲数量最多的动物。

(5)今天上课吗？

(6)木星比地球大。

2 .判别下列公式中哪些是合式公式，那些不是合式公式。

(1) (Q-RAS)；

(2) (Po(RtS))；

(3) ((「PtQIQtP)));
(4) (RS-T)；

(5) (「(PVQ) A「R) V(((「PAQ)V「R) AS)。
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3.下列哪一组命题公式是等值的？

3

d

卷 W

(1)「PA「。与 PVQ；

(2) 4一(B-M)与「4一(4一「8)；

(3) Q-(尸VQ)与「QA(PVQ)；

(4) ^AV(AAB)与 B。

4 .设尸：我生病，Q：我去学校，将下列命题符号化。

(1)我虽然生病但我仍去学校；

(2)只有在生病的时候，我才不去学校；

(3)如果我生病，那么我不去学校；

(4)如果我没去学校，说明我生病了。

5 .将下列命题符号化。

(1)我今天进城，除非下雨；

(2)仅当你走，我将留下；

(3) 一个数是素数当且仅当它只能被1和它自身整除；

(4)集合4是空集，当且仅当4中不含任何元素；

(5) 2是素数当且仅当4是偶数。

6.构 造下列各命题公式的真值表。

(1)(尸A(PtQ))-Q；

(2) PT(PVQ);
(3) Q-(P/\Q);
(4) (「尸A(PVQ))->Q；

(5) (PtQ)-Q;

(6) (「PAQ) V(「PA「Q)；

(7) QfPV(PAQ))。

7.化 简习题6中的各命题公式。

8.给 出命题Q 一(尸V(PAQ))的成真赋值和成假赋值。

9.给命 题变元P、。、R、S分别指派真值为T、T、F、F,求下列命题公式的真值。

(1) (「(PAQ) V「R) V(((「PAQ) V「R) AS)；

(2) (PV(Qt(RA[P)))一(QV「S)。

10.将下面公式变换成与之等值并且仅含v, A｝中的联结词的公式。

(1)「(Pc (Q-(PVR)))；

(2) ((PVQ) AR)t(PVR)；

(3) (P-(QtR))。

四、证明

1.证明下列命题的等值关系：

(1) (PtQ) A(R-Q)。(尸VR)-Q；

(2) (PAQA4-C) A(4-PVQVC)o(4A(PcQ))一C；
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(3) P-(Q-P)oQt(PtR);

(4) (P-Q) A(P-R)=P—(QAR)；

(5) (PVQ) A「(PAQ)o「(-Q)。

2.用等值演算法证明PA(PtQ)-Q是重言式。

3.用真值表法证明吸收律。



第2章 命题逻辑的推理理论

【学习目标】

1 .理解简单合取式、简单析取式的概念。

2 .理解范式、小项、大项、主范式的概念。

3 .能够求出所给命题公式的析取范式及合取范式。

4 .能够使用真值表法和等值演算法求所给命题公式的主范式。

5 .掌握小项及大项的性质。

6 . 了解有效结论的概念。

7 .理解推理的概念，掌握推理中的形式证明方法（包括真值表法、主范式方法和推理 

法等），能正确地进行推理。

8 .熟记等值公式表和蕴涵公式表。

【教师导读】

本章是前一章内容的延续和深入。在第1章中已经了解了如何将使用自然语言表示的命 

题符号化，对于同一个命题，符号化的结果往往是不唯一的，后续的推理过程可能也有更多 

的变数。本章将讨论命题符号化后的规范问题，使用主范式来表示命题。考生要了解析取范 

式和合取范式、小项和大项及主范式的含义，掌握将命题表示为主范式形式的方法。此外， 

还应了解相关的性质。

本章还介绍了推理的概念及形式证明方法，要求学生必须掌握。

本章的两个难点是求主范式及形式证明过程。

【建议学时】8学时。

使用联结词构成的命题可以有多种形式，命题的等值演算理论已经告诉我们，不同形式 

的命题可能是等值的。因此有必要提出一种形式化的命题表达形式，以此作为命题研究的 

基础。

命题的标准化表示称为范式，它能表达真值表所能提供的一切信息。

2・1范 式

2.1.1范式的概念

定义2.1命题变元及其否定统称为文字。仅由有限个文字构成的析取式称作简单析取 

式。仅由有限个文字构成的合取式称作简单合取式。

例女口，P,「Q、PV「P、「PVQ、和尸V「QVR都是简单析取式。而尸、 

「Q、PJP、「PAQ、和PA「QAR都是简单合取式。实际上，简单析取式 

中不包含除析取联结词之外的其他联结词，类似地，简单合取式中不包含除合取联结词之外 

的其他联结词。
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定理2.1简单析取式和简单合取式有以下性质。

（1） 一个简单析取式是重言式，当且仅当它同时含某个命题变元及它的否定式。

（2） 一个简单合取式是矛盾式，当且仅当它同时含某个命题变元及它的否定式。

证明：（1）设4是含几个文字的简单析取式，若4中既含某个命题变元丹，又含它的 

否定式「的，由交换律、排中律和零律可知，4为重言式。

反之，若4为重言式，则它必同时含某个命题变元及它的否定式。否则，4中的不带否 

定符的命题变元都取F值，带否定符的命题变元都取T值，此赋值是4的成假赋值，这与4 

是重言式相矛盾。

（2）设4是含几个文字的简单合取式，若4中既含某个命题变元的，又含它的否定式 

则由交换律、否定律和零律可知，4为矛盾式。

反之，若4为矛盾式，则4中必同时含某个命题变元及它的否定式。否则，4中的不带 

否定符的命题变元都取T值，带否定符的命题变元都取F值，此赋值是4的成真赋值，这 

与4是矛盾式相矛盾。 证毕

例如，PV「PV「QVR=TV「QVR=T, P JP KR oF JQ NR oF °

定义2.2 一个命题公式称为合取范式，当且仅当它具有形式：为 A42 A…八4（n> 

1）,其中为，42,…，4都是简单析取式。

例如，（尸VR）八（PV「Q） A（「RV「Q）是一个合取范式，它由三个简单析取式的合取 

组成。

合取范式是由简单析取式的合取构成的，根据合取联结词的定义可知，当且仅当每个简 

单析取式都是重言式时，合取范式是重言式。

定义2・3 一个命题公式称为析取范式，当且仅当它具有形式：VA2V-VAn （几n 

1）,其中为，冬，…，儿都是简单合取式。

例如，V（PA「QAR） 丫（「。/\我）是一个析取范式，它由三个简单合取式的 

析取组成。

析取范式是由简单合取式的析取构成的，根据析取联结词的定义可知，当且仅当每个简 

单合取式都是矛盾式时，析取范式是矛盾式。

实际上，有些命题公式既可以看成是析取范式也可以看成是合取范式。例如「PAQAR 
既可以看成是由一个简单合取式构成的析取范式，也可以看成是由三个简单析取式构成的合 

取范式；类似地，「PVQVR既可以看成是由三个简单合取式构成的析取范式，也可以看成 

是由一个简单析取式构成的合取范式。

对任何一个命题公式，都存在与之等值的合取范式或析取范式。求等值合取范式或析取 

范式的步骤如下。

①任何公式都可变换为仅含联结词完备集A, V｝中的联结词的公式。利用等 

价等值式八（3-4）与蕴涵等值式4- B V 8,可以消去公式中出现的

联结词1和一►;

②利用双重否定律。力和德摩根律VV 八」8

进行等值变换，保证在范式中不出现形如AB）、［（4 VB）这样的子公式， 
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实际上，使用德摩根律是让否定联结词「出现在命题变元的前面，而不是括号的 

前面；

③利用分配律 4 A (5VC)o(4AB) V(4/\C)、4 V (5AC)o(4V5) AQVC)进行等 

值变换，保证在析取范式中不出现形如4A(BVC)的子公式，在合取范式中不出现形如4V 
(BAC)的子公式。

例2.1求(PA(Qt/?))tS的析取范式和合取范式。

解：先求析取范式。

(P/\(QTR))fS=(PA(「QVR))fS
=「(PA(「QVR)) VS
o「PV(QA「R) VS
再求合取范式。

(PA(QtR))-S=(PA(「QVR))-S
=「(PA(「QVR)) VS
=「PV(QA「R) VS
o(「PVS) V(QA「K)
= (「PVQVS) A (「尸V「RVS)
一般来讲，一个命题公式的合取范式或析取范式并不是唯一的，例如PV(QAR)是一 

个析取范式，它亦可写成：

PV (Q/\K)o(PVQ) A(PVR) = (P/\P) V(PAR) V(PAQ) V (QAR)
为了能够唯一表示合式公式，我们进一步规范合式公式的形式。为此，先介绍小项与大 

项的概念。

2.1. 2小项与大项

定义2.4 〃个命题变元的简单合取式，称作布尔合取或极小项，简称为小项，其中每 

个命题变元与它的否定不能同时存在，但该命题变元必须出现且仅出现一次，或以变元的形 

式，或以变元的否定形式。

两个命题变元P和Q的小项共有4个，分别是：PAQ、PJQ、

类似地，三个命题变元尸、Q、R的小项共有8个，分别是：PAQAR、PNQJR、P JQ 
AR、P"QJR、「PAQAR、「P/\QN「R、「P NR 和「P JQ "R。按，惯例，/卜 

项中代表命题变元的各字母按英文字母表的次序排列。比如，小项尸AQ通常不会写为QA 
尸，小项」PA「QAR也不会写为K/\「PA「Q。

一般来说，几个命题变元片,尸2,…，P.共有乎个小项。为了表示的更直观，我们以 

字母小加上由编码构成的下标来表示每个小项，其中下标是一个几位的二进制数。在任一 

个小项中，若出现的是命题变元代，则对应该小项编码的第，位为1,若出现的是命题变元 

己的否定，则对应的第，位为0。例如小项(「PAQAR)的编码是011,所以表示为砥 

为了简单起见，有时也用几位二进制对应的十进制数i来表示小项的编码，如也可表示 

为小3。

设尸、Q、R为三个命题变元，真值T和F分别用“1”和“0”来表示，含三个命题变 

元的所有小项的真值表及对应的编码如表2.1所示。
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表2.1三个命题变元的小项的真值表

P Q R
「PA「QA「R 

加皿/人

「PJQNR
7nooi/m】 加 01。/ m2

「PAQAR 
mon/m3

0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 1 0

0 1 1 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

P Q R m10Q/m4
PA「QAR 

7n101/m5
PAQ/\「R 

mU0^m6
PkQkR 
叫”/叫

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0

1 0 1 0 1 0 0

1 1 0 0 0 1 0

1 1 1 0 0 0 1

从表2.1中可以看到小项有如下性质：

(1)每个小项具有一个相应编码，且只在一种情况下真值为T,即按照其编码值进行指 

派时，其真值为T,其他情况下，真值都为F。故每个小项有一个成真赋值，有种成 

假赋值。每个小项的成真赋值均不相同。

例如，小项(PJQNR)记为叫0】，当P真值为T, Q真值为F, R真值为T时，小 

项(PJQNR)的真值为T,其余2〃-1种指派情况，该小项真值都为F。

(2)任意两个不同小项的合取式为矛盾式。

证明：每个小项均只有一个成真赋值，对任意两个不同的小项生和吗，它们的成真赋 

值是不同的。对任一种指派，不能使昭和吗同时为T,则叫.A吗为F。根据零律，所有小 

项的合取式为矛盾式。 证毕

例如,加()01 A 血1。0 = (~>尸 A —\Q AR) A (P A —\Q A —iR) <=>—\P A P A「Q ARA —iR <^F 0

(3)全体小项的析取式为重言式。

2n-l

£ THj = m° \ m、V …V m2n_l<=!>T
i=0

证明：任给一种指派的q・•・4_],它必定为某个小项的成真指派。具体来说，设有编 

码…则人为加左的成真赋值，即叫的真值为T。根据零律，所有小项的析取 

为重言式。 证毕

定义2・5几个命题变元的简单析取式，称作布尔析取或极大项，简称为大项，其中每 
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个命题变元与它的否定不能同时存在，但该命题变元必须出现且仅出现一次，或以变元的形 

式，或以变元的否定形式。

与小项情况类似，对每个大项也可以进行编码。以字母M加上由编码构成的下标来表 

示每个大项，其中下标是一个几位的二进制数。在任一个大项中，若出现的是命题变元匕， 

则对应该大项编码的第，位为0,若出现的是命题变元匕的否定，则对应的第，位为1。

例如，由两个命题变元P和。构成的大项共有4个，分别是：PVQ、PV「Q、「PVQ 
和对应的编码依次是：Mo。、/1、M]。和a1，亦可写成皿(1=0, 1, 2, 3)。

三个命题变元P、Q、R构成的大项共有8个，分另U是：PVQVR、PVQV-J?、尸V「Q 
VR、PV「QV「R、「PVQVR、「PVQV「R、「PV「QVR 和V「R,对应的编码 

依次是：Mo。。、/01、Mjio、M°ii、M100 x Mi。1、Mu。和 Afin ,或记为 M (i = 0, 1, 2, 3 , 
4, 5, 6, 7)0各大项的成假赋值及对应的编码如表2. 2所示。

表2・2三个命题变元的大项的成假赋值及编码

大项 成假赋值 编码

PVQVR 000 Mo

PY Q7「R 0 0 1 /

PViQVR 0 1 0 m2

PY「Q\l「R 0 1 1 M3

「尸VQVA 1 0 0 监

1 0 1 %

「PM「QN R 1 1 0 %

「PV「QV-1K 1 1 1 %

与小项的性质类似，大项有如下性质：

(1)每个大项具有一个相应编码，且只在一种情况下真值为F,即按照其编码值进行指 

派时，其真值为F,其他情况下，真值都为T。故每个大项有一个成假赋值，有2兀-1种成 

真赋值。每个大项的成假赋值均不相同。

例如，大项(PV「QVR)的编码为Mo1。，当P真值为F, Q真值为T, A真值为F时, 

大项(PV「QVR)的真值为/其余2〃-1种指派情况，该大项真值都为T。

(2)任意两个不同大项的析取式为重言式。

这个性质的证明类似于小项性质(2)的证明。证明略。

例如，M001 VM100 =(尸VQV'R) V (「PVQVR)=P「VPVQV「RVEcT。

(3)全体大项的合取式为矛盾式。

2n-l
£必二Mo A Ml A …A MzyoF
i =0

这个性质的证明类似于小项性质(3)的证明。证明略。

设几个命题变元P1，。2,…，匕，给定具有相同编码的小项和大项j与M,根据小项 

与大项的定义，很容易验证它们满足关系：「人="，」想=明。例如，THooi二「PA「QA 
R, Mgo、= P V Q \/「R,它彳I1满足等式：—im001 -o4f001, —iM00107nqq] 0
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2.2主范式

主范式包括主析取范式和主合取范式。

2. 2.1主析取范式

定义2.6对于给定的命题公式，如果有一个等价公式，它仅由小项的析取所组成，则 

该等价式称为原式的主析取范式。

定理2.2在公式的真值表中，所有真值为T的指派所对应的小项的析取，即构成该公 

式的主析取范式。

证明：设给定公式为4,其真值为T的指派所对应的小项为乃］,勺2，…，mik,这些 

小项的析取式记为3,即31 Vm,2 V…V/n,%,真值为F的指派所对应的小项为吗】， 

吗2，…，m", t=2n -ko
首先对使4为T的某一指派，必存在某个小项的真值为T,而该小项必定含在B中，设 

其为即吗”在此指派下真值为T。由零律可知，3的真值为T。

其次，对使4为F的某一指派，其对应的小项必定不包含在8中，即该指派使得叫「 

叫2，…，加让的真值均为F,故8 V2 v…Vm疏二F。

4与5在相应指派下具有相同的真值，综上，

求任一合式公式的主析取范式有多种方法，定理2.2是其中的一种方法。对于所给的任 

一合式公式，先求出其真值表，然后列出所有真值为T的小项，并求它们的析取，即得该 

合式公式的主析取范式。

定理2.3任何命题公式都存在与之等值的主析取范式，并且是唯一的。

证明：存在性可由定理2. 2保证。下面采用反证法来证明唯一性。

任给含几个命题变元的可满足命题公式4,若4有两个不同的主析取范式4和乙，因 

主析取范式是与原式等价的合式公式，则必有为04。由于&和4是两个不同的主析取范 

式，它们所含的小项不完全相同，必存在某个小项只存在于4和4两者之一中，不失一般 

性，设小项小只在4】中，但不在①中。设人在4中有一组成真指派S,在S指派下，主析 

取范式&为真。由于&不包含生，使/为T的指派均是其他小项的成假指派，故该指派下 

心为F。这与矛盾。故主析取范式是唯一的。 证毕

除了采用真值表法可求合式公式的主析取范式外，还可采用等值演算方法求解。步骤 

如下。

①采用2. 1节中介绍的求等值析取范式的步骤，求得与所给公式等值的简单合取式的 

析取式。

②若某简单合取式中没有包含所有的变元，则需要根据排中律PiV「？oT、同一律4 

ATo4和分配律进行变换。例如，某简单合取式4中缺少变元Pj,则通过如下的变换：

4 A （片丫［优）=（4 APJ V（4A-1PJ
可使简单合取式4中增加尸或「巴。

③去掉重复出现的小项。

例2.2用真值表法和等值演算法，写出公式4：「（P-Q）八「QA」衣的主析取范式。
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解：方法一 构造4的真值表，如表2. 3所示。

表2.3公式4的真值表

p Q R P—Q a -iR —1(P—>Q) A「Q A rR

0 0 0 1 0 1 1 0

0 0 1 1 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0 1 0

0 1 1 1 0 0 0 0

1 0 0 0 1 1 1 1

1 0 1 0 1 1 0 0

1 1 0 1 0 0 1 0

1 1 1 1 0 0 0 0

从表2.3可知，真值为1的小项只有叫。。，即（PA「QA「R）。故4的主析取范式为 

（P/\「QA「R）,可以表示为 £（4）。

除了使用真值表法求合式公式的主析取范式外，也可以用等值演算法求主析取范式。

方法二

「（P-Q） A「QK「Ro«P\JQ）N「QJR
o（PA「Q） "Q JR
o 尸 A —A —iR

例2・3用真值表法和等值演算法，写出公式4： （PV（QAR））—（PAQAR）的主析 

取范式。

解：方法一 构造4的真值表，如表2.4所示。

表2.4公式4的真值表

p Q R QNR PV(QAR) PNQNR PV (QAR)t(PAQAR)

0 0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 1

0 1 1 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0 0

1 0 1 0 1 0 0

1 1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1 1

从表2.4可知，公式4真值为1的小项有四项，分别是Tn。。。，m001, m010^J mlll9即 

JPN「QJR）, JPJQNR）, （「PAQA「R）和（PAQAR）。故 A 的主析取范式为： 

（「PA「QA「K） V（「PA「QAR） V（「PAQA「R） V（PAQAR）,可以表示为 £ （0, 1,
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2, 7）o
方法二

（PV（QAR））t（PAQAR）
=」（PV（QAR）） V（P/\QAK） （消去一）

= （「PA（「QV「K）） V（PAQAR） （将「深入到变元之前）

= （「P/\」Q） V （「P JR） V （PA Q AR） （去掉形如 4 A （BV C）的式子）

o（「PA「QA（RV「R）） V （「PA（QV'Q） A「K） V（PAQAR）（拼上未出现的变元） 

= （「P/\「QAK） V（「PA「Q/\」R） V（「PAQA「R） V（「P/\」QA「R） V（PAQAR） 
= JPJQI\R） V （「PA「QA「K） V（「PAQ/\「R） V（PAQAR）（去掉重复的小项） 

= （「PA「QA「R） V（「PA「QAR） V（「PAQ/\「R） V （PNQkR） （重新升F序）

2. 2.2主合取范式

定义2.7对于给定的命题公式，如果有一个等价公式，它仅由大项的合取所组成，则 

该等价式称为原式的主合取范式。

类似于定理2. 2及定理2. 3,我们有以下定理。

定理2.4在公式的真值表中，所有真值为F的指派所对应的大项的合取，即为此公式 

的主合取范式。

该定理的证明类似于定理2. 2的证明。证明略。

定理2.5任意含有几个命题变元的公式4,都存在与之等值的主合取范式，并且是唯 

一的。

该定理的证明类似于定理2. 3的证明。证明略。

求命题公式4的主合取范式与求主析取范式的步骤非常相似，仍然可以用两种方法。 

方法一是采用真值表法，求出所有真值为F的大项，并求它们的合取即可。方法二是采用 

等值演算方法。利用蕴涵等值式与等价等值式去掉公式中出现的联结词一和Q,并且保证公 

式中不出现「~4、「（4AB）、「（AVB）等形式的子公式，即采用双重否定律和德摩根律, 

将变换为4,将「（4AB）变换为将」（4VB）变换为「4八「8等。另外，如 

果出现4 V （B AC）的形式，则利用分配律进行变换。此时会得到简单析取式的合取式。若 

某简单析取式中没有包含所有的变元，则需要再按照否定律和同一律进行变换。最后消去重 

复出现的大项。

例2.4求4：「（尸-Q） 的主合取范式。

解：方法一 4的真值表如表2. 3所示。从表中可知，真值为0的大项共有7项：Mooo, 
Mo。]，M。]。，/]], M101,弧和 M”，即 4 的主合取范式为：（P V。V R） A （P V Q V「R） 
八（PV「QVR） A （PV「QV「R） A（「PVQV「R） A （V「Q V R） A （「P V「Q V「K）,可 

以表示为II （0, 1, 2, 3, 5, 6, 7）o
方法二

「（尸一Q） A「QA「R
=」（「PVQ） A「QA「R （消去一）

= （PA「Q） A「QA「R （将「深入到变元之前）

=P A「Q A「R （去掉重复的变元）
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对尸拼上未出现的变元

P=PV（QA「Q）o（PVQ） A（PV「Q）
o（PVQV （RA「R）） A（PV「QV（KA「R））
o（PVQVR） A（PVQV「R） /\（PV「QVR） A（PV「QV「R）

类似地，

「Qo（PV「QVR） A（PV「QV「R）八（「PV「QVR） A （「PV「Q V「R） 

「Ro（PVQV「A） A（PV「QV「R）八（「尸V Q V「R） A （「PV「Q V「R） 

由此得到4的主合取范式为：

4 o（PVQVR） A （PVQV「K） A （PV「QVR） A （PV「QV「E） A （PV「Q VR） A （P 
V「QV「A） A （「PV「QVR） A（「PV「QV「R） A （PV QV「R） A （PV「QV「R） A （「PV 
QV「R） A（「PV「QV「R）

o（尸VQVR） A（PVQV「R） A（PV「QVR） A （尸V「QV「R） A （「尸V「QVR） A （「P
VQVTO /\（「PV「QV「R） （去掉重复的大项）

o（PVQVR） A（PVQV「A） A （尸V「QVR）八（PV「QV「R）八（」尸 V Q V[K） A （「P
V「QVK） A（「PV「QV「R） （重新升F序）

对比例2.2和例2.4可知，若命题公式4中含有〃个命题变元，且4的主析取范式中含 

有4个小项小1，叫2,…，m（k,则4的主合取范式必含有7-儿个大项。如果命题公式4的 

主析取范式为：2（，]，G，…，4），则4的主合取范式为：

n （0,1,2,1 一 1+ 1,2 T ,，2 + 1，…也-1，原 + 1，…，2n - 1）。

从4的主析取范式求其主合取范式步骤为：

①求出4的主析取范式中未包含小项的下标；

②把①中求出的“下标”写成对应大项；

③将②中得到的大项进行合取，即为4的主合取范式。

例2.5求公式4：（尸丫（。/\尺））一（。/\。八尺）的主合取范式。

解：由例2. 3知，公式4的主析取范式为2（0, 1, 2, 7）,所以4的主合取范式 

为：II （3, 4, 5, 6）。

对于含n个命题变元的公式4,根据主范式（主析取范式、主合取范式）的定义和定 

理，有以下结论：

（1）若力可化为与其等价的含2n个小项的主析取范式，则4为重言式。

（2）若4可化为与其等价的含2n个大项的主合取范式，则4为矛盾式。

（3）若4的主析取范式中至少含有一个小项，或4的主合取范式中最多含有2。-1个 

大项，则A为可满足式。

2.3自然推理系统

逻辑思维的特征是推理和演绎，推理是数理逻辑中主要的研究内容之一。所谓推理是指 

从前提出发推导出结论的思维过程，而数理逻辑中的推理则特指用数学的方法来精确表示这 

个过程。这里，前提被表示成命题，推理所遵从的规则表示为命题等值公式。如何表示推理 
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是正确的呢？我们给出下列定义。

定义2・8设H?,…，儿和C都是命题公式，若对于名,也，…，乩和。中出现 

的命题变元的任意一组赋值，或者/八为八…八必为假，或者当〃iAH2 A…八乩为真时。 

也为真，则称由前提名, %,…，推出结论C的推理是有效的或正确的，并称。是有效 

结论或逻辑结论。

简单地说，从前提出发，根据推理规则得出的结论就是有效的结论，而这个结论是否是 

真实的并不在我们讨论的范围之内。也就是说，我们只关心这个结论是否是从前提推导出来 

的，推导的过程是否遵从推理规则，而不关心得到的结论的含义是什么。下面给出这个定义 

的符号化表示。

定义2.9设%, “2,…，Hn, C是命题公式，当且仅当Hi AH2 A…八乩nC,称。 

是一组前提“1，%，…，％的有效结论，记为修八月2A…八％卜C。

由交换律可知，对乩，儿的任一种排列次序乩―%,…，%存在以下的 

等值关系：A A Hi2 A - A Hin,这表明，前提的排列次序对推理过程没 

有影响。

由蕴涵定义可知，PnQ的充分必要条件是尸-Q是一个重言式，而对于条件联结 

词一来讲，前件与后件的不同取值共可组合出4种情况。仅当尸为T而Q为F时，尸一 

Q为F,即不是重言式。其他3种情况下P-Q的值均为T,即为重言式。所以，只要 

推导中不出现出A%八…八%为T且C为F时，推理就是有效的。由此我们得到定 

理 2.6。

定理2.6 推理/ A H2 A…八Hn \-C是有效推理的充分必要条件是/AH2k…A Hn- 
C为重言式。

证明：必要性 设匕八"2A…A乩推出C的推理正确，即/ AH2A…A乩卜。为有效 

推理，则对于名,也，…，乩和。中所含命题变元的任何一组赋值，不会出现从AH2 A… 
AH,为真而C为假的情况，即在任何赋值下，/ AH2 A…A%―。均为真，匕A H2 A… 
八及-C是重言式。

充分性 若d AH2A…A乩一。为重言式，表明对任何的赋值，该式均为真，这表明 

或者匕AH2 A…A乩为真且C亦为真，或者…A吗为假。故可由H】AH2K…A 
%推出C,即/ AH2 A…A/卜。是有效推理。 证毕

判别有效结论的过程就是论证过程，可采用真值表法、主范式方法和推理法。

1 .真值表法

例2.6若学习了离散数学，则这个问题可以解答；若学习了数据结构，这个问题也可 

以解答，总之只要学习了离散数学或是数据结构，这个问题都可解答。

解：首先将各原子命题符号化。

设P：学习了离散数学；

Q：学习了数据结构；

R：这个问题可以解答。

定义2. 9中前提之间是合取的关系，所以上述语句可以表述如下：

(尸一尺)A(QtR) A(PVQ)nR
列出真值表如表2. 5所示。
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表2・5命题真值表

行号 P Q R P—R Q—R PVQ (尸一充)A(Q-R) A(PVQ)

1 0 0 0 1 1 0 0

2 0 0 1 1 1 0 0

3 0 1 0 1 0 1 0

4 0 1 1 1 1 1 1

5 1 0 0 0 1 1 0

6 1 0 1 1 1 1 1

7 1 1 0 0 0 1 0

8 1 1 1 1 1 1 1

从表2.5中可知，（/>一R）八（。一五）/\（尸丫。）的真值为1时（第4、6、8行），对应的 

A的真值也为1,所以（P-R） A（QfR） A （尸VQ）-R为T,即（尸-R） A （Q一尺）A （pV 

Q）nR。

例2.7判断推理｛p, q-^p\匕是否正确。

解：构造「/\（9f）—9的真值表如表2.6所示。

表2.6 pA (qTp)->g的真值表

p q q—p P A (q—p)

0 0 i 0

0 i 0 0

1 0 i 1

1 1 i 1

从表2.6可知，第3行出现前提为T而结论为F的情况，即推理是不正确的。

2 .主范式方法及等值演算法

例2.8如果今天天气好，我必去爬山；今天天气不好，所以我没去爬山。

解：首先将原子命题符号化。

设P：今天天气好；

Q：我去爬山。

本题要证明的是（P-Q） A「Pn-Q成立,即需证明（（P-Q） A「尸）一「Q为重言式。

接下来进行等值演算。

（（尸―Q） A「P）-「Qo（（「PVQ）
o「（（［PVQ） A「P） V「Q
o（（PA「Q） VP） V「Q
oP V -iQ = Af01 <^>7H00 V V 7Hn =^（0,2,3）

含2〃 =22 =4个小项的主析取范式是重言式，本式得到的是仅含3个小项的主析取范 

式，不是重言式，故（P-Q） A「P=「Q不成立，即「Q不是（尸一Q） A「P的有效推理。

从语义方面来看，“天气好必去爬山”。而“天气不好”的情况并没有指明，所以得不 

出“不去爬山”这个结论。从数学上来看，命题与逆否命题是等价的，命题与否命题不等 
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价。如果命题成立，其逆否命题一定成立，但其否命题不一定成立。

3.推理法

在1.2节中，我们曾经给出常用的命题定律和常用的推理定律表，如表L13和表1.14 
所示。为了今后的推理论证需要，现将常用的等值公式表和蕴涵公式表整理归纳为表2. 7和

表 2.8。

表2.7等值公式表

E1 A i—u4

E2 AABoBAA

e3 AN B oBN A

e4 (AAB) ACoAN(BkC)

e5 (4VB) VC=4V (BVC)

e6 4 A (8VC)o(4AB) V (AAC)

e7 AV (BAC)c(AVB) A(AVC)

e8 —1( A A B)。V -iB

E9 -,(4VB)o-v4 A「8

Eio A 04 V A

Eh A 04 AA

e12 4 V (B八「3)04

e13 4 A

e14 AV (BV「B)oT

Ei5 AA(BA「B)oF

E16 A—»B V B

e17 -n( A—<=>A A -iB

E18 A―>B ―\B—►―\A

E]9 Ht(B—C)o(A AB)-c

E20 A (B->A)

E?i 2 Bq(4AB) V (「A A「B)

E22 -i(4―B) u>4——,8

表2・8推理定律表

Ii 4AB=4

I2 AkBnB

I3 A=>A\JB

I4 BnA7 B

I5 —\A ―»B

I6 B —>B

I7

18 —i(4—>8)n—15
I9 A,BnANB
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(续)

Lo
Li A,A^B =B

112 """, A―>B —iA

113 , A—

114 AV B,AtC,BtC nC

115 4 一 B=(4VC) 一(BVC)

116 A-Bz=>(4AC) —(BAC)

在推理过程中，如果命题变元较多，用真值表法、等值演算法及主范式法等进行推理证 

明都不很方便，因而现在引入构造论证的方法。这种方法所依据的即是表2. 7及表2. 8所列 

的公式。

首先假定已知的前提为真，然后使用推理公式可得到一系列的命题公式，这些命题公式 

或者是已知的前提，或者是由某些前提应用推理规则得到的结论。当得到要求证的结论时， 

推理过程结束。如果得到与待求证的结论相反的结果，则说明原推理是无效的。

常用的推理规则有：

(1)前提引入规则：在证明的任何步骤上，都可以引入前提，简称P规则。

(2)结论引入规则：在证明的任何步骤上，所证明的结论都可作为后续证明的前提, 

称为T规则。

(3)转换规则：在证明的任何步骤上，命题公式中的任何子命题公式都可以用与之等 

值的命题公式置换，如用「PVQ置换P-Q,为此表2. 7及表2. 8的等值及推理公式都可应 

用。它亦记为T规则。

例2. 9 证明：HQ), 「QVR,「R f
证明： (1)「Q7R P规则

(2) Q-R T (1) E16
(3)「R P规则

(4)「Q T (2) (3) I12
(5) HQ) P规则

(6)「6VQ T (5) E8
(7)「P T (4) (6) I10 证毕

推导过程中，每一步都标注出了使用的规则，规则的含义举例如下。

①T (1) E16：在得到的(1)步基础上引用T规则应用公式。

②T (2) (3) 112：在得到的(2) (3)步基础上引用T规则应用小公式。

③P规则：引入前提。

定理2.7若％ AH2A…AZ/.AiC为矛盾式，则/ AH2 A…A久卜C成立。

证明：设S二%A%八…八乩，若SA「C为矛盾式，

为矛盾式o」(「SVC)为F
=「SVC 为 T
oS-C 为 T
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oSn。即S 1-C成立。

定理2.7的含义是，结论的否定可以作为附加前提在推理的过程中被引用。如果能推导 

出F,则表明原来的结论为有效结论。这种将结论的否定式作为附加前提引人并推出矛盾式 

的证明方法称作归谬法。从逻辑上来讲，这类似于反证法，即先否定结论，然后得出矛盾, 

进而说明对结论的否定是不正确的，即结论成立。

例2.10用归谬法证明下面有效推理。

前提：(pAq)f, -irVs, —P

结论：F

证明：(1) q P规则(否定)

(2)「Ns P规则

(3 ) -15 P规则

(4) T T (2) (3) I10
(5) (pAg)f P规则

(6)[(p/\g) T (4) (5) I12
(7 ) -ip V F T (6) E8
(8) p P规则

(9) f T (7) (8) I10
(10) qjq T (1) (9) I9
(ID F

由此得到(((pAg)-r) A(「『Vs) A「sAp)AqnF,所以推理正确。 证毕

如果结论是一个条件式，则可采用下列定理确定的规则进行证明。

定理2.8 若H'KHzN…NH^KRnC,则乩A H2 A…A %二尺一。。

证明略。

定理2.8的含义是指，若Hi，%,…，Hn9 R FC,则外, %，…，Hn 本规

则也称为CP规则。

例2.11用CP规则证明下面有效推理。

前提：(pAq)f, tVp, q
结论：s-r
证明：(1) s

(2) 7Vp
(3) p
(4) q
⑸pAg
(6) (pAq)f
(7) r

由此得到推理是正确的。

CP规则(附加前提)

P规则

T (1) (2) 110
P规则

T (3) (4) 19
P规则

T (5) (6) In
证毕

本章小结

本章介绍了简单合取式、简单析取式、合取范式、析取范式、小项、大项、主范式等概 
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念，要求在领会这些概念的基础上，能够熟练求出所给命题公式的范式及主范式。理解小 

项、大项的性质，并能领会主析取范式与主合取范式之间的关系。

本章的另一个重点是进行命题的有效推理，应熟练掌握进行推理的三种方法，熟记等值 

公式表和蕴涵公式表。

习 题

一、单项选择题

1 .命题公式[(PAQ)tR的主析取范式中含极小项的个数是 o

A. 8 B. 3 C. 5 D. 0
2 .命题公式[(尸-Q)的主析取范式是 o

A. P NQ B. P JQ C. 「尸 AQ D.「PJQ

3 .命题公式「(PtQ)的主合取范式是 o

a. n (o, 1,2)b. n(o, i, 3)c. n(o, 2, 3)d. n(1,2, 3)

二、填空题

1 .命题公式」(PA。)一夫的主合取范式中含极大项的个数是 o

2 .「(PVQ)t (尸八。)的合取范式是 o

三、简答题

1.求 下列各公式的析取范式和合取范式。

(1)「(尸VQ)一(PAQ)；

(2) (P-Q) V。；

(3)(尸-Q) VQAR。

2.求下列各公式的主析取范式和主合取范式，并判断各式类型。

(1) (「P->Q)一(「QVP);
(2)](P—Q) VQAR；

(3) (「PV「Q)t(P-「Q);
(4) PV(「Pt(QV(1Q")));
(5) (PV(QVR))一(PAQAR)。

四、证明

1.使用将公式化为范式的方法证明下列各等价式。

(1) (4—8) A(4tC)o(4t(BAC))；

(2) (4-8)一(4八B) = (4VB)八(B-M)；

(3) PV(P->(尸VQ))=「PV「QV(PAQ)。

2.用推理法证明以下各式成立。

(1) HQ),「QYR,「R 卜」尸；

(2) (PVQ),(PfR),(QT) HVR；

(3)卯tQ 卜JF-(WAQ);
(4) -.W^Q,S-^-.Q^R,R\l S \-W；

(5)[(尸-Q) V(RVS),(PAQ) MVS；
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3.设有下列情况，结论是否有效？

(1)或者是天晴，或者是下雨。

(2)如果是天晴，我去看电影。

(3)如果我去看电影，我就不看书。

结论：如果我在看书，则天在下雨。

4.用CP规则证明以下各式：

(1) 卜4一
(2) 4一E,「尸一(OA「E) H4—(8tF)。

5.证明下列各式：

(1) 4一(5-C)产一(。一。)=>4一(3-初)；

(2)「PY JQY R) ,Q-(R-S) ,P
(3) (PVQ)tR,「SVU,「RVS,U->W,「W=-iPA「Q；

(4) 4一( B A C) , (EiF) , 5一 (4 A[S) =BfE ；

(5) (4 一 5) A(JD)<B-E) A (。一 尸),「(E/\F) ,A-C =M；

(6) A「C,「([4AO)=「O。



第3章谓词逻辑

【学习目标】

i .理解个体词、谓词和量词的概念，理解个体变元的个体域的概念，理解量词的辖域。

2 .熟记常用的谓词演算等值公式和蕴涵式。

3 .能将所给的谓词公式化为等价的前束范式。

4 .掌握谓词演算的推理方法，能进行正确的推理。

【教师导读】

有些自然语言表示的命题中包含了个体及数量方面的信息，例如“有些整数是偶数”。 

第1、2章中介绍的方法表示不了 “有些”这样的含义，因此，本章引入了量词概念。考生 

应深入理解谓词、量词、个体变元等概念，理解量词的辖域，能够使用命题函数表示带个体 

及数量信息的命题。

本章的重点是命题函数、谓词公式、谓词演算的等价式、前束范式变换及谓词演算的推 

理。本章的难点有两个，一是带量词的公式变换，即将公式变换为等价的前束范式。二是能 

够进行正确的谓词演算推理。

【建议学时】6学时。

在命题逻辑的讨论中我们已经知道有些句子有时成真有时成假，例如陈述句“4+y> 
5”对某些4和y的值是真的，对另一些4和y的值是假的。这样的句子并不符合命题的定 

义。再比如，“任何偶数都能被2整除，6是偶数，所以6能被2整除”，这是数学上的真命 

题，同样也不能使用命题逻辑来表明它的推理过程的正确性，这是因为命题逻辑有其固有的 

局限性。本章介绍谓词逻辑，可以进一步对命题逻辑中没有涉及的一些内容进行描述，并介 

绍谓词演算的推理理论。

3.1 谓词的概念与表示

分析句子。大于3”，其中含有两部分，一是句子的主语％,这是一个变量，称为个体 

词；二是谓语部分“大于3”，它表示主语的某一个性质，称为谓词。可以用P(%)来表示句 

子。大于3"，其中P表示的是性质，％表示的是变量。

命题中，个体词是指所研究对象中可以独立存在的具体的或抽象的客体，既可以使 

用变量，也可以代入特定的值。当它表示具体的或特定的客体时称为个体常项，多用小 

写的英文字母b, c,…等来表示；当它表示抽象或泛指的个体时称为个体变项，也称 

个体变元或个体变量，多用小写的英文字母孙九z,…等来表示。个体变项的取值范围 

为个体域，或称论域。论域是个集合，既可以是有穷集合，也可以是无穷集合。包含宇 

宙中所有事物的论域称为全总个体域。如果没有特别指明某个论域，则隐含所指是在全 

总个体域中进行讨论。

例如谓词4表示“是大学生”，功表示“王强”，则“王强是大学生”可表示为4
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O) o

再比如，设3(%,c,y)表示%位于「和y之间”，jn, bj和sh分别表示“济南”、“北 

京”和“上海”，则3(bj,jn,sh)表示语句“济南位于北京和上海之间”。

谓词用来指明个体的性质或个体之间的关系等，常用大写的英文字母尸，Q, R,…来 

表示。表示具体性质或关系的谓词称为谓词常项，表示抽象的或泛指的性质或关系的谓词称 

为谓词变项。例如4(切)和5(bj,jn,sh)等都是谓词常项，因为它们表示的都是具体的事情。

定义3.1由一个谓词、一些个体变量组成的表达式称为谓词变项或命题函数。

命题函数不是命题，只有命题函数中的变元都取为特定具体的个体时，才是确定的命 

题。例如对于命题函数尸(%),当％的值不确定时，尸(％)的值也不能确定，所以它不是命 

题，而仅仅是命题函数。当变量%的值确定下来后，P(%)的真假也能确定下来。例如，P 
(2)为假，而P(20)为真。可以将P(%)理解成谓词P在％的值。单独的个体词和谓词不能 

构成命题，将个体词和谓词分开不是命题。

谓词中的个体变元个数可多可少，例如4(%)表示“,是个大学生”，这里％是论域中的 

变量。又如£(%,y)表示“％小于y”，这里％和y都是论域中的变量。谓词变项中，个体变 

元的数目称为谓词变项的元数。如4(%)为一元谓词，以*y)为二元谓词。一般地，P(孙, 

%2,…,与)为〃元谓词。注意，当〃元谓词中某一个体变项取作常量时，比如衍二此时P 
(0,到/2,…，4—1)为元谓词。通常把不带个体变项的谓词称为0元谓词，例如尸(。)， 

P(a,6,…，d)等都是0元谓词。

例3.1以谓词表达下述命题。

小张年龄超过18岁，身体健康，具有大学本科学历，则他可参加飞行员招录考试。

解：设小张表示为4(“)： ％超过18岁；B(x)： %身体健康；C(x)：与大学毕业； 

E(x)： %参加飞行员考试；

题目所代表的命题为：A(a) /\B(a) AC(a)-^E(a)0
例3.2用0元谓词符号化下列命题。

(1)如果3小于4,且4小于5,则3小于5。

(2)如果某数是有理数，则该数可写成分数。

(3)只有2是素数，4才是素数。

解：(1)设£(%,，)： "小于y,则题目对应的命题为：

£(3,4) A£(4,5)t£(3,5)。

(2)设G(%)： %是有理数，"(%)： %可写成分数，。：某数，则题目对应的命题为： 

G(a)—kH(a)。

(3)设尸(%)： %是素数，则题目对应的命题为：

尸(4)一尸(2)。

注意，(3)中“2是素数”是必要条件，所以该命题不能写成“P(2)tP(4)”。

3.2 量词与合式公式

在命题函数中，当其中出现的所有变量均被赋值后，得到的命题的真值也确定下来。有 

些命题函数中，使得命题为真或为假的变量值并不是唯一的，即变量取不同的值时，得到的
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命题真值是相同的。例如对于例3.2 (1)中定义的L(%,y), “1,2)和L(l,3)都为真，实 

际上，对所有的y>l, 〃l,y)都为真。

如何来表示这种数量关系呢？命题函数中表示数量的词称为量词，可以使用量词来表示 

个体常项与变项之间的数量关系，即对命题函数进行量化。量词分为两种，一是全称量词， 

二是存在量词。

在数学语句中，经常会断定某一性质对变量在某一特定域内的所有值均为真，这一特定 

域即是论域，这样的语句用全称量词表示。

定义3・2尸(动的全称量化是命题“P(”)对％在其论域的所有值为真"。符号V/设) 

表示P(劣)的全称量化，其中V称为全称量词。

V%P(%)也可表示为“对所有％, P(%)”或是“对每个% 日常语言中的“一

切”、“任意的”、“所有”及“凡是”等词，都可对应全称量词。

与之相对的，有时需要表示某一性质对变量在论域内的若干值为真，对其他的值为假, 

这样的语句用存在量词表示。

定义3・3 P(%)的存在量化是命题”论域中存在一个元素％使尸(动为真"。符号五P 
(%)表示P(%)的存在量化，其中三称为存在量词。

力尸(％)也可表示为“有一个％使得P(%)”或是“至少有一个％使得尸(％)”。日常语言 

中的“存在着”、“有一个”、“至少有一个”等词，都可对应存在量词。

假定在变量力的论域中有几个对象，要确定V%P(%)是否为真，可以对％的几个值依次 

查看P(冗)是否总是真。如果遇到论域中的某一个值使P(«)为假，则为假，否则V 
小(%)为真。要确定加P(%)是否为真，则要依次查看％的几个值，查找使P(%)为真的％的 

值。若找到一个，则机P(%)为真，若总也找不到这样的％,则出P(%)为假。

总之，论域中的所有值都使P(%)为真时，V/P(”)才为真；而只需要有一个值使得P 
(乃为真时，祗P(%)即为真。反过来，有一个值使得P(i)为假，V/P(%)即为假；而所有的 

值均使P(%)为假,则作P(%)为假。

例3.3使用量词表示下列命题。

(1)全班同学都已学过微积分课程；

(2)每个自然数都是实数；

(3)论域为正整数，存在其平方大于10的正整数；

(4)有些人可以活过百岁；

(5)每人恰有一个好朋友；

(6)所有阔叶植物是落叶植物；

(7)有的水生动物是肺呼吸的。

解：(1)用尸(④)表示句子。已学过微积分课程”，则(1)可写成这里，论 

域隐含为本班学生。如果论域是全总个体域的话，命题中还要加入本班学生这个谓词，可以 

用S(%)表示句子。是本班学生”，则(1)可写成M%(S(%)一尸(%))。

(2)用M%)表示。是自然数”，用R(%)表示“％是实数”，则(2)可写成▼%(%(%) - 

R⑺)。
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(3)用P(%)表示句子＞10”，则在正整数论域中，(3)可写成玉P(%)；若论域是全 

体数时,(3)也可写成祗(P(%) AZ+(%))。

(4)若论域为人类，用6(%)表示句子。可以活过百岁”，则(4)可写成五6(%)；若论 

域不仅限于人类，用不％)表示句子。是人"，则(4)可写成%(S(%) AG(%))。

(5)用3(%,y)表示句子“y是人的好朋友”。本例要表示“恰有一个"这是“有且仅 

有一个”的意思。则(5)可写成V%力Vz((B(%,y) A(zXy))—「B(*z))。

(6)用网％)表示句子。是阔叶植物"，用GQ)表示句子。是落叶植物”。贝IJ(6)可 

写成＞G(%)) o
(7)用/(%)表示句子。是水生动物”，用G(%)表示句子。是肺呼吸的”。则(7)可 

写成小(尸(%)八G(%))。

在例3.3中，有的命题中需要指明论域，例如S(%)表示论域“本班学生”，N⑺表示 

“自然数”等。这些也是谓词，称为特性谓词。在全称量词中，特性谓词是条件式的前件， 

在存在量词中特性谓词后跟一个合取项。

一般的，在全总个体域中才产生特性谓词。如果事先规定了个体域，则可免去特性谓 

词。一般约定：如果事先没有明确提出个体域，则认为个体域是全总个体域。

例3.4使用自然语言描述命题：祗VyVz((F(*y)八尸(*z) A(y#z))f「尸(y,z)), 
其中尸(0, 6)表示“。和b是朋友”，论域是本校所有学生组成的集合。

解：本命题表示：有一名学生叫 对本校所有学生y和z,若y和z都是％的朋友，且y 
和z不是同一个人，则y和z就不是朋友。换句话说，有一名学生，他的朋友之间都不是 

朋友。

本例中，论域是本校所有学生，所以可以免去特性谓词。

例3・5凡是偶数均能被2整除。

解：用£(%)表示。是偶数”，用G(%)表示。能被2整除”。

则本例可表示为：Vx(E(x)-＞G(%))o
例3.6著名的苏格拉底三段论可叙述如下：

(1)所有的人都是要死的；

(2)因为苏格拉底是人；

(3)所以苏格拉底是要死的。

前两句称为前提，(1)是大前提，(2)是小前提，第三句称为结论。作为一个整体，这 

三句被称为一个论证。试将其符号化为谓词形式。

解：设M(%)：％是人；0(%)： %是要死的；a：苏格拉底。

上述三段论可符号化为：

(1) )；

(2) M(a)；

(3) D(a)。

该三段论可用推理描述为：

前提 V%(M(%)-O(%)),M(a),
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结论 0(。)。

例3.7试将下列句子符号化为谓词形式。

(1)所有狮子都是凶猛的；

(2)有些狮子不喝咖啡；

(3)有些凶猛的动物不喝咖啡。

解：设P(%): %是狮子；Q(%)：力是凶猛的动物；/?(%):%喝咖啡；以所有动物的集 

合为论域。

上述三个句子可符号化为：

(1) V%(P(%)tQ(%))；

(2) 小(P(%) A[R(%))；

(3) 全(。(%) A[R(%))。

注意，第二句不能表示为七(P(%)t[R(%))°P(%)t「R(%)在P(%)不为真时总成立, 

即对于不是狮子的动物总是成立的。因为本例的论域是对所有动物，所以必存在不是狮子的 

动物。同样的原因，第三句也不能表示成外(Q(4)

例3.8使用谓词与量词，将下列语句符号化。

(1)没有最大的实数；

(2)每个实数的平方都不小于0；

解：(1) “没有最大的实数”意味着，对任何一个实数来讲，都存在比它更大的实数。 

设/?(%)： %是实数；Z(%y)： “小于父，贝！|(1)可表示为：

Vx(7?(%)->(3y) (7?(y) AL(x,y))) o
(2)设R(%)： %是实数；人九)：％的平方；S(%y)： %小于% 则(2)可表示为： 

(V%)(R(%)t「S(/(%),0))°

例3.9设论域为实数，。(孙y)表示“％+y=0"，分析下列两个谓词语句的真值。

(l)3y
(2) V% o

解：(1)的含义是：存在一个实数y,对任何的实数力,。(*y)均成立。用自然语言描 

述即是：“存在一个实数，它与任何一个实数相加都等于0"，这显然是不正确的。

(2)的含义是：对任何的实数犯 都存在某个实数九使。(*y)成立。这是真命题。

由这个例子可以看出，量词出现的次序不同，得到的谓词公式的逻辑含义也可能是不 

同的。

由一个谓词及若干个体变量组成的表达式称为原子谓词公式。原子谓词公式可以组成复 

合谓词公式。

定义3.4由一个或几个原子谓词公式以及逻辑联结词组合而成的表达式称为复合谓词 

公式。

复合谓词公式中使用的逻辑联结词包括：「、A、V、一和6，这5个联结词的意义与 

命题演算中的解释相似。

定义3・5谓词演算的合式公式，递归的定义如下：
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(1)原子谓词公式是合式公式。

(2)若4是合式公式，则([4)也是合式公式。

(3)若4和B都是合式公式，则(4AB)、(4VB)、(4-8)和(4-3)也是合式公式。

(4)若4是合式公式，％是4中出现的任何个体变元，贝!J(V%)4和G%)4也是合式公式。

(5)只有经过有限次应用规则(1)〜(4)所得到的符号串才是合式公式。

为了简化表示，约定最外层的括号可以省略。例如，([4)可以写成「4, (4A5)可以 

写成4AB等。但需注意，量词后面若有括号则这个括号不能省略。例如，V%(A(x)->B 

(%))不能写成V%4(%)一伙%)。合式公式4记为Wf£4,合式公式简称为公式。

定义3.6给定谓词合式公式4,其中一部分公式形式为V%以％)或缴5(%),称量词V、 

三后面的“为指导变元，也称为作用变元。称8(%)为相应量词的辖域(或作用域)。在辖域 

中，％的一切出现称为约束出现。在5(%)中除去约束出现的其他变元的出现称为自由出现。

例3.10指出下列各合式公式中的指导变元、量词的辖域、个体变元的自由出现和约 

束出现。

(1)V%(尸(％,y)一夫(％/))；

(2) V%(尸(”)—C(y) )—(4)A£(%,y,z))；

解：(1)量词V中指导变元为% V%的辖域是(P(%y) 一尺(％/))；其中，%为约束出 

现，y和z是自由出现。

(2)公式中含有两个量词，前件中的量词V的指导变元为％其辖域为(尸(％) - G(y)), 
其中％是约束出现，夕是自由出现。后件中的量词三的指导变元为力 其辖域为("(%) A£(%, 
，/)),其中y是约束出现，％和2均为自由出现。

在某个辖域内，某个变量的出现或是约束出现，或是自由出现。但在整个公式中，一个 

变量可能会表现为既是约束出现也是自由出现的情况。例如例3. 10(2)中，变元”在前件中 

是约束出现，在后件中是自由出现。

在谓词合式公式中，一个个体变元既可以是约束出现，又可以是自由出现，这很容易引 

起混淆。为了避免这些不必要的混淆，采用下面两个规则改变命题公式的写法：

(1)约束变元改名规则：将量词辖域中，量词的指导变元及其辖域中该变元的所有约束 

出现均改为本辖域中未曾出现过的个体变元，其余不变。

(2)自由变元代入规则：把公式中的某一自由变元，用该公式中没有出现的个体变元符 

号替代，且要替换该自由变元在公式中的所有出现处。

这两个规则的使用目的，是为了保证个体变元在合式公式中或以约束形式出现，或以自 

由形式出现，不再有混合出现的情况，从而避免了混淆。

例 3.11 对 V%(P(%)-R(%,y))八。(％,,)换名。

解：公式中，V%的作用域是(P(%)fR(%,y)),所以Q(%, y)中的变元，与前面的“不 

是同一个变元，故对％进行改名。两个规则都可使用，例如使用约束变元改名规则，将约束 

变元式改为z,则公式变为：Vz(P(z)-K(z,y)) AQ(*y)。读者可以试着使用自由变元代 

入规则改写该公式。

例 3.12 对公式-3y( V% 士T(%,y,z) V VzU(%,y,z))进行改写。

解：公式中，变元)的作用域是公式的整体，另外两个变元％与z的作用域都只限于量 
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词之后的原子谓词部分。所以需要对4和z进行改名，既可以改前面的变元，也可以改后面 

的变元。例如，修改后面的变元名字，则公式变为：

-)3y( V% BzT(x,y,z) V 3u ,v)) o

3.3 谓词演算的等价式与蕴涵式

有些命题可以有不同的符号化表示，甚至可以使用不同的量词形式。比如，用4(%)表 

示。是人"，8(”)表示。呼吸”，命题“人活着必须有呼吸”可以表示为下面两种形式。

(1) Vx(A(x)->B(%))
(2) AS

量词不仅可以相互替换，有些情况下，还可以消去。当确定论域后V%尸(％)与血P(%)都 

是一个特定的命题,例如论域是 U, 6, c| ,则V/S(%)即是S(a) AS(6) AS(c), 3%S(x) 
即是S(a) VS(6) VS(c)。设论域元素为%, g，…，m，则下列关系式成立。

V%4(%)u>4(Q]) A A(a2) A AA(an),
) VA(a2) V VA(an) o

例3.13如果论域是集合{a, b, c},试消去下面公式中的量词：

(1) V%7?(%)；

(2)才以冗);

(3) V%i?(x) A (力)S(%) o
解:(l)V%R(%)oR(a) AR(6) AR(c)；

(2/评(%)o 尺(a) V R(b) VR(c);
(3)V%R(4)A 为S3)o(R(a) AR(6) AR(c)) A (S(a) VS(6) VS(c))。

在谓词公式中常包含命题变元和个体变元，当个体变元用确定的个体取代，命题变元用 

确定的命题所取代时，就称作对谓词公式赋值(或解释)。

例 3.14 给定论域 O=[2,3], a =2, /(%) x S(%)、G(x, y)及 L(x, y)的定义如下：

/(%)的定义 S(%)的定义

X 2 3

/(x) 3 2

X 2 3

S(%) F T

G(%,y)的定义 L(%,y)的定义

X 2 3

2 T F

3 T F

X 2 3

2 T F

3 F T

在此赋值下，求下列各式的真值。 

(l)Vx(S(x) AG(x,a))； 
(2)3x(S(/(%))AG(x,/(%)))； 
(3) V% 3yL(%,y) o
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解:(l)Vx(S(^) AG(x,a))«(S(2) AG(2,2)) A(S(3) AG(3,2))
= (FAT) A(TAT)=F
(2)3%(S(7(x)) AG(x,/(x)))<=>(S(/(2)) AG(2,/(2)))V(S(/(3)) AG(3,/(3)))
o(S(3) AG(2,3)) V(S(2)/\G(3,2))
o(TAF) V(FAT)-F

(3)Vx 3yL(x,y)»(L(2,2) VL(2,3)) A (A(3,2) VL(3,3))
= (TVF) A(FVT) = (TAT)=T
例3.15计算下式的真值。

Vx(PfQ(x))7R(a),其中 P： 2>1, Q(%)： %W3, /?(%)： %>5, a： 5,且论域为 

「2, 3, 6|o

解：W%(尸一Q(%)) VR(a)o((P-Q( -2)) A(PtQ(3)) A(P->Q(6))) VR(5)
根据已知条件知，P的真值为T,。(-2)的真值为T, Q(3)的真值为T, Q(6)的真值 

为F, K(5)的真值为F,
所以，V%(P-Q(%)) VR(a)o((T—T) A(T->T) A(T-F)) VFoFVFoF。

定义3.7给定任何两个谓词公式Wf£4和WffB,设它们有共同的论域£,若对4和5 

的任一组个体变元进行赋值，所得命题的真值相同，则称谓词公式4和8在E上是等价的, 

并记作4 03。

定义3.8给定任意谓词公式WfM,其论域为E,对于4的所有赋值Wf£4都为真，则 

称Wf必在£上是有效的(或永真的)。如果在所有赋值下Wf£4都为假，则称Wf£4为不可 

满足的。如果至少在一种赋值下为真，则称该WE4为可满足的。

定理L1的结论可以推广到谓词公式中。用谓词演算中的公式，代替命题演算公式中的 

变元，所得的公式即为等价式或蕴涵式。故在表1.13、表1.14、表2.7和表2.8中所列出 

的等价公式和蕴涵式都可推广到谓词演算中使用。

例如，根据幕等律有：404 V4, 使用谓词公式V%P(%)来替代变元4,可
以得到W%P(«)oV%P(%) V V%P(”)及V“P(%)oV%P(4)A V%P(%) o

根据蕴涵等值式有：AtBoMVB,使用谓词公式来替代变元4,谓词公式三 

来替代变元 B9 则有V 3xB{x} 0

定理3.1量词与否定联结词之间有如下关系：

(1 )-iVx^(%)<=>3x「Q(%);
(2)-n3%Q(x)<z>V% "nQ(勿)o

证明：本定理在有限论域。上证明，设论域…

(l)「D%Q(%)o「(Q(%)八。(效)八…AQ(4))
o-q(%)…(效)V …V「Q(an)
<^>3x -iQ(x')

(2)「m%Q(%)o「(Q(%) VQ(g)V …VQ(aQ)

o「Q(%) A-i^(a2)A …A」Q(an)
oV%「Q(%)。 证毕
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表3.1给出谓词演算中的等值式和蕴涵式，读者可以自行证明。

表3.1谓词等值式与蕴涵式

E23 3%( A(x) V B(x)) <^>3xA(x) V BxB(x)

E24 Vx(A(ac) A B(x) )<s>VxA(%) A VxB(x)

E25 -13xA(x)oV% -iA(x)

E26

E27 V%( A V B(x) )=4 V VxB(%)

E28 3x( A A B(x) )<=>A A BxB(x)

E29 3%(A(x) —>B(x) )<^>VxA(x)—

E30 (%) —>3)

E3i oVx(A(%)—>B)

E32 A—►VxB(x)<z>V%(A—>jB( x))

E33 A—>3%B(x)<z>3x(A—)

117 V%A( x) V VxB(x) =>V%( A(x) V 8(%))

【18 3x(4( %) A B(x) )=>3%A(%) A 3xB(x)

119 3xA(%)―=>V%(A(x) —>B(%))

3.4 前束范式

在命题逻辑中，任何公式都可以表示成等值的析取范式或合取范式，特别地，主范式的 

表示还是唯一的。同样谓词公式也有规范的表示形式，称为前束范式。

定义3.9 一个公式，如果量词均在全式的开头，它们的作用域，延伸到整个公式的末 

尾，则该公式称为前束范式。

前束范式的形式为：(Qi匕)(。2y2)…(2匕)儿其中Q(1 WiWrt)是量词，或者是全 

称量词V,或者是存在量词>匕(IWiW/i)是各指导变元，4为不含有量词的谓词公式。

例如Vy V%/( Q(/,y)—>R(z) ) , V% Vy(->P(*y)-Q(y))等都是前束范式。但V%K(%) 
AmyS(%)不是前束范式。

定理3.2任意一个谓词公式，均存在与之等值的前束范式。

证明略。

这个定理称为前束范式的存在定理。一般情况下，前束范式是不唯一的。将一个谓词公 

式变换为前束范式的过程有以下几个步骤：

①对不同辖域的同名变元进行换名(换名规则)；

②利用定理3.1,将否定联结词「深入到命题变元和谓词公式前面(量词转化规则)；

③ 利用等值式V%唯丫5(%))。4丫\/七(%)和《(4/\8(%))04/\泰8(%),将量词移到 

全式最前面(量词前提规则)；

由此，得到与原式等值的前束范式。

例3.16求以下公式的前束范式。

(1) VxP(x) A -iBxQ(x)；
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(2) V%P(%)—►3x^(%)；

(3)( V%P(x) V 3y(2(y) )—>V%A(%) o 
解:(1)V%P(%)A-J%Q(%)

<=>V%尸(％) A-dyQ(y) 换名规则

”尸(%) A Vy「。(丁) 量词转化规则

<=>V%(尸(%) A Vy -iQ(y)) 量词前提规则

<=>V% Vy(尸(%) A -iQ(y)) 量词前提规则

(2) V%P(x)—>3x0(%)
换名规则

<=>3x -iP(%) V 才Q(y) 等值转化规则

o加 力(「P⑷ VQ(y)) 量词前提规则

(3)( VxP(x) V 力。(y) ) —>V%及(%)

<=>( V%P(%) V 力Q(y) )-VzR(n) 换名规则

o-)( V%P(%) V myQ(y)) V VzK(z) 等值转化规则

<=>(3x ->P(%) A Vy -iQ(y) ) V VzR(z) 量词转化规则

<=>3x Vy Vz(-i(P(%) V Q(y)) V R(z)) 量词前提规则

<=>3% Vy Vz( (P(完)V Q(y))-R(z)) 等值转化规则

(3)中，最后两行都是正确的，由此也可说明， 与一个谓词公式等值的前束范式不是

唯一的。

3.5 谓词演算的推理理论

包含量词的命题也可进行推理，这就是谓词演算的推理。命题逻辑中的推理规则依然可 

用于谓词演算的推理中，例如命题演算中的推理规则P、T和CP规则等，都可用在谓词推 

理中。所以谓词演算的推理方法，可以看做是命题演算推理方法的扩展。

另一方面，在谓词推理中，由于量词的存在，所以不能简单地使用命题推理中的规则， 

必须去掉量词才能将命题推理中的等值式和蕴涵式用于谓词推理过程中。所以在某些前提和 

结论中都要考虑量词的限制和影响。为此本节介绍一些关于消去和添加量词的规则。

(1)全称量词消去规则(简记为V-)。

P是谓词，而c是论域中的任意一个个体，如果论域中全部个体都有尸(％),那么对某 

个具体的个体c亦有P(%),即可得到结论P(c)。这条规则可表示为：

V%P(%) 
P(c)

(2)全称量词引入规则(简记为V + )。

如果能够证明对论域中任一个体。谓词P(c)都成立，则可得到V/P(%)为真。这称为全 

称量词引入规则。注意，这里的个体c必须是论域中的任意一个元素，而不能是某个特定的 

元素。这条规则可表示为：

P⑷
V%P(x)
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(3)存在量词消去规则(简记为3-)。

如果已知和尸(％)成立，则在论域中存在一个个体。使得尸(。)为真。这里只知存在个体 

C,但不能选择任意的C,通常并不知道C的具体值。例如和级Q(%)都为真，则对某 

些C和某些d,可以断定P(c) AQ(d)为真，但是不能断定P(c) AQ(C)为真，也不能断定尸 

(d)AQ(d)为真。这条规则可表示为：

3xP{x}
二 P(c)

(4)存在量词引入规则(简记为三+ )。

如果已知论域中某个个体。使得P(c)为真，则可得出表尸(％)为真。这条规则可表 

示为：

P(c)
3xP(x)

例3・17设〃(%)： %是一个人；M(%)： %是要死的；S：苏格拉底。则著名的苏格拉 

底论证可表示为：AH(S) FM(S)0用推理方法证明它的正确性。

证明：(1)V%(H(%)tM(%)) P规则

(2)H(S) 一 M(S) V-(l)
(3)H(S) P规则

(4)M(S) T(2)(3)I 证毕

例3.18证明前提“在本离散数学课上的每个人学过一门计算机课程” 和“李明是本

课上的学生”可得出结论“李明学过一门计算机课程”。

解：设。(％)： %在本离散数学课上； C(x)： %学过一门计算机课程；th： 李明。则前提

可表示为：V%(D(“)-C(%))八。(肌)，结论是C(m)。构造推理证明如下：

(l)V%(Z)(x)—>C(%)) P规则

(2)0(加)-。(加) v-(i)
(3)D(m) P规则

(4)C(m) T(2)(3)I
例 3.19 证明V%(G(%) VQ(%)) |-V%G(x) V3x(2(x)o
证明：(1)-^(VxG(x)V3xQ(x)) 。尸规则(附加前提)

(2)-iVxG(x) A-)3xQ(x) T(1)E
(3) —)VxG( x) T(2"
(4) 3x -1G(x) T⑶E
(5)-3xQ(x) T(2)I
(6) VX -nQ(X) T⑸E
(7)-nG(c) 3-(4)
(8)「Q(c) V-(6)
(9)_1G(c) A「Q(c) T⑺(8)/
(lO)-n(G(c) VQ(c)) T(9)E
(ll)Vx(G(x) VQ(x)) 尸规则

(12)G(c) VQ(c) v-(ii)
(13)^(G(c) VQ(c)) A(G(c)VQ(c)) 7(10)(12)矛盾 证毕
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本章小结

本章介绍了谓词理论，介绍了使用量词及谓词来表示命题的方法，明确给出了谓词公式 

中的各个要素。本章还介绍了量词辖域和前束范式的概念，以及将谓词公式化为等价的前束 

范式的方法。

本章的另一个重要内容是进行谓词演算推理，进行推理的前提是熟记等值公式及蕴涵 

式，并掌握正确的推理方法。

习 题

一、单项选择题

1.设论域元素为6, C,下列选项中，与谓词公式V%R(%)等价的是 O

A. R(g) AR(6) AK(c) B. R(g)AR(6)VR(c)
C. R(a) VR(6) AK(c) D. R(a) R(b) Y R(c)
2 .设论域元素为a, b, c,下列选项中，与谓词公式表R(%)等价的是 o

A. R(a) AR(b) AR(c) B. R( a) A R( b) V R( c)
C. R(a) VR(6) AR(c) D. R(a) Y R(b) ' R(c)
3 .谓词公式V%(/(%) V力S(y))一Q(%)中量词V%的辖域是 o

A. V%(尸(%)V 才S(y)) B.尸(%)

C.(尸(%)V 力S(y)) D. /%)«(%)
4 .谓词公式V%(r(%) V 3y5(y))一。(%)中变元%是。

A.自由变元 B.约束变元

C.既不是自由变元，也不是约束变元 D.既是自由变元又是约束变元

5 .设论域为自然数集，下列选项中，值为真的是 o

A. Vx 3y(% + y = 10) B. By Vx(% +y = 10)
C. V% Vy(% + y = 10) D. 3x 3y(% + y = 10)
二、填空题

1 .谓词公式V%( c(%) V力T(y) )f Q(%)中变元y是。

2 .「(\/”(%4)丫三%(%,,))对应的前束范式是 o

三、简答题

1 .用谓词表达式写出下列命题。

(1)小张不是研究生；

(2)若皿是奇数，则2m是偶数；

(3)那位戴眼镜穿西装的大学生在看一本英文杂志。

2 .指出下列公式中的约束变元和自由变元，并指明量词的辖域。

(l)3x(F(%) AS(%))-Vy(M(y)一卯(y))；

(2)才(M(y) A「卯(y));
(3)3x Vy(F(x,y) AS(z))；

(4) V% 力(F(%,z)—Q(y) )fS(%,y) o
3.在下列各公式中，对约束变元进行换名，对自由变元进行代入。
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(1)3%(F(%) AS(%,y))—>Vy(M(%,7)-> 17(y))；

(2) Vx 才(尸(*z)—Q(y) )—S(%,y) o
4.设解释/如下：论域 O=[2,3}, f(2) =3, /(3) =2, F(2,2) =0,尸(2,3) =0, 

(3,2) =1, F(3,3) =l0试求出下列公式在/下的真值。

(l)F(2,/(2)) AF(3,/(3))；

(2) V% 3yF(y,x)；

(3) V% 3yF(x,y)；

(4) Vx Vy(F(*y)一厂(/(%) ,/(y))) o
5.把 以下各式化为前束范式。

(1) V%(P(%)->3y(2(%,y))；

(2)3x(-,(3yP(%,y) )->(3z(？(z)->??(%) )) o
6.在一阶逻辑中，将下列命题符号化，并且要求只能使用全称量词。

(1)没有人长着绿色头发；

(2)有的上海市民没有去过东方明珠塔。

7.在一阶逻辑中，将下列命题符号化，并且要求只能使用存在量词。

(1)没有人长着绿色头发；

(2)有的上海市民没有去过东方明珠塔。

四、证明

1.用推理规则证明下式：

前提：(一)(5(%) AS(%))f(Vy)(M(y)T/(y)),(力)(M(y) A「卬(y))
结论：(二)(尸(冗))。

2.用推理规则证明下式：

前提:三”(％)一(Vy)((&y) VG(y))fR(y)), 3%F(%)
结论：BxR(x) o

3.构造以下的推理证明。

(1)有理数都是实数，有的有理数是整数，因此有的实数是整数；

(2) (3%)A(x)—►( V%)B(%)卜(V%) (4(%)->3(%))；

(3) ( V%) (4(%) 一 8(%)) , (V%)(C(%)—►-iB(x)) p( V%) (C(%)—►-iA(x)) o



第4章集 台

【学习目标】

1 .领会集合的概念，熟练掌握集合的表示方法。

2 .正确理解子集、真子集和氟集等概念。

3 .能够判别集合之间的关系，如包含、相等。

4 .能够正确进行集合之间的求并、交、补、差及集合的赛集的运算。

5 .能采用描述法、图示法表示集合。

6 .能运用集合的运算定律进行集合恒等式的证明。

7 .掌握有序对、集合的笛卡儿积的概念。

【教师导读】

集合是本章最重要的概念，有序对及笛卡儿积是第5章内容的基础。这些内容都要求学 

生必须全面掌握。

要求考生基本概念清楚，能判别集合之间的各种关系；能正确进行集合之间的运算，掌 

握证明集合恒等式的方法并进行证明。

本章的重点是集合的表示及运算，有序对及笛卡儿积的概念，集合恒等式的证明。

本章的难点是集合恒等式的证明。

【建议学时】6学时。

集合是数学中最基本的概念之一，是具有某种特定性质的事物的总体。专门研究集合的 

理论叫做集合论。本章我们将介绍集合的基本概念和主要运算。

4.1集合的基本概念

4 .1.1集合的概念

集合是最基本的离散结构。到目前为止，集合都没有一个严格、精确的定义，教科书中 

往往都是给出描述性的解释，但这并不妨碍集合是近现代数学中许多分支的基础。一般来 

说，集合包含一组可区分的对象，把这些对象汇集到一起组成一个整体就称作集合，简称为 

集。这些对象称为集合的元素或成员。集合常常用S、4、8等符号来表示，也可以由字母 

加下标来表示，如S］、4等。若要表示集合中的元素，则通常使用大括号将集合中的元素 

括起来，且元素之间用逗号分隔。

例如，全体中国人组成集合加，某所学校里所有学生组成集合S2,所有的偶数组成集 

合S3,宇宙中所有的星球组成集合S4等。甚至我们还可以说，上面所说的这四个集合组成 

集合§5,含所有奇数的集合与100以内的素数组成集合$6。

上面所举的例子中，体现了集合的几个特点。S］与§2是由有限个元素组成的，称为有 

限集或有穷集。而S3是由无穷个元素组成的，称为无限集或无穷集。按照人们目前的认知 
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水平，认为宇宙是无边际的，其中的星球数是无穷多的，所以S,也看成是无穷集。§5是由 

集合构成的集合，所以它的元素又是集合。§6中的元素不是相同类型的，既有集合，又有素 

数。可见，集合中的元素可以是任意类型的，而且并不要求所有元素的类型是相同的。集合 

中的元素具有唯一性，也就是说，集合中不存在相等的元素。此外，集合中元素之间的次序 

并不重要。

定义4・1若元素。是集合4中的元素，则称。属于4,记为aB,否则称a不属于4, 
记为。任4。

例如，4 gS3 , 5史S3,地球£§4。

定义4.2设4、8是任意两个集合，称这两个集合是相等的，当且仅当它们含有相同 

的元素。集合4与8相等记为4=3,集合4与5不相等记为

集合中可以包含任意多个元素，甚至是0个元素。集合4中的元素个数称为集合的基数 

或势，表示为141。有限集的基数为自然数。如果一个无限集合可以跟自然数集合形成一 

一对应，则称其为可数无限集，反之称为不可数集合。例如，整数集合是可数的，而实数集 

合是不可数的。

定义4.3 不包含任何元素的集合称为空集，记为。或｛ L空集的基数为0,即 

101=0。

4 .1.2集合的表示法

集合的表示法主要有以下一些。

1 .列举法

将集合中的元素一一列举出来，并用大括号括起全部元素，元素之间以逗号作分隔。当 

集合中元素个数过多时，限于篇幅的原因，在不产生歧义的情况下，可以使用省略号来表示 

未列出的元素。

例4.1用列举法表示的几个集合。

解:某大学中各个系组成的集合A =(数学系，物理系,化学系，生物系，计算机系,中文系｝。 

一星期的各天组成的集合B =[星期一，星期二，星期三，星期四，星期五，星期六，星期 

日｝。

自然数中所有3的倍数组成的集合｛0,3,6,9,…,3"，…、

由4、8及E组成的集合S“1数学系，物理系，…，中文系)，｛星期一，星期二，…，星期 

日[ "0,3,6,9,…，3%…｝'注意ISI=3,它不同于由4、8及£的元素组成的集合。

2 .描述法

使用谓词来刻画集合元素的性质。谓词既可以使用自然语言，也可以使用形式语言。这 

种描述方式中，集合的表示格式为：S=\x\P(x)\o它表示的含义是：当P(b)为真时，b 
是S的元素。

例4.2用描述法表示的几个集合。

解：4二是北京人｝。

42 = 3%是偶数｝。

4 - 3%为小于500的奇数｝。

例4.3设5= [1,2,3,4,5,6,7,8,9],列出下列谓词确定的集合中的元素。
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(1)?=1% | 且％是偶数};

(2) % = 且%是平方数};

(3 ) 53 = {%|%£S 且％22% + 1］；

(4) B4 = jx|%eS.0.(% mod 3) =0 } o
解：(1) B1 = {2,4,6,8|；

(2) B2 = (1,4,9}；

(3) B3 = {2,3,4,5,6,7,8,91；

(4) B4 = {3,6,9JO
3.图示法

用封闭曲线表示集合及其关系，封闭曲线内的点表示集合的元素，这种图称为文氏图 

(Venn Diagram) o文氏图较为直观地描述了集合之间的关系，但一般不作为证明和计算的依 

据。一般地，使用圆或椭圆来代表集合概念，圆内的点表示集合内的元素，圆外的点表示不 

属于该集合的元素。最外面使用一个矩形框代表我们所讨论的论域。有时，使用阴影表示某 

个区域内的所有元素。

例如图4.1中表示了两个集合4和3。

当我们关注集合中元素的具体值时，多使用列举法或是叙述 

法来表示，为的是能够精确给出元素的值。当仅关注集合间的关 

系时，多使用图示法表示。一个集合的表示方法不是唯一的。

有一些常用的数集，往往使用特定的符号表示它们，将这些 

数集及代表的符号列在表4.1中。

表4.1常用数集及代表的特号

符号 数集 符号 数集 符号 数集 符号 数集

N 自然数集 C 复数集 Z 整数集 Q. 负有理数集

Q 有理数集 R 实数集 Z + 正整数集 Q + 正有理数集

例 4.4 {afd,a,d,b9a,c9b,c,c\ = { a,b,c,d\ , {2,5,7( = )7,5 ,2| o
定义4・4设4、3是任意两个集合，若4的每一个元素都属于8,则称4为B的子集, 

也称8包含4或4包含在3内。记作4 qB或8 34。

根据子集的定义，显然有特别地，任一集合4都是自身的子 

集,BPAo40
对任意集合4、B、C,必有

例4・5设为、Si和S?如前面例子中所定义的，则&是Si的子集，41qSi；假设S2中 

所有学生都是中国籍的，则52是S］的子集，S2aSlo但4和S2之间互相不是对方的子集。

定理4・1任意两个集合力和3, 4 =3的充分必要条件是两个集合互为子集。

证明：必要性 若4:3,由集合相等的定义可知4和8含有相同的元素，所以若％B 
必有％ 63,即4q3；同样若有％ gB,必有4e4,即3qA。

、充分性 已知且8=4,若4声3,表明力和5含有不完全相同的元素，即至少有 

一个元素不同时属于集合4和8。设该元素为。，或者a e4但。任3,或者a wB但a任4。前 

者表明A不是5的子集，与4=8矛盾；后者表明5不是4的子集，与B 矛盾。假设不
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成立，故4二心 证毕

定义4.5如果集合4的每一个元素都属于3,但集合8中至少有一个元素不属于4 
则称4为3的真子集，记作4u3或8n4。

例如，［*6} ,对于有理数集Q及实数集R,有Q uR。如在例4.5
中，4金。

空集的子集只有一个，即它本身，0G0。而0U0不成立。

定理4.2对于任意集合4,必有014。

证明：假设空集0不是4的子集，则至少有一个元素%使得% £0且“如。而空集中不 

含有任何元素，所以不存在这样的元素％。故0是4的子集。 证毕

推论4.1空集是唯一的。 

证明：假设有必和。2，由定理4.2必有0g02, 02G0，再由定理4.1,可知01=0 
20 证毕

定义4.6设4为任意集合，以4的子集为元素所组成的集合，称为集合4的募集，记 

为次(4)。

例 4. 6 A = \ a9b ,c\ ,求夕(4)。

解：^(A) = j0,|aj ,{6( Jcj Ja,c} ,\a,b,c\ (0
例 4.7 设 G= ，求 7(C)。

解：^(G) = {0,{0|,|a( | J0,a( J a, )6} ( ,{0,{6) J J0,aj6j Ho
定理4.3若4是具有〃个元素的有限集，则4的募集野(4)有2n个元素。

证明：使用归纳法证明。

归纳基础：n=0,空集的子集还是空集，而空集具有唯一性，故基集是只含一个空集 

的集合。命题成立。

归纳假设：九二儿时，即…，。一［,次(4)有/个元素。

当鹿二人+ 1时，设4二{。。，。一做，…,以一1，。/。夕(4)是由4的子集构成的集合，将这 

些子集分为两类U和兀U中的子集均不含元素%, U中的子集均含元素效。

显然，由归纳假设可知U的个数为力。将元素以加入到U中的每个集合中，即得到V 

的各个集合。故P的个数亦为升。此时4的所有子集个数为2"+2左=2"］。命题得证。

定义4.7在一定范围内，如果所有集合均为某一集合的子集，则称该集合为全集。全 

集一般记为E。

全集概念相当于论域，例如考虑某大学的系或班级的学生时，该大学的全体学生组成了 

全集。

4.2集合的运算

4. 2.1集合的基本运算

集合的基本运算包括交、并、补和差。

定义4・8设任意两个集合4和丛 由集合A和8的所有共同元素组成的集合S,称为 

4和5的交集，记为4 n及S=AQB = {x\(x eA) ^(X 9如图4. 2中阴影部分所示。
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图4.3 S =AUB

4nB中的元素既属于4又属于3。例如，现以4表示懂英语的人组成的集合，以8表 

示懂德语的人组成的集合，则既懂英语又懂德语的人组成的集合即是4G5。

若两个集合的交集为空集，称两个集合不相交。画文氏图时，表示集合的两个圆没有重 

叠部分，如图4.1所示。

集合交集的定义可以推广到多个集合，设A29 4n为任意几个集合，则〃个集

合的交 S 定义为：S=AlQA2n-QAn = r)AlO
i = 1

定义4・9设任意两个集合4和8,所有属于4或属于5的元素组成的集合S称为4和 

8的并集，记作4UB。S=AuB=j%l(%eA)V(%GB)},如图4.3中阴影部分所示。

4U3中的元素要么属于4,要么属于5,当然也可能既属于4又属于5。仍以之前懂外 

语的情景为例，懂英语或懂德语的人组成的集合即是这个集合中的人至少懂得英语 

或德语中的一门。更确切地说，有些人仅会说英语，有些人仅会说德语，有些人既懂英语又 

懂德语。这三部分人都属于4U8。

集合并集的定义也可以推广到多个集合，设A2, (为任意〃个集合，则几个

集合的并S定义为：S=A1UA2U-UAn = UAio
1 = 1

定义4.10设任意两个集合4和5,由属于4但不属于8的所有元素组成的集合S,称 

为4与8的差集，也称为5对于4的补集，或相对补，记作=e4A% 
任3},如图4. 4中阴影部分所示。

E

图 4.4 S=A-B

仍以之前懂外语的情景为例，仅懂英语的人组成的集合即是4 - 8。仅懂德语的人组成 

的集合是一般来讲，这些人不会是同一群人，即

定凶4・11设后为全集，对任一集合4,关于E的补E-4,称为集合4的绝对补，记作:

或彳。= 即所有不属于4的元素组成~4,如图4-5所示。

由定义可知，~~4=4, 4U~4=E, 40~4二0。

例 4.8 已知 E ={a,b,c,d,e} , X= {a,b,c\ , Y= \a,c,d\0 求 X P V、XUY, X - V、 

F-X、~X、~丫和刀的塞集)(X)。

解：xnv =1a,c};
XU K = { a,b,c9d\ ；
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x-y=｛片；

r-x= \d\ ；

~X 二｛ d,e｝；

- K = |6,e| o
x 的募集 (X) = [ 09\a \ 9\b\ ,\c\ \ 9｛a9c\ 9｛b,c \ ,\a,b9c\ \ o
由计算结果也可验证，X-Y^Y-XO
定理4.4设4、8为任意两个集合，则下列关系式成立。

(1) A-B=AQ 〜8；

(2) A-B=A-(AAB)O
证明：(1) A-B=AQ ~B
Vx

x eA - B <=>% e4 A %eB
<=>% sA f\ x w ~ B
0% 04 rl ~ 8

综上，A — B = A D ~ B°
(2) A-B=A- (APB)
V%

x eA - B u>% eA f\x 史B
o% gA Ax ^AC\B
<=>% eA - (AQB)

综上，A-B=A-(AQB)O 证毕

推论4.2 对于两个有限集4和5, \AUB\ = \A\ + IBI - IAnBI0
证明：给定两个有限集4和8,基数MU3I为4U3中元素的个数。4 U 3中的元素可 

分为以下互不相交的三类：

①仅属于4不属于8的元素，即中的元素；

②仅属于B不属于4的元素，即8-4中的元素；

③既属于4又属于3的元素，即力AB中的元素。

由 4-8二4一(4G5),得到 141 = 14-51 + I4ASI, IBI = \B-A\ + IAABI,贝！f
IAUBI = IA-BI + IB-AI + lAClBI = IAI + IBI - IAnBlo 证毕

4.2.2集合运算的恒等式

集合运算有以下恒等式，其中4、B、C代表任意集合。如表4.2所示。

表4・2集合运算的恒等式

算律名称 公 式 编 号

嘉等律

4cA =A 1

A\jA - A 2

结合律
(AriB) nc = An(Bnc) 3

(AUB) UC=AU(BUC) 4
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（续）

算律名称 公 式 编 号

交换律
ADB=Br}A 5

AUB = B{JA 6

分配律
xn(Buc)= (AnB) u(4nc) 7

au(bac)=(Aufi)n(AuO 8

包含律

ADB o4 9

AC\BqB 10

A q4 U B 11

B o4UB 12

同一律
AC\E - A 13

AU0=A 14

零律
4n0 = 0 15

AUE = E 16

排中律 A U ~ A = E 17

矛盾律 An -a = 0 18

吸收律
AQ (AUB) = A 19

AU (A D B) = A 20

德摩根律

A-(BUC) = (A -B) n(A -C) 21

A-(BQC) =(A-B)U(A-C) 22

~ (AUB) = ~AC ~B 23

~ (A Cl B) = ~ A U ~ B 24

-0=E 25

~E = 0 26

双重否定律 ~ (〜4) = A 27

下面选择表4. 2中几个有代表性的恒等公式进行证明。

(1) (AnB)nc=An(Bnc)；

(2) (AUB)UC=AU(BUC)；

(3) AA (BUG) =(4nB)U(AnC)；

(4) AU(BnC) =(AuB)n(AuC)；

(5) An(AUB) =A；

(6) AU(AnB) =4；

(7) ~ (AUB) = ~4C ~B；

(8) — (A0B) = ~A U ~B；

(9) A-(BUC) =(A-B)Cl(A-C)；

(10) A-(BAC) =(/l-B)U(A-C)o
证明：(1) (4G5) nC=4G(5GC)
V%
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x g(AQB) Cl C o% gA Ax eB Ax eC
<=>% gA Ax wB AC 
o% eA n(B n C) 

综上，(4G8) CCMG(BCC)。

(2) (AUB) UC=AU(BUC)
Vx

4 g( A U B) U C o% eAuB\J x eC
<:>x gA V x eB\/ x gC 
o% gA V x gB U C 
<=>% gA U (B U C) 

综上，(AUB) UC=AU(BUC)O 
(3) AP(BUC) =(AAB)U(AAC) 
V%

x eA 0 (B U C) o% gA A x eB U C 
o% eA A (x gB Vx gC) 
<=>(% gA A % gB) V (% gA A % eC) 
o% e4 r15 V % eA Cl C 
o/ g(AAB) u(Anc)

综上，AA(BUC) =(AnB) U(AAC)0
(4) AU(BAC) =(AuB)n(AuC)
V%

x eAu (B C\ C) <=>% e4V% g(B Cl C)
< =>% 04 V (% eB A % eC)
< =>(% g4 V % gB) A (% eA V x eC)
< =>% eAu B f\x gA U C
< =>x g(A U B) 0 (A U C)

综上，4U(3GC) =(AUB)n(AuC)o
(5) An(AUB) =4
Vx

x gA n (A U B) o4 gA A % eA U B
<=>% e4

综上，An(AUB) =AO
(6) AU(AQB) =A
V%

x gAU (A 0B)<=>% gA Vx eX AB
<=>% gA V (% gA A % gB)
0" gA

综上,4U(4GB) =AO
(7) ~(AUB) = -AD ~B
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V%
%g~(AUB)<=>% 任4U5

<=>x e4 A 4 任B
<=>x e - A Ax e 〜B
<=>x e - A Cl 〜B

综上，~ (A U B) = ~ 4 G ~ B0
(8) ~(4c3) = ~ A U ~ B
V%

x g ~ ( A Cl B) <z>x ^AQB
0%区4 V笈M
<=>x g - A V x w 〜B
=% g ~ A U ~ B

综上，~ (A QB) = ~ A U ~ Bo
(9) A-(BUC) = (A -B) n(A -C)
左二4-(5uC) =AQ ~(BUC)

=AQ ~8G 〜C
= (A-B)Q(A-C)
=(An ~B) G (4A ~C)
=An 〜5rl 〜c

综上，A-(BUC) =(A-B)n(A-C)o
(10) A-(BAC) =(A-B)U(A-C)
左=4_(BGC)

=AA 〜(8AC)
=A n ( ~ B U ~ C)

右二 (4-B)U(4_C)
=(An ~b)u (An ~c)

=An ( -BU ~ C)
综上，A-(BnC) =(A-B)U(A-C)o 证毕

证明集合恒等式的方法有两种，一是证明等式左、右两边所代表的集合含有完全相同的 

元素，如上面证明中，前8个等式的证明方法。二是根据已经证明的等式进行变形，如上面 

证明中后两个等式的证明方法。

定义4.12设4、8为任意两个集合，4和5的对称差为集合S,其元素或属于4,或 

属于' 但不能既属于4,又属于B,记作4㊉8。

5=4 ㊉ 5 = {xl(% eA\/ x gB) A(冗任 4 GB)]
=\x\x e(4 -B)M x g(B - A) ( o

定理4.5设任意集合4、B、C,则有以下性质：

(1) 4 ㊉8 =5 ㊉4；

(2) 4 ㊉0=4；

(3) 4 ㊉4 = 0；
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(4) = -B)U( ~4c8)；

(5) (4 ㊉8)㊉C=4 ㊉(8 ㊉。)。

证明略。

此外，还有下列关系式成立：

= (An 〜B)U(Bn -a)u(aab)； 
AU8 = (4 ㊉5) U(AAB)o 

证明略。

4.3有序对与笛卡儿积

4.3.1有序对

与集合中元素的无序性不同，有些事物之间的次序是重要的。例如北京的地理位置为北 

纬39度，东经116度，可以简略表示为(39, 116)。这里，括号中前一个元素表示纬度， 

后一个元素表示经度，两个元素的次序是不能颠倒的。

定义4.13由两个元素％和y (允许,二y)按一定顺序排列成的二元组称为一个有序 

对或序偶，记作＜%〃＞或(％y),其中％是该有序对的第一元素，y是该有序对的第二 

元素。

之所以称为有序对，是因为有序对中的两个元素的次序是重要的，一般情况下不能对 

换。因此，当为 Wy 时，＜x9y＞ # ＜y,x ＞ 0
定义4.14 两个有序对相等，= ,当且仅当/=〃且y = o。

例如：。代表人名，6代表手机号码，则有序对＜。，6 ＞就代表通讯录中的一条记录。a 
代表课程名，6代表分数，则有序对为某位同学大学成绩单中的一条记录。

有序对的概念可以推广到多元的情形。

(1)三元有序组可以表示为＜ ＜%,y〉，z＞；任给两个三元有序组＜%,,/＞ 

和 当且仅当 ＜%,y＞ = ＜〃，0＞且2=切时，＜%,y,Z ＞ = ＜UfV9W ＞ o

(2)八元有序组 ＜盯，32,…，%—1，%n ＞可表示为＜ ，%2,…，%兀.1 ＞，%n ＞，其中 ＜ 与， 
%2，-1 ＞是几T元有序组。任给两个n元有序组 ＜ 与，町，…，0 ＞ 和 ＜ 力，力，…，% ＞， 

当且仅当＜ “1 ,%2，…，稣-1 ＞ = ＜力，力，…，＞且与二九时，＜ 阳，町，…，％兀＞ =＜ Ji , 

父2,…，% ＞ o

多元有序组也可简称为多元组。可以看出，几元有序组是基于九-1元有序组的定义给 

出的，这是一个递归的概念。

4. 3.2笛卡儿积

有序对＜%,y＞中的两个元素可以分别属于不同的集合，由此可以定义一种称作笛卡儿 

积的有序对集合。

定义4・15 设4、3为集合。用4中元素%为第一元素，8中元素y为第二元素构成有 

序对，所有这样的有序对组成的集合叫做4和8的笛卡儿积，记作4x8。笛卡儿积也称为 

直积。
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笛卡儿积的符号化表示为4 xB = { <%,7> lx eAAy o

例 4・9 A= (0,1,2( , B=\a,b\ ,求 4x8 和 3x4。

解：根据笛卡儿积的定义，4中的元素作为有序对的第一元素，5中的元素作为有序对 

的第二元素，集合中的所有元素都要出现在这样的组合中。

A xB = { <0 ,a > , <0,6 > , < 1 ,a > , < 1 ,6 > , <2,a > , <2,b > | , 
同理有 B xA = \ < a,0 > , < a, 1 > , < a,2 > , < 6,0 > , <6,1 > , < 6,2 > ( 0 
例4.10令4表示某大学所有学生的集合，8表示该大学所开设的所有课程的集合。 

则4 x5代表什么？

解：4xB由形如<a,6 >的所有有序二元组构成，其中。表示一名学生，6表示一门课 

程，集合4x3表示该校学生选课的所有可能情况。

笛卡儿积运算具有以下性质：

(1)对任意集合 4, 4x0=0, 0x4 = 0；

(2)笛卡儿积不满足交换律，即当0A4X3时，AxBWBxA；

(3)笛卡儿积不满足结合律，即当4#0八3片0人。片0时，(4x8) xCR4x(3xC)。

实际上,A x (B x C) = | < a, < b ,c > > I ( a gA ) A ( <6,c>w3xC)|,而(4x8) x C = 
j < <a,b > ,c> I ( < a,b > eA x B) A(c gC )|o 例如，设A ={0,1,2}, B = \ a,b \ 9 C = 

{ + },则

(4x5) x C = | < <0,a > , + > , < <0,6〉，+ > , < < 1 ,a > , + > , < < 1,6 > , + > , < 
< 2, a > , + > , < <2,6 >, + > | ,而 4x(5xC) = { <0, <a, + > > , <0, < 6, + > > , < 1, 
<a, + > > , <1, <b, + > > , <2, < a, + > > , <2, <b, + > > } o 因为 < <0,a > , + > # 
<0, <a, + > >,所以这两个集合所含的元素是不同的。两个集合不相等，故笛卡儿积不 

满足结合律。

定理4.6若集合4有血个元素，集合B有几个元素，则4x5有m*几个元素。

证明：设4二{。0，的，。2,…，。加-1 }，8={ M ，“，…，6-1 }。根据定义可知，4x8的 

元素如下所示：

< O0 ,60 > f <，M >，…，am -1 >^0 >
(。。，匕 > , < 旬，，>，…，<am_x ,/>! >

,与一1 > ,…，<。呀1，勾-1 >
其中，每一行中有6个元素，共有九行，所以元素个数为加*几个。 证毕

\AxB\ = IAI x 131称为笛卡儿积的基数。

定理4.7设4、B、C为任意三个集合，则有：

(1) Ax(BuC) =(AxB)U(AxC)；

(2) Ax(BnC) =(AxB)n(AxC)；

(3) (AUB) xC = (AxC)U(BxC)；

(4) (AQB) xC = (AxC)n(BxC)0
证明：(1) Ax(BuC) =(AxB)U(AxC)
任取<x9y>



77

<%,y>GAx(BU C)<z>x eA /\y eB\jC 
o% gA A (y gB Vy gC) 
o(% gA Ay gB V (% gA Ay gC) 
<=><%,y>eAxBV <x,y > gA x C 
=< > g(A x B) U (A x C)

故4 x (BUC) = (A xB) U (A xC)0 
(2) Ax(BAC) =(AxB)n(AxC) 
任取<%,y >

<%,y > g4 x (B A C) =% gA Ay gB0 C
<=>% gA A y gB A y gC
<=><%,/> eAxBA < %, y > gA x C 
=<x,y > e(A 义 B) A (A x C) 

故 4x(BCiC) =(AxB)n(AxC)0 
(3) (AUB) xC = (AxC) U(BxC) 
任取<x,y>

<x9y > g( A UB) x C =% eAUB Ay gC
=(% eAM x eB) Ay gC
=(" eA Ay gC) V (% gB Ay eC)
<=> <%,y> gA xCV < x 9y > eB x C
=<x ,y > e( A x C) U (B x C)

故(4UN) xC = (AxC)U(BxC)0
(4) (ADB) xC = (AxC)n(i?xC)
任取<x,y>

<x,y > g( A OB) x C <=>% gA DB Ay gC
<=>(% g4 Ax eB) Ay gC
<=> <x ,y > eA xCA < x > eB x C
=<x,y > g(A x C) Cl (B x C)

故(4CB) xC = (AxC)n(BxC)0 证毕

定理4.8 设4、B、C、。为四个非空集合，则4 xB qC xO的充分条件为4 qC 
且 8 CDO

证明：

必要性设AxBqCx。，任给y eB
< x, y>eAxB=><%, y > gC x Z) 

o% gC A y gZ) 
故有4 qC且Bq。。

充分性设且BqO,任给<%, y>
<%, y > eA xB <=>% eA/\y eB

<=>% eCAy gZ) 
=<%, y>eCxD
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故有AxBqCxO。 证毕

可以扩展笛卡儿积的定义，约定：

(1) A.। xA,2 X/I3 ~ (4] x42) x43
(2) Ax xA2 x A3 xA4 = (Aj xA2 xA3) xA4 = ( (Aj xA2) x43) xA4

(3) 一般地 4 xA2 x …xAn = (Ai xA2 x xAn_J xAn

={ <% ,。2,…，册 > I(%e4i)A (a2 gA2 ) A A (aneAn) } o
A xL x・・・x4.是〃元有序组构成的集合。如果每个集合& (lw，W〃)都是有限集, 

则4 x42 x- 的基数是％ I x x…x 14.1。特别地，下列等式成立：

A x A =A2 9
A x A xA = A3,

4 x4 x ••• xA (71 个)=4"。

当4是有限集时，IAnl = IAI%

本章小结

本章介绍了集合论中最基本的部分，这是下一章内容的基础。

集合是数学中最基本的概念之一，它没有严格的定义，但却贯穿离散数学的始终。集合 

论是离散数学中最重要的组成部分之一。

如何表示一个集合，以及如何在集合之上进行运算是本章的重点。要熟记集合运算的恒 

等式，掌握证明恒等式的方法，在此基础上，能够进行相关的证明。

习 题

一、单项选择题

1.设4 = {4,6,8},下列选项中4的真子集是—o
A. {2,6} B. )4,6( C. {4,6,8} D. 12,4,6}
2. 下列选项中，包含元素2的集合是一______ 0

A. B. {{2},{2,{2}((
C. D. {2,⑵}
3. 下列选项中，能够成为某集合的募集的是一0

A. 0 B.
C. (0,UU0,a| 1 D. \ \0\ Aa\ ,\b\ y\a,b\\
4. 设集合4有版个元素，集合B有n 个元素，4x8的元素个数是_o

A. m B. n C. m + n D. m xn
5.设x为本校二年级全体学生的集合，y为选修离散数学的全体学生的集合。则本校 

二年级没有选修离散数学的学生集合是—0

A. X-Y B. XUY C. XQY D. Y-X
6.设4-8=[1,5,7,8}, B -A = j2,10i , 4G8 =[3,6,9},则集合 4 的元素个数

是—o
A. 4 B. 5 C. 6 D. 7
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7 .下列选项正确的是—o
A. {4} %} B. ) %} g|%|
C. (%( g)x, \y\ } D. \x\^\x,\y\ }
8 .设4={1,2,4}, B=(l,3,i2}),下列选项正确的是 o

A. {2}曰 B. )2) eB C. 0eA D. )2( cB
9 .设4“0}, B=^(A),下列选项正确的是—o
A. B. {0| gAJ0)cB
C. ! {0} }eB,{ {0} D. |0(gAJ {0}
10.设4= ",{6}},下列选项正确的是 o
A. {"% 史(4),{。七次(4) B. { UHe^(A)J{aH^(A)
C. \a\^^,\\b\ )c^(A) D. (a(e^(4)J(6}}e^(A)
11.下列集合中，不是可数无限集的是—O
A.实数集R B.正偶数集 C.自然数集N D.奇数集

12.下列集合中，是有限集的是—o

A.所有3的倍数组成的集合 B. 10000以内所有3的倍数组成的集合

C.正偶数组成的集合 D.负偶数组成的集合

二、填空题

1 .小于20的正奇数组成的集合是 o
2 .设4= {1,2,3,4,5} , 5= {0,3,7},则 3-4 是 。

三、简答题

1 .写出下列集合的表示式并列出集合的成员。

(1)所有为3的倍数的正整数组成的集合；

(2)小于100的素数组成的集合；

(3)能被5整除的整数集。

2 .设某集合有101个元素，回答下列各问。

(1)可构成的子集个数是多少？

(2)元素个数为奇数的子集有多少个？

(3)是否有含102个元素的子集？

3 .针对下列给定的集合4和3,分别求4U3、AQB. 4-3、见4)和4x8。

(1) 4=11,2,3,4,5}, 5= (0,3,7} (2) 4 = (0,1,2,3(, 5= (2,3,4)
4.设 4-5二 ”,5,7,8} , B-A = {2,10}, 4n5 ={3,6,9},求集合 4 和 8。

5.设4={0,1}, 5= {1,2},列出以下集合的成员。

(1) A x (1( xB； (2) A2 xB； (3) (BxA)2o

四、证明

1 .设4、B、C为集合，且BqCo证明：AcCo
2 .设4、B、C为集合,证明下列命题。

(1) (AUB)^(AUBUC)； (2) (Anfin C)c(AAB)；

(3) (A-B) -Co4-C； (4) (A-C)n(C-B) =0；

(5) A-B=AQ -B； (6) (A-B) -C = (A-C) -(B-C)；
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(7) (4 -B) -C=4-(BUC)O
3 .证明：

(1)对一切集合X,若有XUF = X,则V = 0；

(2)对所有集合4、4和C,有：(4nB)UC=4G(BUC),当且仅当Cq4。

4 .证明对任意集合4、B和C,有：

(1)若 4n8=4AC, -AQB= -AQC,贝!]B=C；

(2)若(4nC)q(BnC), (4G ~C)q(Bn ~C),贝(M 口。

5 .证明若xxy=yxz,且x#。，则 y=z。

6 .证明奇自然数集合是可数的。



第5章关系与函数

【学习目标】

1 .理解关系的定义。

2 .掌握关系的三种表示方法：集合表示法、矩阵表示法和关系图表示法。

3 .领会集合A上关系的性质，能判别关系的性质。

4 .能正确进行关系的常规运算，能正确计算所给关系的逆关系及复合关系。

5 .掌握函数、函数的定义域和值域。

6 .领会单射、满射和双射的定义，理解反函数的定义。

7 .理解复合函数的定义和复合函数的性质。

8 .领会等价关系、相容关系及序关系。

【教师导读】

要求准确理解关系、逆关系、复合关系的概念，掌握关系的性质。要求正确求出给定关 

系的逆关系和复合关系，能正确运用关系的三种表示方法来表示关系。要求能够正确判别某 

个关系是否是等价关系，是否是相容关系，是否是偏序关系。领会关系矩阵，并能从关系矩 

阵验证关系的性质。对已知的偏序关系，能画出对应的哈斯图，从哈斯图中计算偏序集中的 

特殊元素。

准确理解函数、单射、满射和双射的概念，掌握对其进行判别的方法并能进行正确的判 

别。熟练掌握求复合函数的方法。

【建议学时】14学时。

“关系” 一词在日常生活中经常使用，比如上下级关系、亲属关系、同学关系、大于等 

于关系等。关系是集合元素之间存在的某种关联性，这些元素可能同属于一个集合，也可能 

分属于不同的集合。本章我们介绍关系的概念及关系的运算，此外，还将介绍一些非常特殊 

而重要的关系。

5.1关系及关系的性质

5.1.1关系的定义及表示

我们使用二元组来描述笛卡儿积，实际上，关系也可用二元组来描述。

定义5.1设4、3是任意两个集合，4x5的子集R称为从4到8的二元关系，简称为 

关系。特别地，当4 =5时，称R为4上的关系。如果＜%, wR,可记为称％与y 
有关系R；如果＜%, y＞隹R,则记为次y,称％与y没有关系火。

显然4到3的二元关系，也是有序对的集合，但它与笛卡儿积是不同的。关系可能仅 

在两个集合的部分元素之间有定义，没有定义的元素之间不存在关系。而笛卡儿积是两个集 

合全部元素之间都有定义。
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二元关系中，有几个特殊的关系，分别是空关系、全域关系及恒等关系。

定义5.2对任意的集合4,称%“ <x,y>\x^AKy^A\ =4 x 4为4上的全域关系或 

全关系，称““ 川为4上的恒等关系。对于任何集合4,若A上的关系k二0,
称为4上的空关系。

例 5.1 4 二10, 1, 2},求 乙 和

解：&={ <0,0 > , <0,1 > , < 0,2 > , < 1,0 > , <1,1 > , < 1,2 > , <2,0 > , <2,1 > , 
<2,2> (。

IA = { <0,0 > , < 1,1 > , <2,2 > } o
例5.2设4 = [1,2,3,4},下面各式定义的R都是4上的关系，分别列出A的元素。

(1) R=\ 是y的整数倍数};

(2) R = \ <%,y > I (% -y)2 eA)；

(3)尺={<%,>、> I%/y 是素数};

(4) R = { <x,y > \x^y\ o
解：(1) /? = { <4,4 > , <4,2 > , <4,1 > , <3,3 > , <3,1 > , <2,2 > , <2,1 > , <1,1 > ) 0
(2) R = j <2,1 > , < 3,2 > , <4,3 > , <3,1 > , <4,2 > , <2,4 > , < 1,3 > , < 3,4 > , 

<2,3 > , <1,2> }o
(3) R=\ <2,1>,<3,1>,<4,2>[O
(4) = { <4,3>, <4,2>, <4,1 >, <3,4>, <3,2>, <3,1 > , <2,4>,

<2,3 > , <2,1 > , < 1,4 > , < 1,3 > , < 1,2 > ( 0
例5.3设4:] -2,0,3,61,求4上的小于等于关系L%和4上的整除关系〃。

解:小于等于关系定义为：£项=] <%y> 八4Wy},贝(1
LEa = { < -2, -2 > , < - 2,0 > , < - 2,3 > , < -2,6 > , <0,0 > , <0,3 > , < 0,6 > , 

<3,3 > , <3,6 > , <6,6 > \ o

整除关系定义为：Da = ( <%,y> IxeAAyeAA y/x e Z| ,贝(j
Da = | < -2, -2 > , < -2,0 > , < -2,6>,<3,0>,<3,3>,<3,6>,<6,0>,<6,6>|o
定义5.3设R是集合4上的二元关系，

(1)尺中所有有序对的第一元素构成的集合称为尺的定义域，记为domR,表示为 

domR = { % I 3y( <x9y > e/?)};
(2)尺中所有有序对的第二元素构成的集合称为尺的值域，记为ranR, 

ranR = j y I 3x( <x,y > e 7?) };
(3) R的定义域和值域的并集称为R的域，记为fldR=domRUranR。

例如，设 X={o,6,c,d}, Y= 51,2,3,4,5) ,/= | <a,l>,<6,3>,<e,4>, <J,4>), 
IB!| dom/'= \a,b,cfd\ , ranf= 11,3,4) o

例5.4求例5. 3中各关系的定义域、值域及域。

解：对于小于等于关系LE[：

domR = { - 2,0,3 ,6 ),
ranR = j -2,0,3 ,6 },
fldR ={ -2,0,3,6( o
对于整除关系Da,
domR = | -2,3,6},
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ran/? = ( - 2 ,0,3 ,61 ,
fld/?= { -2,0,3,6| o
表示关系时，除了列出有序对的集合外，还可以使用关系矩阵和关系图。

设给定两个有限集合{叼，/2,…，％3 , 丫=1力，力，R为x到y的一个二元 

关系，称矩阵“夫="〃，'.为对应于R的关系矩阵，其中

直观地说，当元素看与力有关系时，关系矩阵的，行j列处的值是1；当元素利与力没 

有关系时，关系矩阵的，行j列处的值是0。若夫是含几个元素的集合4上的关系，则关系 

矩阵为“X几的方阵。关系矩阵也称为布尔矩阵。关系矩阵中，值为1的元素个数与尺中所 

含的有序对的个数相等。

例5.5 设4 = { -2,0,3,6},试以关系矩阵来表示L岛和。从。

解：LEa的关系矩阵如下：

(\

MlEa
0
0

1 1 1\
1 1 1
0 1 1
0 0 1,

Da的关系矩阵如下:

/lion
0 0 0 0

md =
Da 0 111

.0 10 1,

根据关系夫中各二元组的值可以构造关系矩阵，反过来，给出关系矩阵，我们也可以 

确定关系R中的二元组。

例5.6设工={3声2，叼［，丫={，1，力，不，%，，5］。根据所给的关系矩阵确认关系R中 

的二元组。

(0 1 0 0 0、

% = 1 0 1 1 0
J 0 1 0 "

解：根据关系矩阵Mr,可知

R = I ＜盯，丁2 ＞，＜%2，力 ＞，＜盯，力 ＞，＜%2，% ＞ ,＜43，力 ＞，＜%3，力 ＞，＜%3，力 ＞ }。

关系图是一种比较直观的表示方法。

设集合x= g,町，…到丫二出，兀，…，％}的二元关系为R,在平面上作出两组顶 

点，其中一组顶点对应X中的元素，另一组顶点对应y中的元素，两组顶点分别记作知， 

町，…，％m和九，”，…，%。如果盯Ry八则自顶点航至顶点力画一条有向边(带方向的 

线段)，边上的方向由孙指向力；如果看女不，则孙与力间没有边相连，由此得到R的关系 

图。图5.1是一个关系图的示意图。由关系图的表示方法可知，若R中含有1个有序对，则 
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关系图中恰有，个有向边。

若夫是X上的关系，则关系图中只需画出X中的m个顶点即可。画关系图时，各顶点 

的位置、次序是不重要的，连线的长短只与顶点间的距离有关，并不代表任何含义。为了直 

观起见，如果R是x到y的二元关系，则尽量将x中的顶点与y中的顶点分开一些，如图 

5.1中所示。如果R是单个集合x上的二元关系，则各顶点的位置可以是任意的。

例5.7设4“ -2,0,3,61,试画出的关系图。

解：因为EE。是4上的关系，故只需画出4中的4个顶点即可。以由看到町的有向边 

来表示%盘失，以由看到自身的有向边来表示/的关系图如图5. 2所示。

图5.1关系图的示意图 图5.2 的关系图

5.1.2关系的性质

定义5.4设R是集合4上的二元关系，

(1)如果对\/。£儿 必有。氏。，则称关系R在4上是自反的；

(2)如果对Vaw4,必有。贫。，则称关系R在4上是反自反的；

(3)对Va, b^A,若aRb必有bRa,则称关系R在4上是对称的；

(4)对Vg, 若aRb且bRa必有a=b,则称关系衣在4上是反对称的；

(5)对Vg, b, ceA,若aRb且bRc必有aRc,则称关系R在4上是传递的。

反对称关系也可以表示为：若aRb且必有6〃心

设有关系R,判别式的自反性和反自反性非常简单，只需针对集合4中的所有元素冗, 

判别尺中是否包含了形如的二元组。若全包含，则R为自反的；若全没有包含，则 

K为反自反的；若一部分存在，一部分不存在，则R既不是自反的，也不是反自反的。

判定关系不满足自反性和反自反性的条件是：若三与仁人 满足任此 则尺不是 

自反的；若满足＜%,%＞£尺，则我不是反自反的。

定义5. 4也可以用谓词逻辑来表示。比如：V%, yeA,满足＜%y ＞ £尺一 ＜y/＞ w尺,则 

K是对称的；满足(＞ wR) A ＞任A,则尺是反对称的。

根据条件式的定义，当前件为假时，命题为真，即对于V% xeA,若不 

论二元组 ＜九%＞是否属于R,命题＜%y＞ £r一＜夕,%＞ eR均为真。所以判别对称性时, 

不必考虑不属于R的二元组y＞的情况，只需针对R中的任一二元组来判定＜y, 
%＞是否属于R即可。若三cR,满足(＜%,y＞sA)八(＜y,%＞ eR)为假，这说 

明＜y,”＞任R,则R不是对称的。注意，不是对称的并不意味着是反对称的。

与此类似的，表示反对称的条件式中，当前件为假时，命题也为真。所以只需针对V%, 
yeAf考虑属于尺且二个元素不相等的二元组＜%y＞,看看＜y,%＞仁K是否成立。若 
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且％Ry, W <y,x > e/?,则R不是反对称的。

判定关系不满足对称性和反对称性的条件是：若三%/eA, <x9y> eRA <y,x>年 

K,则R不是对称的；若m”，y eA /\x^y, <x,y > eRK <y,x > eR,则R不是反对称的。

总之，V%, ye4,针对我中的任一二元组<%,y〉(％片夕)，判别二元组对<%y>与 

<义,%>是否同时存在。若同时存在，则R为对称的；若不同时存在，则R为反对称的；若 

有些二元组对同时存在，有些不同时存在，则夫既不是对称的，也不是反对称的。

例5.8判定整数集Z上的小于等于关系LEa满足什么性质。

解：对V%eZ,均有4W%,即％比从明故乙斗是自反的。

考查Z上的两个元素5与6,满足<5,6>巳£&,但<6,5>0上乙，可知LE从不是对称 

的。对于Z上的任意两个元素叫 yeZ,若<%,y> eLEa .S <y,x> eLEA9必有％ =y,故 

lea是反对称的。

z上的任意三个元素%, y, Z,若<%,>>仁LEa且<y, z > w LEA ,贝1且yWz,可 

得%Wz,即<%, z > e LEa ,故是传递的。

综上所述，小于等于关系LE%是自反的、反对称的及传递的。

类似地，整数集Z上的等于关系感满足自反性、对称性及传递性。而小于关系％不 

是自反的，但它是反对称的及传递的。

例 5・9 设X = [1,2,3] , & = { <1,2 > , <2,2 > } , 2 = 1 <1,2 > } , & = { <1,2 > , 
<2,3>, <1,3 > , <2,1 > (o判定片,七和尺3分别满足什么性质。

解：因为<1, 1 >不属于%、色和耳，所以三个关系都不是自反的。

<2, 2> e%,所以％不是反自反的。而之和&是反自反的。

&、尺2和也都不是对称的。显然%和电是反对称的。

而对于灭3，<1, 2>和<2, 1>都属于故它不是反对称的。

可以验证&和色是传递的。

<1, 2>《心且<2, 1 > £(，但<1, 1 >乃&，故它不是传递的。

关系的性质还可以通过关系矩阵和关系图给予验证。

(1)若关系尺是自反的，当且仅当在关系矩阵中，对角线上的所有元素都是1,在关系 

图上每个顶点都有到自身的有向边。

(2)若关系R是反自反的，当且仅当关系矩阵对角线上的元素皆为0,关系图上每个顶 

点都没有到自身的有向边。

(3)若关系尺是对称的，当且仅当关系矩阵是对称矩阵，且在关系图上，任何两个顶 

点间若存在有向边，必是成对出现。

(4)若关系R是反对称的，当且仅当关系矩阵中厂4* % =0(，#/),即以主对角线为对 

称的两个元素不能同时为1,在关系图上两个不同顶点间的有向边，均不会成对出现。

自反性与反自反性不是非此即彼的，一个关系R不是自反的，并不说明它一定就是反 

自反的，反之亦然。关系R可能既不是自反的，也不是反自反的。在关系R的关系矩阵中， 

对角线上的元素部分为1、部分为。时，夫既不是自反的也不是反自反的。

类似地，对称性与反对称性也不是非此即彼的。一个关系不满足对称性，并不代表它一 

定满足反对称性。反之亦然。即一个关系可能既不是对称的，也不是反对称的。

我们将常见的几个关系的性质总结在表5. 1中。
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表5.1常见关系的性质

关系 自反性 反自反性 对称性 反对称性 传递性

全域关系E V 7 V
恒等关系/ V V V V
空关系0 V V V V

小于等于关系LEa V V 7
小于关系la V V V
整除关系 V V V

5.2关系的运算

5. 2.1关系的常规运算

关系是由二元组构成的集合，所以对集合的运算可以应用在关系上。

定理5.1若Z和S是从集合X到F的两个关系，则Z、S的并、交、补、差仍是X到 

F的关系。

证明：从集合X到F的两个关系Z、S的并、交、差分别表示为：ZUS、ZGS和Z-

S, S的补表示为

因为 ZUXxF, SQXxY,贝！iZuSCXxY, ZQSQXxY, S = (X xY - S) CX xY, Z-

S=ZQSQXxYo
故结论得证。 证毕

定义5.5设R是从X到丫的二元关系，如将尺中每一个二元组中的元素顺序互换，所 

得到的集合称为R的逆关系，简称为尺的逆，记作或R%即={ I 
eR\o

例 5.10 (1,23,4} , Y= \a,b,c\ , R=\ <l,a> , <2,6> , <4,0 },求充一'

解：R~x = \ <a,l>,<6,2>,<c,4>io
定理5.2设R、尺］、也都是从4到8的二元关系，则下列各式成立。

(1) (RT)T=R;
(2) (%0%)一;灯七与，

(3)

(4) (PL =小

(5) (4 xB) -1 =B xA；

(6) (%-&)-:五「-尺27；

(7)若R】C七，则灯匕叫,

(8) domR -1 = rani?；

(9) rani? -1 = doml?o
证明：(1) (RT)T =R

V <a,6 >
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<a,b>£（RT） t = <b,a>
<^> < a,b > eR 

故（R-i）-二R。

（2） （4日殳）-1 =R「U&t

V <a,b >
<a,6>£（R]UR2）-i=<6,a> 困 U/?2

<=> < 6 ,a > eRr V <b ,a> eR2

a <a,b > Y <a9b > eRj 

=< a, b > eR~1 U7?2-1

故（R1U&）t =R「UR2，

（3） （^n^）-1 =R^nR；1

V < a,6 >
<afb> w（& nl?2） -1<z> <b9a> e% Ca

=<bfa> eRi A <b,a> eR2

=<a,b〉wRrA <a,b > ]

<^> <a,b > wR J G

故（&0&） -1 mRJcat。

（4）（我）t =铲工

V <a, b >

<a, b>e（我）"o<6, a > eR
0 <b, a > 史R
<z> < a, b > 任R t

=<a, b > eR^

故（亮）T二正t
（5） （4x3） t =5x4
V < a,6 >

<a,b > e（4xB） < b fa > eA x B
<=><a,6>eBxA

故（4x3） t =5x4。

（6） （& ; -R2T
V < a ,6 >

<a,b > &（Ri -R2） <^> <b 9a > eRr - R2
=<b,a> eR、A <b,a> ^R2
<=> <a,b > eR~1 A <a,b > 隹Rj

<=> <a,b> - Rj

故（Ri-&）t=rJ-rJ。
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(7)若则RjqR2T

V < a,6 >
<a,b > gRJo <b,a > eR1

n < 6,a > 6A2
O <a,b > eR~ 1

故(7)得证。

(8) domR ~1 = ranR

\/x

x edomR -1<2>3y( <x,y > g!?"1)

=X <y,x > eR)

O% Gran/?

故 domR _1 = ranR o

(9) rani? -1 = domR

Vy

y eranT? ~1 o3x( < % ,y > el? -1)

<=>3%( <y,x> wR)

Oy edom/?

故 ranR ~1 = domR。 证毕

5. 2.2复合关系

定义5.6设夫为4到8的关系，5为8到C的关系，则aS称为R和S的复合关系, 

表示为：RoS = ( <x9y > I 3^( <%,t > eR A <t,y > e5) } o
上面这样定义的复合关系称为右复合，它表示运算次序为从左至右，即先进行尺运算, 

再进行S运算。类似地还可定义左复合&S,它表示运算次序为从右至左，先进行S运算, 

再进行R运算，表示为：&S={ <x,y> 13^(<… eSA <t9y>eR)\o本书中不特别指明 

的情况下，使用右复合定义。

定义中，隐含着还需要满足如下的关系：％ Ay eBAewC。因为满足了 这

个条件，就意味着也满足了4 e4八y cB；同样的，<父,£ > eS这个条件也意味着y wB A力£ 

C,所以定义中不需要再强调了。

例 5・11 设 4={p,g,r,s}, B=[a,b] , C= {1,2,3,4),从 4 到 5 的关系 凡 及从 3 到 

C 的关系 & 如下：& = | <p,a > , <p9b > , < q,b > 9 <r,a > , <5,a>), R2 = { < a, 1 > , 
<a,2>, <6,4>),求从4到。的复合关系。

解：从 4 到 C 的复合关系 = | <p,l >, <p,2 > , <p,4>, <q,4> , <r,l > , <r,2>,
<5,1 > , <5,2 > } o

复合关系可以扩展，并满足结合律。

定理5.3设F是X到F的关系，G是F到Z的关系，H是Z到卯的关系，则

(1)(尸。G)。" 二产。(G。”)；
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(2) (F。。)t =G-1°F-1O
证明：(1)(尸。6)。"二尸。(6。”)

V <x,w >
<x,w > w(5。C)。// <=>3z( <x9z > eF°G A <z,w > eH)

o3z( 3y( <x,y > eF A <y9z > eG) A <z,w > wH)
3y( <x,y > gF A <y,z > gG A <z,w > cH)

< =>3y( <%,y > gF A 3z( <y,z > gG A <z,w> eH))
< =>3y( <x,y > eF /\ <y,w > eG°H)
< z> < %, w > eF°( GoH)

故(FoG)oH = F«G。!!)。

(2)(歹。G) t =G3尸i
V < x ,z >

<x ,z > g( F°G)T = < z,x > g( F°G)
o3y( <z,y > gF A <y,x > gG)
0方(<y,z > eF_1 A <%,y > gG-1 )
<=>3y( <%,y > gG _1 A <y,z > gF-1 )
<=> < %,z > gG ~loF -1

故(》C) t =G3F - i。 证毕

但复合运算不满足交换律，一般来说周。&#尺2。&。

因为关系的复合运算满足结合律，故可以使用递归来定义关系的基。

定义5.7 设R是集合4上的关系，幕肥(几= 1,2,…)递归地定义为Ri =R, Rn = 
RLloR。

具体来说，RoR, RoRoR,…,RoR。…。R "个)可分别记作 片，公，其中 

Rn =Rn-loR9 Rn -1 =Rn-2oR^ R3 =r2°r, r2 =RoRq

例 5.12 设R = { <1,1>,<2,1>,<3,2>,<4,3>},求幕 RR, n=2,3,…。

解：由已知 <1,1>,<2,1>,<3,2>,<4,3>],得到

R2 = RoR = { <1,1 > , <2,1 > , <3,1 > , <4,2 > ),
R3 = RoRoR = j <1,1 > , <2,1 > , <3,1 > , <4,1 > | ,
R4 = RoRoRoR = j <1,1 > , <2,1 > , <3,1 > , <4,1 > }二炉，

对任意的n24,均有=R\

5. 2.3关系矩阵的布尔运算

已知关系R的关系矩阵为MR9则逆关系R -的关系矩阵为“区的转置矩阵M；。

关系矩阵可以表示关系，同样的，关系的运算也可以通过矩阵的布尔运算体现出来。布 

尔运算的定义为：

0V0=0, 0V1 =1, 1 VO =1, 1 VI =1,
0A0=0, 0A1 =0, 1 AO =0, 1 Al =lo
假设集合4含有〃个元素，4上的关系&和此分别由矩阵和表示，则%和冬
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的并& U%的关系矩阵M&u%、&和％的交&门色的关系矩阵M&u%分别定义如下: 

M/?i 皿1'J]二 M& [，J] V Mr? [ i J]

即 a] UR2 = Mri V M?2，C/?2 = M& A Mr? O

例5.13设集合4上的关系R】和a的关系矩阵如下：

(\ o n <1 0 n

My 1 0 0 ，mr2 = 0 1 1

<0 1 o； J 。o>

求RL、&口尺2的关系矩阵。

解：

（\ 0
m&u%=m&v%2= 1 1

111

n p 0

1，M&c% = A M% =。。
oj 10。

n
0 

o>
定理 5.4 设 A ={% ,%，…，G/J，5=出血，…4} , C = { Ci ,c2 , ••• ,cr} o 从A 到 b 

的关系&的关系矩阵M%=（叼）是mxn阶矩阵，从5到C的关系/的关系矩阵“电二 

（九）是2xr阶矩阵，那么％与此的复合关系%。%是从4到。的关系，其关系矩阵

MrnR2 = 5）是znxr阶矩阵，其中勾二工（/4 Ay何），i = 1 ,2,♦・・，m,j = 1 ,2,…，r。证明略。

由定理5.4知，求两个关系&与七的复合关系为。a的关系矩阵，实际上是求两个关 

系矩阵的布尔乘法。矩阵的布尔乘法与普通的矩阵乘法的计算过程是一样的，只是使用合取 

替代普通的乘法，使用析取替代普通的加法。

例5.14求例5.13中所给的心与之的复合关系&。尺2的关系矩阵M号*。

解：

(\ 0 n p 0 n
MR1OR2 - M% • Mr?= 1 0 0 • 0 1 1

<0 1" J 。0J
MA1V0A0V1Al 1A0V0A1VI AO 1 AlV0A1VIA0A 

=1 AlV0A0V0A1 1A0V0A1V0A0 1 AlV0A1V0A0 
k0AlVIA0V0A1 0A0V1AlV0A0 0A1VI AlVOAO, 

p 0 n 
= 10 1

<0 1 b
例5・15给定集合4二11,2,3,4,5 },在集合4上定义两种关系：

R = ( <2,1>, <4,3>, <3,2 >,<5,1 >} ,S=| <2,4>,<5,2>,<1,3>,<3,1>|, 
求：&S 和 S。/?。

解：
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＜5,1 ＞} o

” 0 0 0 0) (0 0 1 0 0) ,0 0 0 0 0)
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 10 0

Mros = 0 10 0 0 • 1 0 0 0 0 = 0 0 0 1 0
0 0 10 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

J 0 0 0 0； 10 1 0 0 0, k0 0 1 0 0,
(0 0 1 0 0、 (0 0 0 0 0) (0 1 0 0 0)

0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 10 0
Ms。/?二 1 0 0 0 0 • 0 10 0 0 = 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0
10 1 0 0 0, 0 0 0 0； <1 0 0 0 0；

所以，关系 <2,3 > , < 3 ,4 > , <4,1 > , <5,3 > ) , SoR = \ <1,2:> ,<2,3 >

5. 2.4关系的闭包

关系的某些性质非常有用，例如自反性、对称性及传递性。但任给一个关系R,都不能 

保证K一定具有这些性质。在R中添加新的二元组形成新的关系兄，可能会使充具有自反 

性、对称性及传递性，比如，将R扩展为全关系E。但这样得到的新关系变得太大，添加的 

某些二元组是没有意义的，所以是不必要的。我们的目标是，仅添加必要的二元组，使得新 

关系具有我们想要的性质。得到的新关系称为原关系的闭包。

定义5.8设R是非空集合4上的二元关系，若关系R满足下列条件：

(1) ?是自反的(对称的或传递的)；

(2) RqR;
(3)对于月上的任何包含尺的自反的(对称的或传递的)美系R〃,有尺七肥； 

称K'为我的自反(对称或传递)闭包，记作MK)(式夫)或“R))。

那么如何得到关系R的闭包呢？先看自反闭包。为使新关系P具有自反性，根据自反 

性的定义可知，对,日，必有故只需在尺中添加所有的夫中没有的二元组 

＞即可得到自反闭包。

构造对称闭包的方法是，查看R中任意的二元组如果 ＜打%＞ 任工则需要将 

＜九%＞加入R中，即保证衣中的二元组都是成对出现的，有。,y＞就必有 ＜九％＞。

最后再看传递闭包，它的构造需要一个迭代过程。对于R中的任意两个二元组＜%,＞＞、 

＜y,z＞ ,如果＜%*＞法,则在R中添加＜%/＞。如果本轮中新增加了二元组，则需要再 

对K中所有二元组进行检查，并添加必要的二元组。当本轮检查中没有增加任何二元组时， 

检查结束，得到的即是原关系的传递闭包。可以证明这个过程不会无限的进行下去，本书忽 

略此证明。

由此，得到下列定理。

定理5.5设R为非空有穷集合4上的二元关系，贝!j
(1) r(7?) =RUIA；

(2) s(R) =RURT;
(3) t(R) =RUR2U-UR\其中几是集合4中的元素的数目。
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证明略。

例 5.16 设\ a, b, c 9 d] , R = | < a, 6 > , < b ,a > , < b 9c > , < c, d > \ ,求 r(K)、 

s(R)和 MR)。

解：r(R) =R\JIa = ) <a9b > , <b,a > , <b,c > , <c,d > } U \ <a,a > , <b,b > , <c,c > , <d,d > ] 
={ <a,a> , <a,b > , <b ,a > , <6,6 > , <b ,c> , <c9c > , <c9d > , <d,d > }

s(R)=RUR-i = { <a,b > , <b,a> , <b> , <c9d > \ U { <b,a> , <a,b > , <c,b > , <d9c > }
=| <a,b > , <6,a > , <b,c > , <c,b > , <c,d> , <J,c > }

为计算“R),需先分别计算夫2、夫3和R4。

R2 = { < a ,a > , < a ,c > , <b,b>,<b,d>\,
尺3 = { < a,b > , <a ,d > , <b ,a > , <b 9c > [,
R4 = j <a ,a> , <a,c > , < b ,b > , <b 9d > },
i(7?) U ••• ) <a,6>, <b,a> f <b,c> , <c,d> ) U{ <a,a > , <a,c > , <6,

6 > , < > [ U j <a,6>, <a,d > , <b,a > , <6,c>} U ( <a,a> , <a,c> , <b,b > , <b,d> }
={ <a,a> , <a,b > , <a,c > , <a,d > , <b,a > , <b ,b > , <b ,c > , 

< b,d > , < c,d > }
例5.17 对例5. 16中的集合4和关系R,画出r(R)、s(R)和“R)的关系图。

解：例5.16中已经求出了 R的3个闭包，可以直接画出它们的关系图。也可以在不求 

闭包的情况下，根据R的关系图直接画出闭包的关系图。

先画出火的关系图，如图5.3所示。

在R的关系图C的每个顶点上加上一条到自身的有向边，即得r(R)的关系图G。如图 

5. 4所示。

图5.3 £的关系图 图5.4 r(R)的关系图C]

在C中，对每条有向边，如果其反向边不存在，则添加这样的边，其余不变，由此得 

到s(K)的关系图G2。如图5. 5所示。

关于传递闭包，检查C的每个顶点叫把从％出发长度不超过。(几是图中顶点个数) 

的所有路径终点都找到，如果％到这样的终点没有边，就加上此边。具体到图G,从。出 

发,可以到达。、b、°、d,而图G中仅有从。到b的边，其余均没有，所以添加从。到a、 

从a到。和从。到d的边。从6出发，可以到达。、b、。和d,需要添加从6到6和6到d的 

边。从。出发，仅能到达乙 而此边已存在，不需要添加新的边。由此得到力(火)的关系图 

。3,如图5. 6所示。

图5.5 s(R)的关系图 图5.6 MR)的关系图G3

例5・18 对例5. 16中的集合4和关系&求出r(K)、s(R)和MR)的关系矩阵。
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解：根据定理5.4可知，各闭包的关系矩阵如下:

(1)/(尺)

(2) s(R)= KURT;
(3) £(/?) =RuR2U-URn,其中「是集合4中的元素的数目。

根据已知条件，得到R的关系矩阵如下:

Mr 二

ro
1
0

1
0
0
0

0
1
0
0

0A
0
1

自反闭包的关系矩阵如下：

ro 1 0 0) ri 0 0 0) rl 1 0 0\
1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0

监(£)二 Mr V MIa = 0 0 0 1
V

0 0 1 0
zz

0 0 1 1
0 0 0 0 b <0 0 0 b

对称闭包的关系矩阵如下:

ro 1 0 0 ro 1 0 0 、 ro 1 0 0>
i 0 1 0 i 0 0 0 1 0 1 0

"s(R)= Mr V MR- =
0 0 0 1

V

0 1 0 0
=

0 1 0 1

、o 0 0 0 / W 0 1 0 / <0 0 1 0>
为求传递闭包的关系矩阵，需要先求改、 R3 、尺4的关系矩阵,

/ 0 i 0 0) 1 0 0A <1 0 1 0)
1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1

Mr2 = MroR =
0 0 0 1

•

0 0 0 1
=

0 0 0 0

\、0 0 0 0> Z 0 0 0> <0 0 0 0>
ri 0 1 0> A0 1 0 0、 ro 1 0 ］、

0 1 0 1 1 0 1 0 i 0 1 0
R3. = R2oR ~ • 二

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

<0 0 0 0; W 0 0 0, 0 0 0>
ro 1 0 ］、 <0 1 0 0、 n 0 1 0、

i 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1
r4 = A/r3oR = * -

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

<o 0 0 0; <0 0 0 0, e 0 0
(0 1 0 0A q 0 1 0A /0 1 0 n (I 0 1 0A

1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1
豆⑻叫V%2 V%3 VM.

0 0 0 1
V

0 0 0 0
V

0 0 0 0 V 0 0 0 0

<0 0 0 0> 0 0 0 0> 0 0 0 oj (0 0 0 0>
(\ 1 1 r

1 1 1 1
0 0 0 1

<0 0 0 0,/
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5.3等价关系与序关系

5. 3,1等价关系

前面两节介绍了关系及关系的性质，有些应用中需要一个关系同时具备多个性质。本节 

我们将讨论这样的关系。

定义5.9给定集合4上的关系p,若p是自反的、对称的，则称p是4上的相容关系。

定义5.10设R为非空集合4上的关系，若R是自反的、对称的和传递的，则称尺为 

4上的等价关系。

设R为等价关系，若<%,”乩，称％等价于九 记作"〜外

等价关系是一类重要的二元关系。

例5・19设4= |1,2,…，10},定义4上的同余关系：

R = f <x ,y > \x eA A y eA A x = y( mod 3 ) | ,
证明R是等价关系。

证明：题目中所给的关系R是同余关系，即若<%4>受，则％除以3与y除以3后得 

到的余数相同。下面我们来验证R是等价关系。

Va eA,有a三a( mod 3)成立，gp <a,a> eR,故R是自反的。

V < a,6 >
<a,b > ElR <=>a = 6( mod 3 )

O玉(力 gZ Aa - 6=3xz)
<=>b - a- -3 x t
O < b ,a>wR

故R是对称的。

V <a,b > , <b,c>
< a, b > eR /\ <b ,c > <=>a = 6( mod 3 ) A b 三 c ( mod 3)

r eZ A a - 6 = 3 x i) A 3r( r sZ Nb - c = 3 x r)
< z>a - c=3x(2+r)
< z>a = c(mod 3)
< => < a,c > el?

故R是传递的。

综上，正是等价关系。 证毕

在数学中，存在很多等价关系，例如，在平面三角形集合中，三角形的相似关系是等价 

关系。日常生活中，也存在很多的等价关系，例如，在一群人的集合中年龄相等关系是等价 

关系，姓氏相同关系也是等价关系，籍贯相同关系也是等价关系。但朋友关系不是等价关 

系，而仅仅是相容关系，因为朋友关系一般不具备传递性。

定义5.11设K是非空集合4上的等价关系，Va gA,令= "y E A %打］,称 

为％关于R的等价类，简称为％的等价类。在不会引起歧义的情况下，［村氏简记为［%］。 

再看例5.19中的同余关系R,它把集合4分成三个等价类，分别是：

［1］
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[2] =12,5,81；

[3] = |3,6,9| o
实际上，[l]=[4]=[7]=[10], [2]=[5]=[8], [3]=[6]=[9]。这说明,等价 

类[%]是由A中所有与％等价的元素构成的集合，同一等价类中的所有元素都是等价的, 

一个等价类中的所有元素的等价类都是相同的。

这个例子可以推广到整数集合Z上，定义模几相等关系夫={<%,>> I %三y (mod 
n)) ,可以验证关系K是等价关系。关系R将集合Z分为几个等价类，同一个等价类中任何 

两个元素叫 y模几相等，即％三y (mod n) o
现以几=4为例，模4相等关系将整数集Z中任一个整数归于下列4个集合之一：

(1)被4除余数为零的集合：[0] = {…，-8,-4,0,4,8,…,4尸,…},其中尸wZ；

(2)被4除余数为1的集合：[1] “…，-7, -3,1,5,9,…,4P + 1,…},其中P乩；

(3)被4除余数为2的集合：[2]=]…，-6,-2,2,6,10,…,4尸+2,…},其中P eZ；

(4)被4除余数为3的集合：[3] = {…，-5,-1,3,7,11,…,4尸+3,…},其中尸>。

在整数集中具有模4相等关系的数组成的集合只有上述4个，Z中的任一个元素与必属 

于一个等价类中，并且只可属于一个等价类中。在上述每一个集合中，任意两元素之差都是 

4的倍数。另一方面，这4个等价类的并即为集合Z, [0]rU[1]rU[2]rU[3]h=Z。

定理5.6设给定非空集合4上的等价关系R, Va, b E有aRb,当且仅当[0卜二 

[6 ] 2? o
证明：Va,6 eA,

a A aRb =6 e[a]R
=Q式刈星

综上，命题得证。

定义5.12给定非空集合4,若有集合S={S]，S2,…,S3,其中另口4, SjX0(lWiW 

m),且SjnSj = 0(iHj),同时有」Si=4,称S是4的划分，每个S, (IWiWm)称为一个 
i = 1 

分块。

例如，A = \ a,b,c,d\ , B= \\a\ 9\b\ , jc,J| } , D = \ \ a,b\ , \ c,d\ } , E ={{6},{q,c, 
4},尸={{。},{片，{。},{4},则3、0、E和尸都是4的划分。

实际上，集合4上的任一等价关系的等价类都构成4的一个划分。仍以孔=4的同余关 

系为例，[0]rU[1]〃U[2]hU[3]〃=Z,任意两个等价类的交是空集，因此，S=|[0]上 

口]度，[2]r」3]r}就是Z的一个划分。

定理5・7集合4的一个划分确定从的元素间的一个等价关系，划分中的集合是等 

价类。

证明：设集合4有一个划分S={Si，S2,…,S3,现定义一个关系R： aRb,当且仅当a, 
6在同一分块中，下面证明R是等价关系。

(1) Va eA, Q与。在同一分块中，故必有gRq,即R是自反的。

(2) Va, b eA,若。与6在同一分块中，则6与。也在同一分块中，即nbRa,故 

R是对称的。

(3) Va, 6, c eA,若。与b在同一分块中，不失一般性设为S〉b eSj 6与。在同一 
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分块中，不失一般性设为与，b gS>o因为任意两个分块满足即它们没 

有公共元素，故b仅能属于一个分块中，必有Sj二S”即。与。都在分块S,.(/Sj)中，故有: 

aRbAbRcnaRc,即R是传递的。

综上，R是4上的等价关系，显然每个分块都是等价类。 证毕

例5・20 ^A={a9b,c,d,e,f］的一个划分为S = H片，I c,d} , { e ,丹},求由S确定 

的4上的等价关系K。

解：根据题义，4的划分S将4分为三个等价类［c］r和［e］口
先看［g］r, ［g］r = ］。㈤，根据R的自反性可知，<a, a> eR, <b, b > g7?o 
因为［。］犬=］。,6},有<a, b>eR,根据R的对称性，必有<6, a>eR0 
对［c］r和［e］R可进行类似地分析。由此得到等价关系

R = | <a,a > , <a9b > , <b,a > , <b ,b > , <c9c > , < c, J > , <d,c> , <d,d > , <e,e > , 

<«,/> , <f,e > , </,/> 1 o

5.3.2序关系

定义5.13设4是一个非空集合，如果4上的关系R满足自反性、反对称性及传递性, 

则称R是4上的一个偏序关系，记作“W”。集合4和4上的偏序关系W一起称为偏序集, 

记为<4, W > o

设W为偏序关系，若<%,y>£W,读为。小于或等于y”，记作与Wy。例如集合4上 

的恒等关系，和空关系0都是4上的偏序关系，整数集合上的小于等于关系LE<也是偏序 

关系。

例5.21在实数集R上，证明小于等于关系“W”是偏序关系。

证明：要证明关系W是偏序关系，需要证明&具有自反性、反对称性及传递性。

(1)自反性V%wR,都有%W%,故这在实数集R上是自反的。

(2)反对称性Vq,6wR,如果有aWb且则必有a =6,即W在实数集上是反对 

称的。

(3)传递性Vg,6,ceR,如果gW6且6Wc,则g这bWc成立，即aWc,故W是传递的。

综上，W在实数集上是偏序关系。 证毕

例5.22证明包含关系q是非空集合4的募集织4)上的偏序关系。 

证明：嘉集是由4的所有子集构成的集合，见4),%是一个集合，必有％2，q是 

自反的。Vx, y e/4),若％ qy且yq%,必有％二,，故q是反对称的。V%, y, z e^(A), 
若％7且必有％ 2,故q是传递的。综上，£是偏序关系。 证毕

虽然偏序关系W读作小于或等于，但它不仅只是我们通常意义下的小于等于关系，不能 

简单地用数值之间的“小于等于"关系来理解偏序，它代表的是更广泛更一般的二元关系。 

如整数集合上的整除关系外也是偏序关系。偏序描述的是元素之间的顺序性，它比“小于 

等于"关系更一般。当<%,y>£W时，表示的是与排在y的前面或％就是人

定义5.14设W是非空集合4上的偏序关系，对Va, b eA,若<a, 6>eW且 

称a小于6,记为g<6；若<a, b > wW或<b, a > g< ,称。与6是可比的，否则称。与6 
是不可比的。
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偏序集<4,W>中，并不是任意两个元素之间都存在W关系，例如例5.22所求的偏序 

集（野（4）,£〉中，假定4=｛g,5,c｝,夕（4）中两个元素刈与［6,c｝之间不存在W关 

系。存在W关系的两个元素之间或相等，或不同。元素相等的情况反映的正是关系的自反 

性；元素不相等时，反映的是元素之间的顺序关系。

定义5.15设<4, W〉为偏序集，对Va, b eA,若a V 6且不存在。E使得a < c< 6,
则称 b 覆盖 ao 记 COVA = ｛ < a, b > la eAA6 eA !\b 覆盖 a J o

表示偏序关系的关系图称为哈斯图，表示规则为：①4中每个元素可用顶点表示；②V
a, b eA,若a<6,则将。画在6的下方；③Va, b gA,若6覆盖a,则在。与6之间画一

条边；④哈斯图中省略从顶点到自身的边。

例5・23以4 = 为例，画出偏序集（於（4）, 的 

哈斯图。

解则见4）中共有8个元素。偏序集〈史 

（A）, 的哈斯图如图5.7所示。

哈斯图中边所连的两个顶点之间是可比的，且上面的顶点覆 

盖下面的顶点。例如图5.7中，｛a,6］与是可比的，ja, 
b\覆盖｛a｝; ｛b9c\与｛c｝或是｛b,c｝与\b\都是可比的， 

［b9c］覆盖｛c｝也覆盖［b\o而｛b｝与｛c｝之间没有边，所

图 5.7 <见4） , C>

的哈斯图

以它们是不可比的。实际上，偏序关系这个术语中的“偏”字表示的即是“部分元素”的 

意思，换句话说，并不一定在全部元素之间都存在这个关系。

既然集合中并非全部元素之间都存在偏序关系，那么究竟是哪些元素之间存在这种关系 

呢？从哈斯图中可以非常直观地看出来。从任一个顶点X沿着边向上遇到的所有顶点，都 

与X之间存在偏序关系，这由传递性保证。仍以图5.7为例，｛。｝沿边向上遇到的顶点有 

［。，6｝、｛。,。｝和｛（1,6足，<｛0｝,｛。，6］ > ec, < （a| , |a,c｝ > ec, < ｛a］ , ｛a,5,c| > eco
例5.24设4二｛1,2,3,4,5,6,7,8,9｝ , W为整除关系，求C0V4,并画出偏序集的哈 

斯图。

解：先求出整除关系W中所有的二元组，

< =| <1,1>,< 1,2 >,<1,3>,<1,4>,<1,5>,<1,6>,<1,7>,<1,8>,<1,9>,
<2,2 > , <2,4 > , <2,6 > , <2,8 > , <3,3 > , <3,6 > , <3,9 > ,
<4,4 > , <4,8 > , <5,5 > , <6,6 > , <7,7 > , <8,8 > , <9,9 > | o

COVA = | <1,2 > , <1,3 > , <1,5 > , <1,7 > , <2,4 > , <2,6 > , <3,6 > , <3,9 > , <4,8 > ( o

其哈斯图如图5. 8所示。

定义5.16设集合4上的二元关系R若是反自反和传递 

的，称R为4上的拟序关系，记为 <儿< > ,<4,<>称为 

拟序集。

例如，实数集上的小于关系 <,集合A的寨集织4）上 

的真包含关系u都是拟序关系。

定理5・8集合4上的二元关系R是拟序的，则R必为 

反对称的。

图5. 8例5. 24的哈斯图

证明：设集合4上的二元关系R是拟序的，根据拟序定义可知，R是反自反和传递的。



98

对Va, b gA,若Va,b>sR且<b, a>eR,由R的传递性可知，<a,a>wR。因R是 

反自反的，<a,a>^R,故<。,6>与 <踪。> 必不能同时属于R,即R为反对称的。 证毕 

定义5.17设W是非空集合4上的偏序关系，对Va,6e4,若必有gW6或bWa,则 

称W是4上的全序关系(或线序关系)。若W是4上的全序关系，称<4, W >是全 

序集。

偏序关系不要求集合4中的所有元素之间都存在偏序关系，如果集合4中任意两个元 

素之间都存在偏序关系，则为全序关系。例如，正整数集合z +的大于关系是全序关系。

定义5.18设<4,W >是一个偏序集，83，y

(1)
(2)
(3)
(4)
最小元是5中“最小”的元素，

若V% (x gB—成立, 

若V，(% wB一%Wy)成立, 

若V” (x eB A= y) 
若 V% (x eB A y < x—^x = y )

则称y为5的最小元。

则称y为5的最大元。

成立，则称y为B的极小元。

成立，则称y为B的极大元。

它与8中所有元素都可比，即与8中所有元素都存在

偏序关系；而极小元不一定与8中所有元素均可比，但只要可比，就一定是“小于等于" 

其他元素。或者说，8中不存在比它更小的元素。

最大元与极大元的意义与此类似，最大元与3中所有元素是可比的，且都“大于等于" 

这些元素，即它是8中“最大”的元素；极大元是B中没有比它更大的元素。

集合的最大元、最小元不一定存在，如果存在的话，一定是唯一的；而极大元、极小元 

可能存在多个。如果极大元只有一个的话，它一定是最大元，极小元也有类似的结论。

例5・25画出表示集合4= {1,2,3,4,6,8,12}上的偏序整除6}的哈斯 

图，并求其最大/小元和极大/小元。

解：列出题目中所给偏序关系中的二元组：

R = { < 1,1 > , < 1,2 > , < 1,3 > , < 1,4 > , < 1,6 > , < 1,8 > , < 1,12 > , <2,2 > , <2,4 > ,
<2,6 > , <2,8 > , <2,12 > , <3,3 > , <3,6 > , <4,4 > , <4,8 > , <4,12 > , <6,6 > , 
<6,12 > , <8,8 > , <12,12 > },

C0V4 = { < 1,2 > , < 1,3 > , <2,4 > , <2,6 > , <3 ,6 > , <4,8 > , <4,12 > , <6,12 >} o 
其哈斯图如图5. 9所示。
集合4的最小元是1;没有最大元；极大元是8和12；极小元是1。 匕/16
例5・26证明每个有穷非空偏序集<4, W >都有极小元素。 '匕/],

证明：选择4的任一个元素与，如果。。不是极小元素，则存在2(

A,满足力<。0。如果力不是极小元素，则存在。2日，满足。2<。1。继 1 

续这个过程，如果册不是极小元素，则存在Gn + ie4,满足册+ 1<4。因 图5.9例5.25 
为偏序集中只有有穷个元素，这个过程一定结束，故偏序集中必存在极小 的哈斯图

元素。 证毕

定义5.19设<4,W〉为一偏序集，对于如有且对8中任意元素％都满 

足4Wa,则称。为子集5的上界，同样对于8中任意元素%都满足。<储 则称。为8的 

下界。
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定义5.20设＜4,＜＞ 为偏序集，有子集8勺4,若。为8的任一 

上界，且对5的所有上界y,均有aWy,则称。为8的最小上界(上确 

界)，同样若6为8的任一下界，若对8的所有下界z,均有zWb,则 

称6为8的最大下界(下确界)。

上/下界及上/下确界与前面介绍的最大/小元和极大/小元不同，上 

/下界及上/下确界可能不属于所讨论的集合。

例5・27图5. 10为一偏序集的哈斯图，针对四个集合｛。，"。｝、 

[/4、]%。,心力 和wag｝,找出各自的上/下界及上/下确界。

解：所求的各值列在表5. 2中。

h

图 5. 10 例 5. 27

的哈斯图

表5・2求解结果

集合 上界 上确界 下界 下确界

{a,b,c} e a a

\j,h\ 无 无 a,b,c,d,ej f

{G,c,d,力 f.hj f a a

\b,d,g\ g,h g a, b b

定义5.21设＜4, W＞为全序集，如果4的任何非空子集都含有最小元，则称＜4W＞为 

良序集。

例如，自然数集N,对于小于等于关系《是良序集。整数集Z对于W关系不是良序集， 

因为ZqZ, Z本身没有最小元素。可见，全序集并不一定是良序集。实数集是全序集，但 

也不是良序集。

5.4函 数

5. 4.1函数的概念

函数是数学中的一个基本概念，它表示每个输入值X对应唯一输出值y的一种对应关 

系，常记为在离散数学中函数可以看作是一种特殊的二元关系。包含函数f所有 

的输入值的集合称为函数/的定义域，包含所有的输出值的集合称作/的值域。

定义5.22 设F为二元关系，若M% wdomb都存在唯一的y can% 使,Fy成立，则称 

产为函数，也称为映射。对于函数乙 如果有％尸y,则记为y = 称％为自变量，y为F 
在”的值，或在歹作用下方的象。

从％到y的函数尸记为：

尸:%—y 或 x—^yo
函数尸与关系R虽然都可看成是二元组的集合，但它们还是不同的，具体的差异有以 

下两点：

(1)函数歹要对定义域中的所有元素都有定义，而不能只对某个真子集进行定义。关 

系R可能只对定义域中的若干元素有定义。

(2)对V4 cdom尸，只能有唯一的ywran尸，满足而关系R中，对同一个明 
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可以存在多个y,均满足<%y>eR。

例5.28设4:{3#2,盯}，5二{力，力，为，，/,试判断以下关系是否为函数。 

尸1 = {<孙,% > , < %2 * >，< 43 42 > I 

斤2 = 1 <%1 ,<%1 ,力 > I
解：尸1是函数，而尸2不是，因为它对4中的“2和％3没有定义，且对于犯，存在力与 

力，满足〈盯，力>£匕，</，%>£%，即对于值与，存在多于1个的值与其构成二元组。

从这个例子可以看出，关系?要构成函数，必须对定义域中的每个值都要有定义，且 

对每个值的定义都是唯一的，不可以把8中两个不同的元素指派给4中的同一个元素，例 

如关系尸2中，将力和力都指派给了％]，这是不允许的。但可以将B中的同一个元素指派给 

4中两个不同的元素，例如关系％中，将为分别指派给了盯和42,这是允许的。

例5・29设N为自然数集，R为实数集。下列关系中哪一些能构成函数？

(1) = | <衍，出 > । 勺 eN A%2 wN A (%[ +x2 < 10) | ；

(2) R2 = { ,y2 > I eR Ay2^RA (/z <n)I ；

(3) R3 =(〈力,y2 > I 力 gR Ay2eR A (y2 = y?)[ 0
解：(1)不是函数，对某些阳，会对应多个/2。例如当阳=2时，<2,1 >, <2,2> , 

…，<2,7>都属于&；而对3>9没有对应的出；

(2)不是函数，对某些力，会对应多个力。例如为=9时，<9,1 >, <9,2. 6 >都属 

于尺2；

(3)每个实数的平方数都是唯一的，所以屈是函数。

定义5・23 设尸、G都是X到F的函数，它们有相同的定义域与值域，dom尸= domC, 
ranF = ranG,且对V% b都有斤(%) = C(%),称函数尸与C是相等的，并记作尸二C。

定义5.24设X、丫为集合，所有从X到y的函数构成的集合记作表示为：yx = 
l/i/： x-y}。一般地产读作“丫上X”。

当x或y中至少有一个集合是空集时，尸可以分成下面三种情况：

(1) X = 0K Y = 0,则 yx=00“0]；

(2)x = 0_a y#0,则产二好“。}； 

(3)XK。且 y = 0,则 yx = 0j。。

当X和丫均不为空集时，设I XI =/n, I y\ ，则JI尸1 =胪。

例5・30设工=[1,2,3}, F二{%"，从X到y的函数共有8个，

fi = I <l9a> , <2,a > , <3,a > }, 

f2 = i <1,。> , <2,a > , <3,6 > }, 

f3 = | < 1 ,a > , <2,5 > , <3 ,a > j ,

f4 = I < 1 ,a > , <2,6 > , <3,5 > | ,

fs = I <1,6> , <2,a > , <3,a > }, 

f6 = i < 1,6 > , <2,a > , <3,6 > },

fi = I < 1,6 > , <2,6 > , <3,a > | ,

f% = ) < 1,6 > , <2,6 > , <3,6 > ),
所以J=/工工/工//工1。
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定义5.25函数/称为一对一的，当且仅当对于/定义域中的所有4和y, /(%) =/(r) 
蕴含着％ 一对一函数也称为单射函数或入射函数。

可以从另一个方面来理解一对一函数£当且仅当4My就有/(%)x/(y)。自变量%不同 

时，得到的函数值y也不同。

例如，在自然数集合N上定义力(n)=2n,它是从N到N的单射，因为自然数不同， 

其2倍值也不同；但人(几)二5/2」不是单射的，例如上(4) =6(5) =2。

例5.31函数/的定义域为\a,b,c,d\ ,值域为11,2,3,4,5),其定义为：f(a) =4, f 
W =5,/(c) =1, /(d) =3, /是否是一对一函数。

解：/是一对一函数，因为对于定义域中的4个值，对应的函数值均不相同。

例5.32判断下列函数/是否是一对一函数。

(1)%(％) =x2； (2) f2(x) =% + lo
解:(1)%(%) =/
力(％)不是一对一的，例如/( -1) =/(1) =1,两个不同的％对应到同一个人

(2) f2(x) =x + 1
fi (%)是一对一的。

若存在软和42，有/(町)=/(%2)，由函数定义知，/2(%1 )=盯+ 1 ,上(42)二%2 + 1，

由一(M)虫(%2)，得到盯+ 1二％2 + 1，即％1二%2。故得证。

定义5.26给定函数hXtY,当且仅当对VyeF,都有％ b使得/ (%)=力 则函数/ 

称为满射的或映上的。

例如，考虑自然数集合N上的函数/(几)二夙/2」，它是N到N的满射。因为对于N中 

的每个元素建，/(2〃)=/但/(n)=2〃不是N到N的满射，对于所有的奇数。均找不到 

对应的自然数次，使得/(加)=几。

定义5.27给定函数力XtF,函数/既是满射的又是单射的，则称/为一一对应的， 

也称为双射的。

例如，定义/(〃)=( -1)7/2〕，这是从N到Z的双射。口为0时，函数值也为0; n 
为奇数时，函数值为负整数；孔为偶数时，函数值为正整数。

例5.33判断图5. 11所示的几个对应关系的性质。

图5.11几个函数的关系图

/O-
on X1O-

4Q%
勺O----

r及
x2 O

— 。力 X2O>

为 Q为

。为

9力
巧。- g O

%4 CX/

x3 O

X4O:X x3 CT

x4 O
o,

0^4

/i。) 力㈤ 的) «)

解：齐(％)中，不同的%值对应不同的y值，但力没有对应的％值，所以它是一对一的， 

非满射的。人(％)中，％2没有对应的夕值，所以它不是函数。力(冗)中，所有的％值都有对应 

的不同的y值，所有的夕值都有对应的％值，所以它是一一对应的。工(冗)中，叼和%4对应 

到同一个y值(力)，且力没有对应的“值，所以它既不是一对一的，也不是满射的。
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定义5.28设/是从X到F的双射函数，定义函数：丫中的任一元素y,对应于X中满 

足/(%) 的唯一的元素%,称为/的反函数。/的反函数表示为广\当/(%)7时，广। 

(y)二九。

任给一个函数，它的逆不一定是函数，只是一个二元关系。仅当函数是双射函数时才存 

在反函数，所以双射函数也称为可逆的，它的反函数也称为逆函数。

例5・34设r=!l,2,3,41 ,函数万、人都是X到丫的映射，定义如下： 

/1 = \ <a,l>,<6,2>,<c,3>,<J,2>|, 

A = ) <a,l>,<^,3>,<c,4>,<J,2>|, 
判断力和人的性质，若为双射函数，求其反函数。

解：石中，6和d都对应到2,而X中没有值与V中的4相对应，所以力既不是单射， 

也不是满射。人中，X与y中的值分别一一对应，所以人是双射函数。

f^1 = I <l,a> , <2,d> , <3,b> , <4,c> [0
定理5.9设力x-y是双射函数，那么/T是 JX的双射函数。

证明：已知函数/： X-y是双射函数，/= j <x,y > I % eXAy gKA/(x) =y},广】是 

Y—>X 的关系，/-1 = j <y,x > I <x,y > ef],且有 dom/*'1 = ranf= Yt ran/,-1 = domf =XO
对VyUtdoi旷I因/是满射的，故必有与 wX,有人二/(y),即对定义域 

中的任何值都有定义，/t是函数。

"力，y2£丫，yi #力，因/是满射的，则存在/，％26X，满足xi =/-1(71) , 2 =厂' 

(力)。

若阳”2,因/是单射的，必有力=%，与力力力矛盾，故”产町，即广1是单射的。

又因/是单射的，故V%£X,必有yeY,使得>=/(%),即尸1是满射的。

综上，广】是双射函数。 证毕

5. 4.2复合函数

函数是特殊的二元关系，关系可以进行复合，所以函数也可以进行复合。两个函数的复 

合运算本质上就是两个关系的复合。

定义5.29设力x-y, g： y-z,函数/和g的复合(久)=g(/(%)),具体表示为： 

f°g(x) = { <x9z > I (x eX) A (z eZ) A 3y(y eKAy =/(x) Az = g(y)) },复合函数也称为合 

成函数。

简单地看，户g(动二g(/(“))，如果/的值域不是g的定义域的子集，则无法定义户g。

例 5. 35 设集合 X, Y, Z, X-\xx ,%2 ,叼，孙]，丫 “力，％，力，，4，%}，Z =匕,z2 ,z3}, 
函数g：F-z定义为：| <盯，力 > , <与，力 >，<句，力 >，<%4 ,力 > 1, g = I <n, 

Z1 > , <及/2 >，<73/3 >，<九/3 >，<力 /2 > }，求户g： X一Z。

解：f°g = I < Xi ,Z2 > , < X2，^ > , < X3 ,Z3 > , < X4 ,22 > } o
例 5.36 令 X“Q,b,c}, y= {1,2,3} , / 为从X 到 y 的函数，f(a) =3, /(6) =2, / 

(c) = - 1, g 为从 x 到 X 的函数，g(a) =b, g(6) =c, g(c) =ao g 的复合函数fog 是

什么？ g和f的复合函数g。/是什么？
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解：/和g的复合函数0g=g(f(%)),/(%)为从x到y的函数，它的值域是丫的子集， 

不是g的定义域的子集，故户g没有定义。

g和7的复合函数gtf=/(g(%)),为从x到丫的函数，定义为：

g°/(«) =f(g(a)) =f(6) =2, 

gof(b) =f(g(b)) =/(c) = - 1, 

gof(c) "(g(c)) =/(a) =3O 

由此可见，函数复合不满足交换律，即Qg#g。/。

定理5・10设函数八X-V是任意函数，则尸入:二九

证明：因为/: XtV是函数，所以对有ywF,使/(%)=九 对 

<%，> 守=<%,)> efAy eY
=> <x,y > ef\ <y,y > eIY

= <*、，> G/°/y

<x,y > ef0IY=>Bt ( <x,t> ef A < > eIY A t eY)
=<x,t > eff\t =y 
n <x,y > ef

故有f” =f。同样可证明lx。卜f。 证毕

定理5・11设8X-F是双射函数，g： JZ是双射函数，则

(1)尸。—小

(2)(r1)-1 =/；

(3) (7°g) -1 =g-1o/-1o

证明：仅给出(3)的证明。

根据已知，力XtF是双射函数，g： JZ是双射函数，由复合函数的定义，对V<n,%> 

<z,x > e(/og) -1=> <x, z > efog

=>3y( <x9y > e/A <y,z > eg Ay eY) 
=> <z,y > eg_1 A <y,x > ef-1 

=> <z,x > eg -1 °/-1

<Z,X〉Wg-l。广1

=>3y( <z,y > eg_1 A <y,x > ef_1 Ay eK) 

n <y,z > wg A <x,y > ef 

=> <%/ > 寸。g

=<Z9X > W(户g) T

综上，(Pg) T=gj/T。 证毕

定理5.12设力X-匕g： JZ, fog. XtZ。

(1)若/和g都是满射的，则复合函数户g也是满射的；
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(2)若/和g都是单射的，则复合函数户g也是单射的；

(3)若/和g都是双射的，则复合函数户g也是双射的。

证明略。

本章小结

本章介绍了关系与函数，这是对集合更深入地讨论。在掌握集合运算的基础上，熟练掌 

握关系运算。关系有不同的性质，包括自反及反自反性、对称及反对称性、传递性。满足某 

些性质可构成一些非常特殊的关系，如等价关系、相容关系、序关系等。本章还介绍了判别 

关系具体属性的方法。

本章的另一个重要内容是函数，要求能领会单射、满射及双射的概念，并能正确判别及 

计算。

习 题

一、单项选择题

1.设尸={<1,2>,<2,4>,<3,3>[,。= |<1,3>,<2,4>,<4,2>},下列选项中, 

正确的是 O

A. ranP czran(POQ) B. ranQ = ran( PU Q)
C. domP = domQ D. domP U domQ = ranP U ranQ
2.设4= "，2,3,4},下列选项中，是自反关系的是 o

A. R = { <1,1>,<1,2>,<2,3>,<3,2>,<3,3>,<4,1>,<4,3>)
B. R = { <1,1 >,<1,2>, <2,2>, <3,2>, <3,3>, <4,1>,<4,4> }
C. R = { <1,1>,<1,2>,<2,4>,<3,1>,<3,2>,<3,3>,<4,3>}
D. R = ( <1,1>,<1,2>,<3,1>,<3,2>,<3,3>,<4,1>,<4,3>}
3.设4 =门，2,3,4,5,6},下列选项中，既不是对称关系也不是反对称关系的 

是 O

A. R = j <1,2>, <2,3>, <3,2>, <3,3>, <4,1>, <2,1 >, <1,4>}
B. R = { <1,1>,<1,2>,<1,4>,<2,2>,<3,2>,<3,3>,<4,1>!
C. R = { <1,1>,<1,2>,<2,4>,<3,1>,<3,2>,<3,3>,<4,3>|
D. R = ( <1,1>,<1,2>,<3,1>,<3,2>,<3,4>,<4,1>,<4,2>|
4.设 X= 11,2,3,4,5} , 7=16,7,8,9,10) ,给定/= { < 1,8 > , <3,10 > , <2,6 > , <4, 

9>),下列选项中，正确的是 o

A.，不是从X到y的函数 B. f是单射

C. /是满射 D. /是双射

5.设X= [1,2,3,4,5} , 丫= |6,7,8,9},给定/= { < 1,8 > , <3,9 > , <4,7 > , <2,6 > , 
<5,9>(,下列选项中，正确的是 o

A. /不是从X到y的函数 B. f是单射

c. /是满射 D. f是双射

二、填空题

1 .等价关系需要满足 O
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2 . ^X=[a,b,c\ ,r=!i,2|,从X 到 y 的函数共有 个。

3 .设 X= 11,2,3,4}, <2,6 > , <4,c>},则 /T】

是 O
三、简答题

1 .设X= [0,1,2,3,4,5,6}上的关系尺={ <%,y> I (4<y) V ("是质数)},写出R的 

各元素，并求出domR、ranK及fldR。

2 . ^P=\ <1,2>,<2,4>,<3,3>|, Q={ < 1,3 > , <2,4 > , <4,2 > (,找出 PUQ、 

P C Q、dornP、domQ、ranP、ranQ、dom (PGQ)、ran (PdQ) 0
3 .设4 :11,2,3,4,5,6,7,8,9,10] , R ={ < > I % ,y A % 是 y 的因子 A % W5) },

求出 domR、ran/?0
4 .设A = [1,2,3,4,5,6), 4 上的关系 R={ <1,3 > , <1,4 > , <2,3 > , <2,4 >, <3,4 >, 

<3,5>,<4,5>}, R是自反的？对称的？传递的？反对称的？

5 .在4= [1,2,3,4,5,6}上定义的关系r“ <x,y> I肛y d A % + y是偶数1 , R是自反 

的？对称的？传递的？反对称的？

6 .设X = [1,2,3,4,5,6]上的关系R“ <%,y> I ,试求我一1和欧

7. 集合-=[1,2,3,4,5}上划分为S “为,2} ,{3,4,5} },写出由S导出的4上的等价 

关系R。

8. 画出4 83,9,27,54}上整除关系的哈斯图，并说明是否为全序关系。

9. 举出满足下面关系的例子：

(1)自反、对称，但不传递；

(2)自反、传递，但不对称；

(3)对称、传递，但不自反。

10 .设4= {1,2,3,4,5,6} , R为4上的整除关系，回答下列问题：

(1)试求4的极大元、极小元、最大元和最小元；

(2)设子集41二[2,3,51和子集乙二{2,3,6},试求各子集的上界、下界、上确界和下 

确界。

(3)求出尺的关系矩阵。

H.当定义域和值域都是N时，函数/ (n)="+ 1是双射函数吗？

四、证明

1 .设歹是任意的关系，证明dom^T二ran尸，ranF”二domF。

2 .举反例证明复合运算不满足交换律，即段。氏2*尺2。%。

3 .设R为4上的关系，证明二R。

4 .已知夫是二元关系，S={ <x9y> I Vz有<%,z>wK且<z,y>eR}。证明若R是等 

价的，则S也是等价的。

5 .设R是集合4上的一个自反关系。证明R是对称和传递的，当且仅当<明6>eH且 

<a,c > eR 则 <b,c > eR。

6 .设R是4上的自反和传递关系，证明：RnR-i是A上的一个等价关系。

7 .设集合R是4上的二元关系，证明：
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(1)若夫是4上拟序关系，则MR) =RU%是偏序关系。

(2)若R是偏序关系，则夫-，是拟序关系。

8 .若/和g是函数，证明：/Gg也是函数。

9 .证明•： /(4UB) =/(A) U/(B) , /(AnB)c/(A) n/(B) o
10 .设/是从4到3的一个函数，定义4上的关系R： aRb,当且仅当f(a)=/(6)。证 

明：R是4上的等价关系。

11 .令4和8为有穷集，/： 4TB为函数，证明：

(1)如果/是单射的，贝!1 । 41这I 51 ；

(2)如果一是满射的，则I 41 N I 81。



第6章代数系统的一般概念

【学习目标】

i .理解运算及运算的封闭性。

2 .掌握二元运算的结合律、交换律、幕等律、分配律及吸收律的概念。

3 .领会零元、单位元、第等元及逆元等概念。

4 .领会代数系统与子代数的概念。

5 .能正确判别半群、独异点和群。

6 .领会群的性质、群的阶、元素的周期。

7 .能正确判别子群。

8 .领会环和域的概念。

【教师导读】

理解集合4上的运算及运算在确定集合上的封闭性，进而深刻理解代数系统以及子代 

数的概念，掌握二元运算的单位元、零元、氟等元以及元素的逆元等概念。

能正确判别运算在集合上是否封闭。对给定的运算，能够判别单位元、零元、系等元及 

逆元是否存在，若存在要掌握其求解的方法。

熟记半群、独异点和群的定义，并对给定的代数系统，判断其是否属于其中的某一类。

了解群的阶和元素的周期的概念。掌握子群的定义，熟记判别子群的条件，并能对给定 

群中的子集是否构成其子群作出判别。

理解环、整环、无零因子环及域等基本概念。

【建议学时】9学时。

代数系统是近代数学的重要分支，它产生于19世纪，包含有群论、环论、格论、线性 

代数等许多分支，并与数学其他分支相结合产生了代数几何、代数数论、代数拓扑、拓扑群 

等新的数学学科。

代数系统也称为近世代数或抽象代数，简称代数。正如其名，代数系统非常“抽象”， 

但也正是由于它的高度抽象使得它能阐述不同类型问题的共性，所以代数系统已经成为当代 

大部分数学的通用语言。

本章介绍代数系统的一般概念，第7章介绍格与布尔代数的内容。

6 .1代数系统

封闭性是数学运算的一个非常重要的性质。对于集合S及S上定义的运算☆,如果其中 

任意两个元素在进行☆运算后，结果仍在S中，则称集合S对于运算☆是封闭的。比如，整 

数集上的加法、减法和乘法运算都是封闭的。但是除法运算在整数集上不是封闭的，因为两 

个整数相除后，结果不一定还是整数。再比如，减法在自然数集上不是封闭的。

定义6.1设4为任意集合，一个从不到3的映射，称为集合4上的一个八元运算。如 
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果8』，则称该几元运算是封闭的。

定义6.1中还隐含着这样的含义：4中的任何n个元素之间都可进行所定义的运算，并 

且运算结果是唯一的。例如在整数集上，加法可以施加于任意两个整数上，所以可以在整数 

集上定义加法。而0不能做除数，一般地不在整数集上定义除法运算。

可以使用一个符号来表示某个运算，表示运算的符号称为运算符或算符，例如，四则运 

算中的+、-、X、/都是算符。参与运算的对象称为运算数或操作数。

集合上的“运算”不仅是指数值之间的运算，还可以定义非数值之间的运算，甚至可 

以定义抽象意义上的运算。例如，给定由所有颜色组成的集合，颜色之间的“运算”定义 

为两种颜色的调色结果，比如红色加绿色的结果为黄色，红色加蓝色为品红色。可以看出， 

调色运算在颜色集合上是封闭的。

参与运算的元素个数可以是任意的，个数为口时对应的运算称为几元运算。整数集上的 

加法、减法及乘法运算都是二元运算，刚才定义的颜色之间的调色也是二元运算，当然还可 

以定义三元调色运算，例如天蓝色加上黑色再加上紫色为浅蓝紫色。常见的加、减、乘、除 

四则运算都是二元运算，集合的交、并运算也是二元运算，集合的补运算是一元运算。

例6.1给出两个封闭运算示例。

解：（1）设M.（R）表示所有九阶实方阵集合（"22）,即

则矩阵加法+及乘法x都是上的二元运算，并且是封闭的。

（2）设4为任意集合，则并运算U、交运算C、差运算-和对称差运算㊉均为4的塞集 

安（4）上的二元运算。若将安（4）看作是全集，则补运算~是一元运算。这些运算都是封 

闭的。

当讨论运算的一般性质时，常使用形式化的符号来代表具体的算符。这些形式化的算符 

有：。、△、□、*和8等，它们代表更普遍的含义。对于二元运算，习惯上把算符置于两 

个运算元素之间，对于一元运算，常将算符置于运算元素的前面。

例如，在有理数集上，求一个有理数的倒数即是一元运算。在实数集、整数集、有理数 

集上，求一个数的相反数是一元运算，并且是各自集合上的封闭运算。在矩阵集合上，求矩 

阵的转置运算是一元运算，并且运算满足封闭性。

定义6.2 一个非空集合4,连同若干个定义在该集合上的运算力/，…/所组成的系 

统，称为一个代数系统，简称为代数，记作：＜41人，…工＞。

例如，例6.1中的两个示例，均可以组成代数系统，分别记为：+ , x ＞和 

〈见4）,U,G,-,㊉，~ ＞。其中，第一个代数系统的两个运算都是二元运算，第二个代数 

系统的运算中，有四个二元运算和一个一元运算。再比如，对于自然数集N、整数集合Z 

及实数集合R, ＜N,+ ＞、＜Z, + , x ＞和＜R, + , x ＞都是代数系统，其中+和x分别表 

示普通的加法和乘法运算，它们都是二元运算。

例6.2设R为实数集，定义二元运算*: V%, y gR, %*y=%+2y。
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可知运算结果仍是实数，故*是R上的二元运算。也可表示为：* (x,y) =%+2yo例 

女口， * (3,4) =3 +2 x4 = 11, *( -5,0.4)二 一4.2。

集合S上的二元运算/可以记作/： SxS—S, 一元运算g记为g： ST。

对于有穷集S上的一元和二元运算，除了可以使用例6. 2所示的函数表示外，还可以使 

用运算表列出。

例6.3设S=[1,2],见S)上的对称差运算㊉和求补运算〜的运算表，分别如表6.1a 
和表6. 1b所示。

表6.1次(S)上㊉和~的运算表

a) 〃(S)上对称差㊉的运算表 b)贝(S)上求补运算~的运算表

㊉运算 0 ⑴ 11,2} ~ ~ai

0 0 HI ⑵ 11,2( 0 [1,2}

HI 0 11,2} ⑵ _________ m_________ _________ 12}_________

⑵ [1,2} 0 川 ________ w_____ _________ m_________
”,2} ”,2} \2\ IU 0 |1,2| 0

对于二元运算，表的第一列是第一个操作数(左操作数)，表的第一行是第二个操作数 

(右操作数)。

例6.4 设 S= [1,2,3,4,5],定义 S 上的二元运算。为：％。y =(% xy) mod 7 , Vx, 

y eS,写出运算。的运算表。

解：运算表如表6. 2所示。

表6・2二元运算。的运算表

运算。 1 2 3 4 5

i 1 2 3 4 5

2 2 4 6 1 3

3 3 6 2 5 1

4 4 1 5 2 6

5 5 3 1 6 4

下面我们讨论运算的一些重要的性质。

定义6.3设4为任意非空集合，*和。是集合4上的二元运算，对V。，6, c eA,
(1)若有。则称运算*关于集合是封闭的；

(2)若有。*(6*c) =(。*6) *c,则称运算*在集合4上是可结合的，或称运算*在4 
上满足结合律；

(3)若有a*b=b*a,称运算*在4上是可交换的，或称运算*在4上满足交换律；

(4)若有二°,则称运算*在4上是幕等的，或称运算*在4上满足幕等律；

(5 )若有：ao(b *c) = (a°b) *( a。。)和(6 *c)。。= (b。。)* ( c。。)成立，则称运算。对

*是可分配的，或称运算。对*满足分配律；

(6)若。和*均满足交换律，而且有：和a*(a") =a,则称运算。和*是 
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可吸收的，或称运算。和*满足吸收律。

普通的加法和乘法在自然数集N、整数集Z、有理数集Q及实数集R上都是可结合、 

可交换的。另外，可以验证乘法对加法是可分配的，但加法对乘法不满足分配律。募集上的 

交运算n和并运算U是可结合的，且是互相可分配的。〃阶(n^2)实方阵集合上 

的矩阵乘法对矩阵加法是可分配的。

例6.5实数集R上有二元运算。，对V%, y gR,定义％。)-+ y -* * y,验证运算。 

满足的性质。

解：对 V%, y eR,

(1)根据定义可知，运算的结果仍是实数，所以运算。在实数集上是封闭的；

(2)根据定义有：x°y =%+y-%* y,-二y+z-y*z,故有

而％。(yoz) = x + y+ z- y*z-x *(y+z-y*z) - x + y + z - x - x - y *z + x *z

(九。y) oz = % + y - x *y + z - (x + y - x *y) *z = x + y + z - % *y - x *z-y*z + * *y *z

故石。(7。2)== (%oy) ”,运算。在实数集上满足结合律；

(3)由定义有，％"=％+y-% * y = y。％,运算。在实数集上满足交换律；

(4)由定义有,%。%=%+%-%*% = 2%-/,仅当%=0 或% = 1 时，2x - x2 = %,对其他 

的4 wR, x。f,故运算。不满足幕等律，仅有两个寨等元0和1。

综上，运算。满足封闭性、结合律及交换律。

除了运算的一些性质外，还有一些与二元运算有关的特殊元素。

定义6.4设*为集合4上二元运算，若存在使得对于管e4,都有〃*%=%, 

则称〃是4中关于*运算的左幺元。类似地，若存在力必，使得对于V%》，都有“*力二 

冗，则称5是4中关于*运算的右幺元。如果存在它既是左幺元，又是右幺元，则称 

e是4中关于*的幺元。幺元也称为单位元。

显然，若e是4中关于*的幺元，则对V%e4,都有e*% =4* e=％。

例6.6设集合4=｛明氏尸方］,在4上定义两个运算*和4,如表6.3所示，求各运 

算的幺元。

表6・3 4上定义的两个运算*和4

元；表中任何一列的值都与表头列不一样，表明运算*没有右幺元。

同样，由表6.3b可知，第一列与表头列一样，表明a是运算△的右幺元；它没有左幺 

元，因为哪行都与表头行不一样。
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由例6. 6可知，根据运算表很容易判断运算的幺元是否存在，若存在，也容易找出是哪 

个元素。幺元可能不存在，例6. 6中定义的两个运算都分别有一个幺元不存在。如果幺元存 

在，也可能不唯一，例6.6中，运算*有两个左幺元。

定义6,5设*是定义在集合4上的二元运算，如果有一个元素0送4,对于任意元素 

%日都有0/*% =。/,则称0为4中关于运算*的左零元；如果有一个元素。,£儿对于任 

意元素4 e4,都有% *。,二。,，则称。,为4中关于运算*的右零元；如果存在0小，它既 

是左零元也是右零元，则称。为4上关于运算*的零元。

显然，若。为4上关于运算*的零元，则对均有。*%二％ *。=。。

例如，对于由整数集合Z及普通乘法x构成的代数系统＜Z, x ＞,整数。是其零元， 

整数1是其幺元。若运算改为普通加法+ ,则代数系统＜Z, +〉中，整数。为其幺元，没 

有零元。

定理6.1设*是定义在集合4上的二元运算，在4中存在关于运算*的左幺元g和右 

幺元力，则〃二力二e,且4中的幺元是唯一的。

证明：因为〃和力分别是4中关于运算*的左幺元和右幺元，所以

= ez * er = er = eo

设存在另一个幺元e1e4,则
6二e】*e = e,即幺元是唯一的。 证毕

定理6.2 设*是定义在集合A上的二元运算,在4中存在关于运算*的左零元0,和右 

零元。1，则3=。,=0,且4中的零元是唯一的。

证明：因为。，和。,分别是4中关于运算*的左零元和右零元，所以

0t = 0t * 0r = 0r = 0 0

设存在另一个零元。1日，则

0]=01*0 =。，即零元是唯一的。 证毕

定理6.3设有代数系统＜4, *＞中，I 4 若该代数系统中存在关于运算*的幺

元e与零元。，则er。。

证明：反证法设e =。，则对\/%必，必有

x=e*x = 0^x=0=e9

这表明，4中只含有一个元素e,且与零元相等，这与条件I 41〉1相矛盾。故假设不成立。

证毕

定义6・6设代数系统＜4, * ＞中，e是关于运算*的幺元。若对4中某个元素。，存 

在4的一个元素6,使得= 则称6为。的左逆元；若a*b=e,则称b为。的右逆 

元。若一个元素6,既是。的左逆元，又是。的右逆元，则称6是。的一个逆元，记 

作

代数系统中若存在幺元，则该幺元是所有元素的幺元。零元也是如此，若代数系统中存 

在零元，则该零元是所有元素的零元，故幺元或零元具有一般性。与之相对的，逆元具有个 

体性。在代数系统中，有的元素可能存在逆元，有的元素可能不存在逆元。即使两个元素都 

有逆元存在，也不能保证这两个逆元是相同的。
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例6.7 设4 = *为4上的二元运算，如表6.4所示，指出代数系统

＜4, * ＞的逆元。

表6.4 A上定义的二元运算*

♦ a B y 8

a a B y 8

B B 8 a y

y y a B B
8 8 a y 8

解：为求逆元，必须先求出幺元。由表6.4可知，第一行与表头行相同，第一列与表头 

列相同，所以元素a为代数系统＜4 * ＞的幺元。

找出表6. 4中运算结果为a的所有操作，a * a = a, * y = a, = a及6*0二)。

由可知，度的左逆元及右逆元均为即 即。一1二a;
由可知，8是y的左逆元，y是8的右逆元；

由y*尸=a可知，y是3的左逆元，6是［的右逆元；

综合上面两条，8与y互为逆元，年』,厂二8；

由=a可知，5是尸的左逆元，S是5的右逆元；

综上，a-1 =«, 3一1二九 厂二氏b是6的左逆元，0是b的右逆元。

从例6. 7可以看出，一个元素的左逆元及右逆元的存在性是独立的，可能都存在，可能 

都不存在，也可能一个存在而另一个不存在。即使左逆元与右逆元都存在，也可能不唯一， 

更可能不相等。所以一个元素的左右逆元存在且相等，是代数系统的一个重要性质，只当满 

足一定条件时，一个元素的左右逆元才相同且唯一。

定理6・4设代数系统＜4, * ＞,这里*是定义在4上的二元运算，4中存在幺元e, 
且每一个元素都有左逆元。如果*是可结合运算，那么这个代数系统中任何一个元素的左逆 

元必定也是该元素的右逆元，且每个元素的逆元是唯一的。

证明：对Vadl,设6是。的左逆元，即6*。=e。首先证明6也是。的右逆元。

4中的任何元素均有左逆元，设c是6的左逆元。即c*6=e。

因为(6*g) *b=e*b=b,所以，

e = c *b =c*((6*a) *b)
= (c*(6*a)) *b
=((c *6) *a) *6
=(e *a) *6
=a *60

故，b也是。的右逆元。

下面证明逆元的唯一性。

设元素G有两个逆元6和C,即a*6=a*c = e,那么，

b = b =6 *(a *c)
=(6 *a) *c 
=e *c
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因此，。的逆元是唯一的。 证毕

例6.8设有代数系统 ＜牝,九＞,这里卅二｛0,1,2,…凡是定义在里的模儿加 

法运算，即对V% ”时

[X +y, 若％+”从 
班片L+yi,若％+yNk 

试问是否每个元素都有逆元？

解：容易验证人是一个可结合的二元运算，且此中关于运算内的幺元是整数0,必中的 

每一元素都有唯一的逆元，具体来说，。的逆元是0,每个非零元素％的逆元是人-%。

代数系统的幺元和零元，称为特异元素或代数常数。有时为了强调这些特异元素的存 

在，也把它们写入代数系统的表达式中。

例如，代数系统＜z,+ ＞中，为了强调运算+的单位元0,也将＜z, + ＞记为＜z, + ,o＞。

代数系统＜«(S),U,G,~ ＞中，任意集合4与。的并仍是4,所以运算U的幺元是0。 

任意集合4与S的交仍等于4,故运算G的幺元是S,所以该代数系统也可记为＜)(S), 

u, n , - ,0,s＞ o

定义6.7如果两个代数系统中运算的个数相同，对应运算的元数也相同，且代数常数 

的个数也相同，则称这两个代数系统具有相同的构成成分，也称它们是同类型的代数系统。

例如，匕= + , X , - ,0,1 ＞, V2= ＜^(s),U,n,-,0,S＞,称匕和%是同类 

型的代数系统。同类型的代数系统仅仅是构成成分相同，不一定具有相同的运算性质。

定义6.8设U二…/〉是代数系统，BW,且B对力/，…/都是封闭的， 

8和S还含有相同的代数常数，则称＜81,心，…，人 ＞是P的子代数系统，简称子代数。

例如，＜N, + ＞是＜Z, + ＞的子代数，又如＜N, + ,0＞是＜Z, + ,0＞的子代数，因为 

N对运算+是封闭的，且它们都含有相同的代数常数。

对于任何代数系统V= ＜S,八，人，…，九〉，其子代数一定存在。最大的子代数就是V 

本身。如果令V中所有代数常数构成的集合是丛 且8对V中所有的运算都是封闭的，则B 

构成V的最小的子代数。最大和最小的子代数称为V的平凡子代数。若8是S的真子集， 

则B构成的子代数称为K的真子代数。

6. 2群与半群

6.2.1半群和独异点

群与半群都是具有一个二元运算的代数系统，本小节先介绍半群。

定义6.9设V=＜s, *＞是代数系统，*是集合S上的二元运算，若运算*是封闭且 

是可结合的，则称y为半群。

由定义可知，若 ＜5, * ＞是半群，则对 Va, b, c gS, a * b eS, g*(6*c)=(g*
b) * co

定义6.10 若半群＜S, *＞中存在一个幺元，则称＜S, * ＞为独异点(或含幺元半 

群)。

由于普通的加法及乘法均满足结合律，所以＜Z,+＞、＜N,+＞、＜Q,+＞、＜R, +＞ 
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等都是半群。0是各自的幺元，所以这几个代数系统也都是独异点。代数系统＜z+, +＞也 

是半群，但因为不含元素0,所以不是独异点。

例6.9 设S=\a,b \ , *是5上二元运算，满足。* 6 = 6 * 6 = b及a * a=6 *。二。。 

试判断＜S,* ＞是否为半群？是否是独异点？

解：由题目条件知：a*b=b*b=beS, a * a = b * a =a gS,所以*在5上是封闭的。 

又设D%,y,zwS,每个变量的取值有两种可能，故共有8种组合情况，如表6. 5所示。

表6.5验证结合律

X y z % * (y * z) (x * y) * z

a a a a a

a a b b b

a b a a a

a b b b b

b a a a a

b a b b b

b b a a a

b b b b b

由表6.5可知，运算*在S上满足结合律。所以＜S,* ＞是一个半群。

由已知，。是左幺元，但不是右幺元，所以。不是幺元；同样地，b也是左幺元，而不 

是右幺元，即6也不是幺元。故＜S,* ＞不是独异点。

定理6.5设＜S, * ＞是一个半群，B$ 且*在8上封闭，那么＜5, * ＞也是一个半 

群，通常称 ＜&* ＞是半群＜S,* ＞的子半群。

证明：因为*在S上可结合，而BqS,且*在B上是封闭的，所以*在3上也是可结 

合的，因此 ＜丛* ＞是个半群。 证毕

例6・10设£是有穷字母表，£*是由£上任意字符组成的有限长度的字符串的集合。+ 

表示E*上的连接运算，则＜£*,+ ＞构成怎样的代数系统？

解:设Va, BwE： a+0的结果仍为一个字符串，即运算+在E*上是封 

闭的。

对X/Q, B, 有a + (6 + y)的结果是按序将明氏y拼接在一起，而

(a+S) +y的结果也是一样，故a +(S+y) =(a+S)+y, +在£*上是可结合的。

不含任何字符的串称为空串，记为£,这是一个非常特殊的字符串。

对于空串eeE*,对任一3w£*有e=侬+£=口，所以£为幺元，即＜£* , +＞是 

含幺元半群，即独异点。

定理6.6设＜S,*＞是独异点，对于Va, b gS,若a, 6均有逆元，贝U ：

(1) (Ji)-』；

(2)若。*6有逆元，贝！| (g*6) 一］二小1 *0一，

证明：(1)因＜S,*＞是独异点，故＜S, *＞中存在幺元e,对VqwS,若。有逆元，则 

a * a T = a t * a = e,这表明。是 a7的逆元，即(o -1) -1 = ao
(2)对Da, b gS,若g、6及。*b均有逆元，则
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a * b * (6 *1 * a -1 ) = a * (6 * 6 -1) * a -1 = a * e * a -1 = e,

(6 ~1 * a -1 ) * a * 6 = 6 -1 * ( a -1 * a) * 6 = 6 -1 * e * 6 = e,
故厂】是a*A的逆元，即(a*6) - 二6一1 *°t。 证毕

6.2・2 群

定义6.U 设＜C, *＞是一个独异点，其中C是非空集合，*是6上一个二元运算, 

对于都有逆元％-1存在，则称＜%*＞是一个群。

可以看出，群要满足独异点的三个条件，即封闭性、结合律及存在幺元，同时还要求对 

集合中的每个元素都要有逆元。

前面定义的代数系统＜Z, + ＞、＜。，+＞和＜1＜,+ ＞都是群，0是各自的幺元，对每 

个元素孙-％就是它的逆。这些群分别称为整数加群、有理数加群和实数加群。但＜N,+ ＞ 
不是群，因为对于任何正整数，在N中都不存在它的逆元。

定义6.12设＜C,*＞是一个群，如果C是有限集，则称＜C,*＞为有限群，C中元素 

的个数称为该有限群的阶数，记为I C I。特别地，若群G中只含有一个元素，即G二 

M , I G\ =1,则称C为平凡群。

例6.11设% = [0,1,2,…,11,㊉是明上的模口加法运算,即对Va, b

{a + 6, 若

a + o - n,右 a+b，7i.
试判别＜ %,㊉〉是否为群。

解：显然模八加法运算㊉满足封闭性与结合律。0是模几加法运算㊉的幺元。

对于V% eGn ,若％ = 0, 0㊉0 = 0, 0的逆元就是0 ；若“W0, %砂（九一%）二%+ （九一％） — 

=0,几-%是%的逆元。G口中的每个元素都有逆元。

综上，＜G〃，㊉＞为群，I Gn I =n0
例6.12设[0。,60。,120。,180。,240。,300。},每个元素表示在平面上几何图形顺时 

针旋转的角度，共有6种可能情况。设☆是R上的二元运算，对于X中任意两个元素。和 

b, 表示平面图形旋转。加6之和的角度，并规定旋转360。等于旋转0。，即可看做没有

经过旋转。实际上，旋转的实际角度对360。取模。验证＜k☆＞是一个群。

解：根据题意写出R上二元运算☆的运算表，如表6.6所示。

表6・6 运算表

☆ 0° 60° 120° 180° 240° 300°

0° 0° 60° 120° 180° 240° 300°

60° 60° 120° 180° 240° 300° 0°

120° 120° 180° 240° 300° 0° 60°

180° 180° 240° 300° 0° 60° 120°

240° 240° 300° 0° 60° 120° 180°

300° 300° 0° 60° 120° 180° 240°

从表6.6看出，运算☆在R上是封闭的。对于Wa, b, c eR,（。鱼6） ☆。表示将图形旋 

转。加6之后再旋转j总的旋转角度为。+ 6 + c（mod 360。）；而。☆（^☆c）表示将图形旋
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转Q后再旋转6加C,而总的旋转角度也为Q + b + c( mod 360。)，因此，(a«b) (b
☆ °)。运算☆满足结合律。

很容易知道元素0。是幺元，各元素的逆元列在表6.7中。

表6.7各元素的逆元

☆ 0° 60° 120° 180° 240° 300°

逆元 0° 300° 240° 180° 120° 60°

综上，＜乩☆ ＞是群，且是6阶有限群。

例6・13设6= {e,G,b,c},运算*如表6.8所示。

表6・8运算表

* e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

验证＜C,* ＞是一个群。一般地，这个群称为Klein四元群。

解：需要验证运算*是可结合的，即对于V%九zwC,要验证％* (y*z) =(%*y) * 
z。C中元素的个数为4,可知共有64种不同的取值组合。可以验证对这64种取值，等式 

%* (y*z) =(%*y) *z均成立，即运算*是可结合的。同时e是C中的单位元。

V% gG, % * x =e,即％ C关于*运算构成一个群。

Klein四元群还有一些有意思的特点，首先C中的运算满足交换律，即V%, yeG,等式 

成立；第二，a, b,。三个元素中，任何两个元素运算的结果都等于另一个 

元素。

定义6.13设＜G,* ＞是一个群，若运算*在G上满足交换律，则称G为交换群或 

Abel Wo
例如例6.13中定义的Klein四元群是Abel群。

定义6.14设＜C,* ＞是群，e是幺元，VacC, n GZ,定义。的。次幕

.e, n =0,
an = ( are ~1 a, n ＞ 0 ,

.(a -1 ) m , n ＜ 0 , n = - m.
定义6・15设＜** ＞是群，e是幺元。对于awG,使得/=e成立的最小正整数及称 

为。的阶，记作I。1 ,。称为人阶元。若不存在这样的正整数上 则。称为无限阶元。

注意：群的阶与群中某元素a的阶是两个不同概念，群中各元素的阶可能各不相同。在 

Klein四元群中，该群的阶数I CI =4,但是I el =1, I al =161 = I cl =2O
例6.11所定义的群＜ %,㊉〉，因为其运算最终表示为普通的加法运算及取模运算，而 

加法满足交换律，故运算㊉亦满足交换律。所以＜G“，㊉》也是Abel群。

当儿二6 时，在 ＜。6,㊉〉中，101 =1, I 1 I =15 1 =6, I 21 =141 =3, I 3 I =2。

定理 6・7 设 ＜C,* ＞ 为群，Va, b gG, Vn, m wZ 有:
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(1) (qT)-:。；

(2)(曲)T =6-匕-1 ；

(3) anam =an + m；

(4) (an)m =anm；

(5)若 C 为 Abel 群，(ab)n =anbno

证明略。

定义6.16在代数系统＜C,*＞中，如果存在awG,有称。为恭等元。

若运算*满足嘉等律，G中的所有元素均是嘉等元。

定理6.8 ＜G,* ＞是群，则C满足消去律，即对Wa, b gG,
(1)若 a*b=a*c,贝！j6=c；

(2)若 b*a=c*a,贝(jb二c。

证明略。

定理6.9在群〈C, *＞中，e中唯一的塞等元。

证明：因为e*e = e,所以e是幕等元。

现设C中存在基等元。，即acC且则有

a = e * a = (a-1 * a) * a
=a 1 * (a * a)

_ 1=a * a = eo

这表明G中的任何帮等元都等于e。命题得证。

定理6.10 ＜C,*＞是非平凡群，则群中不存在零元。

证明：已知＜C,*＞为非平凡群，即I Gl ＞lo若群＜C, * ＞有零元。，则对V% gG, 
都有%*。=。*%二。卢6,所以零元。不存在逆元，与＜C, * ＞是群相矛盾。命题得证。

对于平凡群，1 61=1,它有唯一的元素。，这个元素可以看作是幺元，也可以看作是零

o

定理6.11设＜C,*＞是一个群，对于Vo, beG,必存在唯一的元素4 wC,使得q*%=6。

证明：因为C是一个群，对于VgeG,必存在逆元。一1,令* "T *6,显然/ wC,则
a * x = a * (a-1 * b) = ( a * a -1 ) *b=e*b=bo

若存在 gG,也满足。*阳=6,则。一|*(。* 盯)=qT*6, BP = a -1 * 6,故与二 

孙。命题得证。

定义6.17设＜G, * ＞为群，若在G中存在一个元素a,使得C中的任意元素都由a 
的幕组成，则称该群为循环群，元素。称为循环群C的生成元。

在例6. 12中，60。就是群＜ 10。,60。,120。，180。,240。,300。｝ , ☆＞的生成元，所以这个 

群是循环群。

在循环群＜C,*〉中，G的阶为有限时，称为有限循环群，否则称为无限循环群。

若。为生成元，C = (a)表示由。生成的循环群。…是几阶有 

限循环群，G =!-,a-1 ,a°=e,al ,滔，…｝为无限循环群。

例6・14群＜C,Z\＞中，G= \a,b,c,d,e\ ,其运算表如表6.9所示，证明它是循环群。

证明：根据表6.9, a = a , b = a2 9 c = a3 , d = a4 , e = a5 ,可知生成元为a,故＜C,a＞ 
是5阶循环群。 证毕
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例6・15设C={a，8，y,b},在C上定义二元运算*如表6. 10所示，证明它是循环群。

表6・9运算表

△ e a b c d

e e a b c d

a a b c d e

b b c d e a

c c d e a b

d d e a b c

表6.10运算表

* a B y 8

a a B y 8

B B a 8 y

7 y 8 B a

8 8 y a B

证明：从运算表6. 10可知运算*是封闭的。

第一行与表头行相同，第一列与表头列相同，故a是幺元。

B，y, 5的逆元分别是尸，3和y,可以验证运算*是可结合的。所以＜C, *＞是一 

个群。

在这个群中，由于y3 = 8, y4 = a,故y是生成元。

由于83 = y, = a,所以5也是生成元。

故群＜G,*＞是由y或b生成的，＜C,*＞是循环群。 证毕

从例6. 15可知，一个循环群的生成元可能不止一个，即循环群的生成元可以不唯一。

定义6.18设＜C, *＞是一个群，S是G的非空子集，如果＜S,*＞也构成群，则称＜ 

S, *＞是＜G, *〉的一个子群，记作SWC。

例如在 Klein 四元群 G ={ e,a,6,c］中，有5 个子群，\ e\ 9 \ e ,a\ , { e ,b\ , {e,c\ ,G,其中 

U!和G是G的平凡子群。

下面给出子群的三个判定定理。

定理6.12 (判定定理一)

设＜G,*＞是群，H是G的非空子集，则HWG当且仅当下面的两个条件成立：

(1) Va, b eH,有。* 6 wH；

(2) Va eH,有小』。

证明：必要性显然。

充分性 Va, b eH,由。*bwH可知*在H中是封闭的。又HqG,所以*在H中满足 

结合律。“非空，Va eH,由(2)知小%儿故由(1)有：。*。一】二e wH,即G的幺元 

必是”的幺元，故 ＜乩*＞是＜G, *＞的子群。 证毕

定理6・13 (判定定理二)

设＜G, *＞是群，"是G的非空子集，则”是C的子群当且当Va, b eH有a*b-%H。

证明：必要性 Va, b eH,由于“是G的子群，必有 厂%乩 则有。*厂嚏及
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充分性 因为“非空，故必有八乩 按已知条件，则有6*厂*”,即”及

任取。£乩 由e, acH,则有：e*。一二。一％H。即H中任一元素的逆也属于儿

任取。，beH,可知有厂嚏"，故由条件得：

0*(尸)-&“，BP a * 6 eHo 因 HqC,可得 a * b wG。

由判定定理一可知，H是G的子群。 证毕

定理6.14 (判定定理三)

设＜G,*＞是群，修是G的有穷非空子集，则H是G的子群当且仅当Va, b eH,有。 

* b wH。

证明：必要性显然。

要证明充分性，只需证明VawH,有即可。Va eH,若。=e,则。一】二二 

e eHo
若a#e,令：S = | a,a2 ,••• },贝(J S q"。由于〃是有穷集，必有优=〃 (i ＜j) o根据G 

中的消去律得a，T=e。由于aXe,可知故有〃 7 一】a 二 e和aa，一。一】二e, BP a -1 = 
证毕

使用这三个判定定理，可以证明一些重要的子群。

例6・16设G是群，geC,令H={/I LeZ},即H是由。的所有的嘉构成的集合, 

则”是G的子群，称为由a生成的子群，记作＜。＞。

证明：ae＜a＞,所以＜ a ＞是G的非空子集。任取a;G＜a＞ , i, j gZ,贝lj
笳(/)-1 =/-展＜。＞,由判定定理二可知＜a＞ WG,即 是C的子群。 证毕

例6.17 设＜ G, * ＞是群,C = {。I a 八对V% eG有a*%=%*a},贝!|C是C的子 

群，称为G的中心，记作CentG。

分析CentG的定义可知，CentG是与G中所有的元素都可交换的元素构成的集合。

证明：因为G的单位元e wCentG,故CentGK。。

对于Vg, b eCentG,由定义可知，对V% $G,有 a * % % 。且 6 * % = % * 6。

故有

(a *6 -1) *x = a *b~ 1 * (% -1) -1 = a * (x -1 *6) -1 =a *(6 *%-1) -1 - a *(% *6-1) = (a *%) 
*b~1 = (% *a) *b -1 =% * (a *6 -1), 
因此cCentG。根据判定定理二，CentCwC。 证毕

若G是Abel群，因G中所有的元素都可交换，C的中心即为G本身。对于某些非交换 

群G,它的中心是!e}0

6.3 环与域

在集合上定义的运算个数可以是一个，也可以是多个。例如整数集上可以定义加法、 

减法、乘法及取模等。前一节介绍的群的定义中，仅包含定义在集合上的一个二元运算， 

本节我们将扩展运算的个数，在集合上定义两个二元运算，并让两个运算之间满足一定 

的性质。

定义6・19设＜4,+ , * ＞是一个代数系统，+和*是二元运算，如果满足

(1) ＜A, + ＞是 Abel 群；
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(2) ＜A, * ＞是半群；

(3)运算*对于运算+是可分配的；

则称＜A, + , * ＞是一个环。

为了区分环中的这两个二元运算，通常将+称为“加法”，将*称为“乘法”。当然它 

们既可以是普通意义下的加法与乘法，也可以是扩展的其他运算。

例如，我们可以在整数集、有理数集和实数集上定义普通的加法及乘法运算，构成相应的代 

数系统，它们都构成环。整数集Z及其上定义的加法和乘法运算，构成整数环〈Z, +, *＞。有 

理数集Q及其上定义的加法和乘法运算构成有理数环＜Q, + ,*＞,实数集R及其上定义的 

加法与乘法也构成环，称为实数环。不但如此，全体偶数及其上定义的加法与乘法也构成 

环。设Mn(R)为n 阶实方阵组成的集合，+和x分别是矩阵的加法和乘法运算，

则+ , x ＞也是环，称为儿阶实矩阵环。集合4的募集疥(4)关于集合的对称差 

运算㊉和交运算C也构成环。

例6・18 设整数集合Z,定义模5加法㊉及模5乘法③，其运算表分别如表6. 11和6. 12 

所示，证明该代数系统 ㊉，为环。

表6・11㊉的运算表

© [0] [1] [2] [3] [4]

[0] [0] [1] [2] [3] [4]

[1] [1] [2] [3] [4] [0]

[2] ⑵ [3] [4] [0] [1]

[3] [3] [4] [0] [1] [2]

[4] [4] [0] [1] ⑵ [3]

表6.12③的运算表

0 [0] [1] [2] [3] [4]

[0] [0] [0] [0] [0] [0]

[1] [0] [1] ⑵ [3] [4]

[2] [0] [2] [4] [1] [3]

[3] [0] [3] [1] [4] [2]

[4] [0] [4] [3] [2] [1]

证明：对于整数模5加法㊉和模5乘法③，Va, b gZ,。㊉6 = +6)mod 5, a就二 

(ax6)mod5,加法及乘法均满足交换律及结合律，所以＜ ,㊉〉是Abel群，而＜2$,⑤＞
为半群。

下面证明®对于㊉满足分配律。

对V。，6, c gZ,
a0(6 ㊉ c) = (ax(b +c)) mod 5 = (a x 6 + axe) mod 5 ,

而(a 0b)㊉(a 0c) = ((a x 6) mod 5 + (a x c) mod 5) mod 5 = ( a x b + a x c) mod 5 , 
所以(B㊉c) =(a06)e(a0c),即®对于㊉满足分配律。

综上，＜Zs，㊉,是一个环。 证毕
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为了表示上的方便，将环中加法的幺元记作0,若乘法有幺元，则记作1。对于环中的 

任一元素其加法逆元称为负元，记为-若。存在乘法逆元，则称为逆元，记为。一1

环有一些非常重要的运算性质，列在定理6. 15中。

定理6.15 设＜4, + ,* ＞是一个环，则对Va, b, cgA,有

(1) a*0=0*a=0；

(2) a * ( -6) = ( - a) * 6 = - (a * 6)；

(3) ( - a) * ( - b) = a * b；

(4) a* (6-c) = a*5-a*c；

(5 ) (6-c) *a=b*a-c* a.

证明：(1)已知0是加法幺元，所以有

a*0=a* (0+0) = a*0+a*0
因为＜4, + ＞是Abel群，满足消去律，故有a *0=0。同理可证0*。=0。

(2) a * ( -6) + a * 6 = a * ( -6+6) = a * 0 = 0 ,所以 a* ( - 6)是 的负兀，

由负元的唯一性可得a* ( - 6) = -(a *6)。同理可证(-。)*6 = -(0*3)。

(3)因为 a*( -6) + ( - a) *( - b) = [ a + ( - a) ] *( - b) =0*( - 6) =0, 
同时，a * ( - 6) + a*6=a*[( -6) + b] = a *0 = 0,所以(- a) * ( - b) = a *6O 
(4)因为＜4, + ＞是Abel群，故运算+满足交换律，

a * ( 5 - c) + a * ( - b) = a * (b - c - b) = a * (b — b - c) = a * ( - c) = - a *c,
而由(2)知，a*(6-c) + a*( - 6) = a*(6-c) + ( - a*6),
即 a*(b-c) + ( - a *b) = -a*c,
在上式两端同加-。*b的逆元a* b,得到

a * (b - c) + ( - a *b) + G*b=a*6-a*c,即 a*(b-c) = a - a *c0
(5) (b - c) *q + ( -6) *a = (6 - c-6) *a = — c *a,
而(b-c)*a + ( -6) *a = (6 - c) *a + ( - b * a),即(6-c) *a + ( - b *a) = - c *a, 
在上式两端同加-6* a的负元6* a,得到

(6 - c) *a + ( - b *a) + 6 *a = -c*a+6*a,得到(6-c) *a=6*a-c *ao 证毕

定义6.20 设＜R, + ,* ＞是环，对a, bwR, a#0, 6#0,但a*b=0,则称。是R 
中的一个左零因子，b是R中一个右零因子；若一个元素既是左零因子，又是右零因子，则 

称它是一个零因子。

例如，模6的整数环＜Z6,㊉，③〉中，3 04=0,所以3是左零因子，4是右零因子。由 

于⑤是可交换的，即4须=0,所以4也是左零因子，3也是右零因子，综上，3和4都是零 

因子。

定义6.21设＜4, + , * ＞是环。

(1)如果环中乘法*满足交换律，则称＜4, + , * ＞是可交换环。

(2)如果环中乘法*存在幺元，即对Vad,均有l*a二a*l=a,则称＜4,+, *＞ 
为含幺元的环。1称为环＜4,+,* ＞的幺元。

(3)对于Va, b gR ,若a * 6 = 0,必有a=0或6=0,则称＜4,+,* ＞是一个无零因 

子环。

(4)若＜4, + ,* ＞既是交换环、含幺环，也是无零因子环，则称＜4, + , * ＞为整环。
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例如，数的加法与乘法均满足交换律，所以整数环、有理数环、实数环等均是可交换 

环，也都有各自的幺元1,所以也都是含幺环。而偶数集与通常的数的加法及乘法构成的环 

是交换环，但没有幺元，所以它不是含幺环。整数环、有理数环、实数环等，都是无零因子 

环。所以也都是整环。由于矩阵乘法不满足交换律，故环＜Mn(K), +, x ＞不是可交换环， 

单位矩阵是它的乘法幺元。

定理6.16设(尺，+ ,* ＞是环，R是无零因子环，当且仅当在R中乘法适合消去律， 

即对 Va, b, c eR , a 7^0,若有。* 6 = a * c (或 = c*a),则有

证明：充分性 设R中乘法运算*满足消去律，即对Va, b eR,且。*6=0,若a#0, 
则有

。*6=0二。*0,由消去律得6=0,所以R是无零因子环。

必要性 对 Vq, b, c eR, a * b = a * c,且 aXO,
贝！］有 a * 6 - a * c = 0,由定理 6.15 的(4)得：a * (b - c) =0,
因为R中没有零因子，所以(八c)=0,即公c。

同理可证，若有b * a =c * a且。六0,也能得到6=c。 证毕

例6.19设S是一个集合，次(S)是它的募集，如果在/(S)上定义二元运算+和・， 

对任意4, B夕(S),定义

A + B = \ x \ (xeS)A(xGAVx eB )A(x^4nB)|,
A • B = A Q B,

则()(s), + ,・ ＞ 是一个环。

(S),・ ＞含有幺元S,集合运算A是可交换的，所以运算-是可交换的，故 

＜«(s), +, ­ ＞是含幺元交换环。

定义6.22 设＜& + , * ＞是一个整环，且I尺I N2,若对Va eR* =R- {0},都有 

a-1 gjR,贝lj称 ＜R, + , * ＞ 是域。

有理数环Q和实数环R都是域，但整数环Z不是域。

本章小结

本章介绍的是代数系统的基础内容。给出了运算及运算封闭性的定义，明确了运算的结 

合律、交换律、幕等律、分配律及吸收律的含义。定义了零元、单位元、幕等元及逆元等。

本章还介绍了代数系统与子代数的概念，介绍了半群、独异点和群等概念及相关的性 

质，还介绍了环和域的概念。

学生务必掌握本章的基本概念，这是进行正确判别及证明的前提。

习 题

一、单项选择题

1 .在自然数集N上，满足结合律的运算是 o
A. a * b = a - b B. a * 6 = max(a, b)
C. a * b = a + 2b D. a*b=\a-b\
2 .设集合4二{1,2,3,…，10},下面定义的运算在集合4上是不封闭的是 o
A. x * y = max(%,y) B. x * y = min(% ,y)
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C. x * y = GCD(x,y),即九，y最大公约数 D. x * y = LCM(x,y),即“，y最小公倍数

3.设S是非空有限集，代数系统〈次(S), U, A >中，对U的单位元和零元分别 

是 O

A. 0,不存在 B.不存在，0 C. S, 0 D. 0, S
4.设s是非空有限集，代数系统(次(S), u, n >中，对c的单位元和零元分别 

是 O

A. 0,不存在 B.不存在，0 C. S, 0 D. 0, S
5. S = QxQ, Q 为有理数，*为5上的二元运算，V<a,6>, <x ,y > eS < a ,b > *

<x,y> = <ax,ay + b>,则运算*在S上满足的运算律是

A.交换律 B.结合律 C.幕等律 D.都不满足

6. S二QxQ, Q为有理数，*为5上的二元运算，V<a,b>, > wS有<> *

<x,y > = < ax,ay + b〉，则运算*在S上的单位元是

A. <0,0 > B. <0,1 > C. < 1,0 > D. < 1,1 >
7. S=QxQ, Q 为有理数，*为5上的二元运算，V<a,6>, < % > eS 有 <。,6 > *

<x,y> = <ax9ay + b > f则运算*在S上的零元是

A. <0,0 > B. <0,1 > C. <1,0 > D.不存在

8. 设4 = {2z + l I zgZ},运算为实数加法+和乘法* ,则"，+ , * >构成的代数系统 

是 O

A.环 B.整环 C.域 D.都不满足

二、填空题

1 .设< G, * >是一个无限循环群，元素。是G的生成元，则G的另一个生成元 

是 O

2 .设<G, * >是群，为使<G, * >成为Abel群，还需满足的算律是 o

三、简答题

1. S = QxQ, Q 为有理数，*为5上的二元运算，V<a,6>, < % ,y > eS 有 <。，6 > * 
<x,y> = <ax,ay + b > ,求S中所有可逆元素的逆元。

2.判断下列集合关于指定的运算是否构成半群、独异点和群。

(1)。是正实数，G=\an\ hgZI,运算是普通乘法；

(2) Q +是正有理数集，运算是普通乘法；

(3) 一元实系数多项式的集合关于多项式的加法；

3.设4 = {2z + ll zgZ| ,运算为实数加法+和乘法*,则<4, + ,* >是否构成环？

4.已知一个环<{a,6,c,d}, + ,* > ,它的运算表如下所示。
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回答以下问题：

(1)它是交换环吗？有乘法单位元吗？

(2)这个环的零因子是什么？

(3)求出每个元素的加法逆元。

四、证明

1 . R={a+6il a*6eZ, i2 = -1},关于复数的加法+和乘法*,证明＜R, + ,* ＞是 

一个整环。

2 .在R中定义二元运算* ,使得Va, b eR, a*b = a+b+ab,证明＜ R, * ＞构成独 

异点。

3 . S={a,b,c\ , *是5上的二元运算，且V* ywS, 证明S关于*运算构成

半群。

4 .设V=＜S, * ＞是可交换半群，若°, b是V中的塞等元，证明。*6也是P中的幕等 

5H3 o

5 .设C为群，若V%wC有％2j，证明C为交换群。

6 .设C为群，证明e为G中唯一的嘉等元。



第7章格与布尔代数

【学习目标】

i .掌握格的基本概念，了解格的两个等价定义及其性质。

2 .掌握分配格、有补格的基本概念。

3 .掌握布尔代数的基本概念。

【教师导读】

本章在前一章基本代数系统的基础上，给出了几个更具体的代数系统，包括格、分配格 

及有补格。要求学生深刻理解这些基本概念，能够运用本章介绍的定义及相关定理，证明所 

给代数系统的属性。

【建议学时】5学时。

7.1格的基本概念

7.1.1 格的定义

在5.3节曾介绍了偏序集的概念。偏序集是由一个集合力，以及4上的一个偏序关系 

“W”所组成的一个序偶，记作对于这个偏序集来说，它的任一子集，不一定存 

在最大下界和最小上界。

回顾例5. 27中由图5. 10所表示的偏序集，子集｛a,b,c］的上界是j和机 它的 

唯一的下界是生而｛j, h\没有上界，它的下界是6, c, d, e和儿子集的 

最小上界是g,最大下界是6。子集，更具体来说是含两个元素的子集是否存在最大下界及 

最小上界是偏序集的一个非常重要的特征。

定义7.1设 w ＞是一个偏序集，对Va, b gA,子集\a9b］在4中都有最大下界 

（也称为下确界，记为inf 和最小上界（也称为上确界，记为sup 则称

＜A,＜ ＞为格。

定义7.1中规定的是“两个元素”的子集，实际上，多个元素的子集也是一样的，只 

要子集中所含元素的个数是有限的就可以。“任意两个元素有最大下界和最小上界”当且仅 

当“任意有限个元素有最大下界和最小上界”。注意，子集不能是“任意的非空子集”。

最大下界和最小上界具有唯一性，因此可以对此定义相关的运算。

定义7.2设＜4, W＞是一个格，如果在4上定义两个二元运算A和V ,使得对Va, b 
eA, a Ab等于。和6的最大下界，。V b等于。和6的最小上界。称＜4,A,V〉为由格 

＜A,＜ ＞所诱导的代数系统。二元运算A和V分别称为交运算和并运算。

定义7.3设＜S,W ＞是格，P是由格中元素及W, =, ＞, A和V等符号所表示的命 

题，如果将P中的W, ＞,八和V分别替换成A, W, V和A,得到的命题P'称为尸的对 

偶命题，简称对偶。
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例如，若尸为qA6Wg=a,那么P'是aV6>a=a,尸与尸’互为对偶。

格的对偶原理：如果命题P对一切格力为真，则P的对偶命题也对一切格为真。

显然，全序集肯定是格，但并不是所有的偏序集都是格。下面给出格的几个示例。

例7.1设S是任意一个集合，夕（S）是S的募集，（夕（S）, £〉是一个偏序集。对 

于"）中的任意两个元素S-S2,由集合论可知，它们的最大下界为跖AS?,最小上界 

为S3,所以〈次（S）, 是格。

例7.2考察集合4 = （1,2,4,8,16（及其上定义的整除操作D +所形成的偏序集<A,Z）+ >, 
对V。，b 不失一般性，设。这6,它们的最大下界是。，最小上界是6。故<4,。+ >可 

以构成一个格。

这个例子可以推广到正整数集合z+, <z+,z）+>是一个格。不难证明，整除关系是 

偏序关系，Z+中子集｛a,6｝的最小上界是a, 6的最小公倍数，子集\a,b\的最大下界 

是a, b的最大公约数。

设几是一个正整数，S.是几的所有因数组成的集合。例如，§6 = 11,2,3,6｝ , S24 = j 1, 
2,3,4,6,8,12,24｝。设。+ 是整除操作，则<56，。+ >, <S8,Z）+ >, <S24,D+ >W<S30, 

>都是格。

例7.3图7.1给出了三个偏序集，

b）图 G2

三个偏序集图7.1

解：图7. la和图7.1c中的哈斯图表示的偏序集是格。因为偏序集中的每对元素都有最 

小上界和最大下界。比如图7. la中，子集的最小上界是d,最大下界是图7.1c 
中，子集的最小上界是无，最大下界是。。

图7. 1b所示的哈斯图表示的偏序集不是格。因为子集｛b,c\没有最小上界。实际上, 

元素d、e和/都是子集｛bfc\的上界，但dWe和eWd都不成立，所以子集\b,c\不存在 

最小上界。同理，子集没有最大下界。

7.1.2 格的性质

定理7.1在一个格<4, W〉中，对Va, b gA,都有

o < a V 6, bWa\b, a A 6 < a, a NbWb
证明：因为。和6的并aV6是a的一个上界，所以，aWaVb;同理，b<a\J bQ
由对偶原理即得：g AbWa, a AbWb。 证毕
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定理 7.2 设 <A,W> 是格，Va, 6, c eA,
(1) qW6 且 aWc =>a <6 Ac；

(2) a >6 且 aNc =a，6 V Co

证明：(1) Va, 6, c eA,由条件aWb及aWc,可知。是｛6,c｝的下界，而bA。是 

\b,c\的最大下界，故有aWbAc。

(2)由对偶定理得到：。海且a》cna，6Vc。 证毕

定理7.3 在格<4,W>中，对于Va, b, c, d eA,女口果aW6且cWd,则aVcW6Vd 
且 a NcWb Nd。

证明：已知aW6且cWd,由定理7.1及偏序关系的传递性可知，aWbVd, cW6Vd, 

bVd是。和。的一个上界，但aVc是。和c的最小上界，所以有aVcWbVd。

同理可证aAcW6Ad。 证毕

定理7・4设<4,W >是一个格，由<A,< >所诱导的代数系统为<4, A, V >,则对 

于 Va, b, c eA,有

(1)交换律：a V 6 = 6 V a, aA& =6 Aa；

(2)结合律：a V ( b V c) = (a V 6) V c, a A (6 A c) = (a A 6) A c；

(3)幕等律：a V a = a, a A a = a；

(4)吸收律：aV(aA6)=a,aA(aV6)=ao
证明：(1) aVb和bV。分别是｛a,切 和｛b,a｝的最小上界，而\a9b\ = \b,a\ , 

故 a \ b = b\J a。

由对偶原理可证aA6=AAa。

(2)由定理7.1可得

(aV6) Vc>aV6>a, ( a V 6) V c> a V 6>6, (a \ b) N c> c,
由上面三式及定理7. 2得到

(aV6) Vc>6Vc ,(aVfe) Vc>aV(6Vc),
同理可证(aV6) VcWaV(bVc),
由偏序的反对称性可得(a V 6) Ve = aV(6Vc)o
根据对偶原理可证aA(6Ac) =(aA6) Aco
(3)由定理7.1有aWaVa, a<a,故有aVaWa,根据偏序的反对称性可得，a\/a=a0
根据对偶原理可证a Aa =a0
(4)由定理 7.1 有 aV(aA6)>a,同时也有 a V (a A 6) Wg,
由偏序的反对称性有qV (a A 6) =a。

根据对偶原理可证a A (aV6) =ao 证毕

格<4,W >及其上诱导的代数系统<4 A, V >必满足交换律、结合律、塞等律和吸 

收律。

定理7.5设* ,。>是一个代数系统，其中*和。都是二元运算，且满足交换律、 

结合律和吸收律，则4上存在偏序关系W,使<4, W >是一个格，且

有 q /\b = a * b, a\J b = a。b 0
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证明：(1)先证在4中，存在偏序关系W。

在4上定义二元关系W为：对Va, b eA,。W6当且仅当a * 6 = a。

因为代数系统中，运算*和。满足吸收律，

Va eA, a*a=a*(a o (a*a))=a,同理可证a 0 a = a,即。和*满足哥等律。

对Vae4,有a*a = a,即aWa,故W是自反的。

设aWA,贝!Ja=a*6,再设bWa,贝(Jb=6* a,因为*满足交换律，故a*b=b*a,即 

a=b,所以，W是反对称的。

设 aWb 且 6Wc,贝!|g*6=q, b * c = b,
a*c = (a*6) *c = a* (6*c) = a * b = a,即 aWc,故 W 是传递的。

综上，W是偏序关系。

(2)再证对 Va, b eA ,有 a \ b = a。b, a f\b = a bo
因为(a*6) * a = a * 6, (a * 6) * b = a * b,

由W的定义有：a * 6<a, a * bWb,即。*6是｛a,6｝的下界。

设c是｛ a, b\的任一下界，即cWa, cW6,那么，有c * g=c, c * b = c,
而 c* ( a * 6) = ( c * a) *b=c*b=c,

所以cWg*6。这表明。*6是｛a, b\的最大下界，即GAb=a*b。

类似可以证明是｛a, b\的最小上界，即aVb二0。源 证毕

定理7.5给出了格的另一种等价定义，即一个代数系统具有的运算满足某些算律。今后 

我们不再区分是偏序的格还是代数系统的格。

定义7・4设“，A , V >是代数系统，其中A和V是二元运算，若A和V运算满足交 

换律、结合律和吸收律，则称<，a,V >是一个格。

例 7・4 对VC%, %，…，册〉，<4，%,…，bn > eBn,

定义 <G] ,02,…，4 > A <%，％,••• 9bn > = < Ci ,。2，,••，% >，其中 ci =min(a-, &),
定义 ,。2，…，。兀 > V < % 应，…也 > =< 4 >，…& > ,其中 4 = max ( a ., bj , 

1 W i W m o

这样定义的A与V满足交换律、结合律、吸收律以及幕等律。所以 <犷，A,V >是格。

定理7.6设“，A, V >是格，则

(1) Va, b, cw£,若 aWb,贝！JaAcWbAc, aVcWbVc；

(2) Va, b, c, d sL 有 aWb 且 cWd na 人 cWb N d,且 aVcWbVd。

证明：(1)由 gAcWq 和 aWb,得到 aAcWb,但 aAcWc,
由上两个式子得到a AcWbAc。

同理可证aVc《6Vc。这个性质称为格的保序性。

(2)已知 aWb,由(1)得到 aAcW6Ac,
同理，由cWd得到c/\bWdA6,因为£是格，满足交换律，

即 BAcWcAb, dAbWbAd,
所以 a AcWb Ad。

同理可证aVcW6Vd。 证毕
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定义7.5设＜"A, V ＞是格，S是L的非空子集，若S关于

运算A和V是封闭的，则称＜S,A,V ＞是格Z的子格。 

例如，＜§6，。+ ＞是＜§24,。+ ＞的子格。

例7.5设＜S,《 ＞是一个格。S如图7.2所示。

Si = { a,e,f,g\ , S2 = {a,b9e,g}, 
则Si不是S的子格，因为 

而S2是S的子格。
图7. 2格与子格

7.2 分配格与有补格

上一节我们介绍了格的概念及其基本性质，格的运算满足交换律、结合律、吸收律以及幕 

等律，但并不是所有的格都满足分配律，满足分配律的格成为一类特殊的格。对于补元素也是 

一样的，并不是所有的格元素都存在补元素。本节介绍分配格与有补格，这是两种特殊的格。

7.2.1分配格

定义7.6设＜4,A,V ＞是格，若对V。，6,。日，满足

a A (/＞ V c) = (aA6)V(aAc),
aV(6Ac) =(aV6) A(aVc),

则称＜4, A,V ＞是分配格。

这个定义的含义是，当格中定义的两个运算满足分配律时，格即是分配格。实际上，分 

配格定义中的两个等式是等价的，只要有一个分配恒等式成立，.另一个分配恒等式自然成 

立，这个可以由格的性质推导出来，

例7.6图7.3给出了£1，L2, L3, 4四个格，分析这四个格的性质。

格的示例

解：

L]和L?是分配格，L3和L’不是分配格。

在 L3 中，bA(cVd) =bAe=b,(bAc) V(bAd) =aVa = a,故不满足分配律。

在 L,中，cV(bAd)= cVa=c,(cVb) A(cVd)二eAd 二 d,故不满足分配律。

L3称为钻石格，L4称为五角格。

定义7.7设＜4,W] ＞和"2，W2＞是两个格，由它们分别诱导的代数系统为＜4, 
A-V] ＞和＜42，八2”2＞,如果存在着一个从4到心的映射£使得对WQ, 6日1有

/(aVii) =/(a) V/(6),

/(aA^) =/(a) A/(6), 
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称/为从＜4 , A 1 , V 1 ＞到 ＜42,八2, V2 ＞的格同态，也可称(为)，W2 ＞是＜41 , ＜1 ＞ 
格同态象。当/是双射时，格同态也称为格同构。

有了格同构的概念后，我们就可以给出判定一个格是否为分配格的充分必要条件了。

定理7.7格£是分配格，当且仅当L中不含有与钻石格或五角格同构的子格。

证明：略。

推论7.1 (1)小于五元的格都是分配格。

(2)任意一条链都是分配格。

证明：仅证明(2)o
链即是全序集。

设＜£,W＞是一个链。根据定义，链中任意两个元素均可比较。对于L中的任意两个元 

素b, aWb 或 bWa。如果 aWb,贝!Jg/\6 = g, a\! b = b；女口果 6 W a,贝!jaAb=6, a\J b = 
a。故链一定是格。

下面证明分配律成立。对V。，6, ceA,分下面两种情况讨论：

① 6W。或 cWq；

② aWb 且 aWc。

对于情况①,则 aV(bAc) = a = (aV6) A(aVc);
对于情况②，MaV(6Ac) =6Ac = (aV6) A(aVc)o
综上分配律均成立，故4是分配格。 证毕

例7.7图7. 4中哪个是分配格，哪个不是？

a)Z1 b) L2 c)L3

图7.4格的示例

解：图7. 4所示的三个格都不是分配格。

在格与中，子格｛ a,6,c,d,e1与钻石格同构。在格打中，子格1 a,6,c,e/与五角格同 

构。格k中，子格｛c,6,e/与钻石格同构。

7.2.2有补格

定义7.8设＜4, W＞是一个格，如果存在元素a日，对于都有aW%,则称。 

为格＜4, W＞的全下界。如果存在元素6 el,对于V%日，都有％W6,则称6为格＜4, W＞ 
的全上界。

格＜4, W ＞的全下界就是偏序集的最小元，全上界就是偏序集的最大元。可以证明， 

格4若存在全下界或全上界，一定是唯一的。一般地，全下界记为0,全上界记为1。

定义7.9设＜4,W＞是格，若4存在全下界和全上界，则称4为有界格，记作＜4, 
A,V,0, 1 ＞o
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钻石格和五角格都是有界格，同时任何有限格Z也是有界格。设£= {a］，。？，一,。」， 

则由 A q2 A…A册是L的全下界，与 V q2 V…V册是L的全上界。

例7・8设有限集合S,那么在格〈安(S), n, U＞中，空集0就是该格的全下界， 

集合S就是该格的全上界。

定义7.10设＜4,A,V,O,1＞是有界格，。歹，若存在6日，使得aV6=l,且aAb二 

0,称6是。的补元。

显然，若b是。的补元，则。也是6的补元，换句话说，。和b互为补元，简称互补。

在任何有界格中，全下界。与全上界1总是互补的。而对于其他元素，可能存在补元， 

也可能不存在补元。如果存在补元，可能是唯一的，也可能有多个补元。对于有界分配格， 

如果它的元素存在补元，则一定是唯一的。

定理7.8设＜4,A,V,0」＞ 是有界分配格，若qE,且对于。存在补元6,则6是。 

的唯一补元。

证明：假设。日也是。的补元，则有aVc = l,且aAc=0。又知6也是。的补元，故 

有 aV6 = l,且 g/\6=0。贝！) aVc 二aV6, a /\c = a /\bo
由于4是分配格，从而满足分配律，则

b =6A(bVa)=6A(cVa)=(6Ac)V(b/\a)=(6Ac)V(cAa)
=(^ V a) Ac = (eV a) Ac= c° 证毕

a的补元记为。'或ao
定义7.11设＜4, A, V,0,1 ＞是一个有界格，若对于VaE,在4中都有。的补元存 

在，则4称为有补格。

例7.9考虑图7. 3中的四个格。

解：J中，a与c互补，b不存在补元。a是全下界，c是全上界。L?中，a与d互补，b 
与c互补。a是全下界，d是全上界。L3中，a与e互补。b、c、d三个元素中，对于任意一 

个，另外两个都是它的补元，即每个元素都存在两个补元。a是全下界，e是全上界。L,中， 

a与e互补，b的补元是c和d, c和d的补元都是b。a是全下界，e是全上界。

综上，J不是有补格，其他三个都是有补格。

7.3 布尔代数

定义7.12如果一个格是有补分配格，则称它为布尔格或布尔代数。

根据定理7. 8知，在分配格中，若一个元素存在补元，则补元是唯一的。故在布尔代 

数中，每个元素都存在唯一的补元。一般地，把求补元的运算看作是布尔代数中的一元 

运算。

例7.10设集合1},在8中定义*,㊉与「运算如表7.1所示。

表7.1运算表* 0 1 ㊉ 0 1 X _ __
0 0 0 0 0 1 0 ]
1 0 1 ] ] ] 一 _______ 1_______ 0

可以验证＜8, * ,©,^,0,1 ＞是布尔格，也称为二值布尔代数。
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例7.11集合8的募集格是布尔代数，也称为集合代数， 

其中n和u分别为集合的交和并运算，~是绝对补运算，全集是8。

我们也可通过规定集合上的运算和算律来定义布尔代数。

定理7.9设有代数系统＜3, A,V,',0,1 ＞,其中3至少包含两个元素，A和V为3 

上的两个二元运算，'为5上一元运算，对Va, b, ceB满足

(ZZ1)aA6=6Aa,aVfe=6V。(交换律)；

(H2)aA(6Vc) =(aA6) V(aAc),aV(6Ae) = (a V 6)八(g V c)(分配律)；

(丹3)在8中存在零元0,使aVO”, aAO=O,存在单位元1,使aAl=a, «V1 =1 

(同一律)；

(儿)a』,使 qAg'=O, a\Zar=l (补元律)； 

则 ＜凡八，丫，',0,1＞是布尔格。证明略。

由定理7.9中的4个算律可以推出吸收律和结合律。根据定理7.9,可以给出布尔代数 

的另一个等价定义。

定义7.13设＜5,八”，',0」＞为代数系统，A, V是5上的二元运算「为8上的一 

元运算，运算满足定理7.9中的条件(名)~条件(乩)，则称此代数系统为布尔代数。

在命题代数中，可以验证命题集合上联结词的定义具有(匕)~(也)各性质，故命题 

集合＜S, A , V ,'」,0 ＞构成布尔代数。

定理7.10设＜5,八”，',0,1＞是布尔代数，则

(1) Va eB, (a')'二 a
(2) Va, b eB9 (a A b)'=加 V b', (aV6)'=a'A6'
证明：(1) Va eB,根据补元的定义，有

a V = 1 曰 a 人 a' =0

这表明。是。'的补元，由补元的唯一性得

(2) Va, b eB,由布尔代数的性质，有

(aA6) V (。‘V6') = (aVa'V6') A (6Va‘V6')

=(1 V6Z) A(aWl) =1 Al =1
(aA6) A(azV6z) =(aA6Aar) V(aA6A6r) 

= (0A6) V(aAO) =0V0=0
这表明(a'V2 是(aA6)的补元，由补元的唯一性，有(aNb)，=a、b\

同理可证，(aV6)z=a^A6\ 证毕

定理7. 10给出的是布尔代数的性质，其中(1)称为双重否定律，(2)称为德摩根律。

在布尔代数＜5, A, V ,',0,1 ＞中，1是运算A的单位元，0是运算V的单位元。可以证 

明，1是运算V的零元，0是运算A的零元。

例 7.12 设3 =(0, 1}, Bn =BxBx- xB, 8"中的元素。=＜ %,做，…，册＞，b = 
＜储也,…，,其中％与4取0或1, ＜0, 0, •••,。＞表示为0", ＜1,1「、1＞表示为 

lno定义*,㊉，「运算如下：

a *b = ＜ ax *6] ,。2 *6〃 〉 ,
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a ㊉b = < % ㊉6] ,02㊉，2，…，4㊉，n >，

-ifl = ＜ 〜% ,〜%，…，~心 ＞，

可以验证： ＜犷，* ,㊉,符合条件(/)~条件(“4)，故可构成布尔代数。

本章小结

本章介绍了格与布尔代数，介绍了偏序集中特殊元素的概念，包括最大元素、最小元 

素，及判别和计算这些特殊元素的方法。对于偏序集中两个元素的子集，要能正确识别是否 

存在最小上界及最大下界。本章重点介绍了分配格及有补格，介绍了补元的概念及计算补元 

的方法。

习 题

一、单项选择题

1.下列各集合对于整除关系都构成偏序集，不能构成格的集合是 O
A. = 51,2,3,4,5} B. L2 = (1,2,3,6,121

C. L3 = {1,2,3,4,6,9,12,18,36} D. £4 = (1 ,2,22 ,24 ,|

2.设＜£,W ＞是一个格，公式aA(aVb) W。的对偶公式是 o
A. (aAa)V(aA6)＜a B. 6A(6Va)＜6
C. aV(aA6)Wa D. a\] {a l\b) ＞ a

3.设＜£, W ＞是一个有界格，下列叙述中，正确的是 o
A.每个元素都有补元

B.每个元素都没有补元

C.最多有一个元素有补元

D.至少有两个元素存在补元

4.设＜ £, W ＞是一个有界分配格，a是L中的一个元素，下列叙述中，正确的 

是 O
A. a的补元一定存在

B.。的补元可能有多个

C.若。有补元，则一定唯一

D.若。有补元，则一定有多个

二、填空题

1 .设＜"W ＞是一个格，公式(aAa) V(aA6)W。的对偶公式是。

2 .设 A,V,',O,1 ＞ 是布尔代数，对 Vg, b gB, aV(a'Ab)=。

三、简答题

1 .设 [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12] , ＜L,W＞ 是偏序集，W 定义为：对于叫， 

敢“，口1 W/l2当且仅当%是n2的因子。问“，W ＞是否为格？

2 .试举两个含有6个元素的格，一个是分配格，另一个不是分配格。
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3 .给定如下图所示的有界格，它是否是有补格。

4 .给定有界格如下图所示，回答以下问题。

(1)。和/的补元素分别是哪些元素？

(2)该有界格是分配格吗？

(3)该有界格是有补格吗？

四、证明

1 .证明：在有界分配格中，所有具有补元的元素构成一个子格。

2 .证明：设<4, W>是分配格，它的任意子格仍是分配格。

3 .设格 <£,A,V > 是分配格，对 Va, b, c wL,如果 °Ac=6Ac, aV c =b\c,则有



第8章图

【学习目标】

i .熟记图中各术语的定义和各个基本概念，例如完全图、连通图、补图、子图、图的 

连通性及连通分量、通路等。

2 .掌握图的邻接矩阵的表示方法，了解连通矩阵。

【教师导读】

图的定义和图中的一些基本概念是本章及下一章内容的基础，务必熟记。在此基础上， 

对各种特殊图的定义、相关的性质以及判别方法要重点掌握。

理解图的连通概念。

熟练掌握图的邻接矩阵表示法，对于任意给定的一个图，能够求得其邻接矩阵；对于任 

给的一个邻接矩阵，也能画出对应的图形。

能够从邻接矩阵中求出图的相关属性。

【建议学时】10学时

图是一种重要的结构，这里它不是几何学中所讨论的图形，而是表示客观世界中对象之 

间关系的一个数学抽象。研究图的相关的理论称为图论。图论最早起源于一些关于数学游戏 

以及难题的研究，1736年瑞士数学家欧拉（L. Euler）发表了第一篇图论的论文，解决了著 

名的哥尼斯堡七桥问题。数学家们经过多年努力工作取得了很多的成果，在此基础之上, 

1936年科尼格（Kbnig）发表了第一本图论著作，从此建立了较完整的图论体系。图论在计 

算机科学的各个方面都得到了普遍关注和应用，有很多问题都可抽象为图，例如可用图来表 

示计算机网络、城市交通问题等。

8.1 图的基本概念

我们用图来表示对象之间的联系，其中对象表示为顶点，它们之间的联系表示为边，至 

于顶点的位置及形状、边的长度及粗细都是无关紧要的。顶点也称为结点。

定义8.1 一个图包含两部分，一部分是顶点，一部分是边。一般地，图用G = （P,E） 
来表示，其中V是非空有限顶点集，E是边集，E中的每条边都是V中某一对顶点间的连 

接。当顶点分别是〃、”时，连接这两个顶点的边可以表示为一个二元组（叫。）或是 <孙” 

> ,有时也将边称为顶点的有序对。

图G = （V,E）中，顶点总数记为I VI ,边的总数记为I EI。如果图中边的数目较少 

（相对于顶点数来说），图称为稀疏图。特别地，一条边也没有的图称为零图。反之，边数 

较多的图称为密集图或稠密图。仅有一个顶点的图叫做平凡图，平凡图必为零图。

图G中的边（〃,”），既可以表示从〃指向”，也可以表示从指向〃。有些情况下，可 

以限定图中边的方向。当图中的边限定为从一个顶点指向另一个顶点时，这样的边称为有向 

边，也称为弧；不限定方向的边称为无向边。实际上，一条无向边可以看成是两条方向相向 
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的有向边。组成有向边的二元组是有序的，而组成无向边的二元组可以看成是无序的。例如 

有向边（孙。）表示从顶点〃指向顶点。的边，它与有向边（。，〃）不同。对于有向边（孙。）来 

说，n称为弧尾或起点，。称为弧头或终点。弧的方向是从“指向。。而无向边（叫。）既可以 

表示从顶点〃指向顶点%也可以表示从顶点。指向顶点孙 无向边（孙。）与无向边（&,"）是 

等价的。

图中的边均为有向边的图称为有向图。如果图中仅含有无向边，这样的图称为无向图。 

如果一个图中既含有有向边，又含有无向边，则可以将其中所有的无向边表示为对应的有向 

边，从而图成为有向图。

例8.1图8.1中分别表示了一个无向图和一个有向图。其中6是无向图，含有5个顶 

点，7条边。G?是有向图，含有3个顶点，6条边。

以 C?为例，其边集 E（G?） = |（A,B）,（A,B）,（A,C）,（A,C）,（^,C）,（C,B）|o

图中每条边都与两个顶点相关联。对于无向边来说，这两个点是可以互换的，例如图 

C］中，边（0,2）也可以写成（2,0）。而有向边的两个顶点是有序的，例如图G2中，（8,C） 
和（C,B）分别代表两条不同的边。

图中任意两个顶点之间可以存在任意条边，包括没有边及多条边。两个顶点间多于1条 

的边称为多重边或平行边，边数称为边的重数。特别地，顶点到自己也可以存在一条边，这 

样的边称为环。含有多重边的图称为多重图，不含多重边及环的图称为简单图。在多重图 

里，允许两条或多条边连接同一对顶点。

例如图G］中，顶点0上有一个环。顶点1和顶点2之间没有边；图中，顶点4与顶 

点3之间、顶点4与顶点C之间都存在多重边。顶点8和顶点。之间虽然也有两条边，但 

它们不属于多重边，因为它们是不同方向的，分别是8到。的一条边及C到5的一条边。

在图C=<匕£>中，若I VI =n（n>0）, C称为几阶图；若E = 0,称图G是九阶 

零图。

同一条边连接的两个顶点称为边的端点，这两个端点互称为邻接点，此时，边与顶点之 

间称为相关联。

定义8.2设无向图C=<P,E>,顶点”。£丫）关联的边数称作该顶点的度数，简称 

为度，记为deg⑴。

对图C中的顶点也若deg”）=0,则。称为弧立点；若deg（。）=1,则。称为悬挂点； 

若&有环，则计算度时使deg"）增加2；若deg”）为奇数，称。为奇顶点或奇点；若
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deg”)为偶数，称i为偶顶点或偶点。

定理8.1图G=＜F,E＞中，顶点度数总和等于边数的两倍，即

£ deg(v) = 2 I E I 0
veV
证明：对任意图G=＜V,E＞,设展1%,与，E中的每条边(%,%), 

使以和%的度分别加1,即使总度数增加2,因此图G中所有顶点的度数之和为边数的两倍。

证毕

例8・2 —个具有10个顶点而且每个顶点的度均为6的图，有多少条边？

解：顶点度之和=10*6=60,故21 E\ =60, I E\ =30,图中共有30条边。

定理8.2对任意的图C,奇顶点必为偶数个。

证明：设图G=＜匕E＞,匕为奇顶点集，/为偶顶点集，则 

£ deg(Q = £ deg(v) + £ deg(v) = 2 I E I 
v eV v e VY v e V2

因为2 deg(v)是偶数之和，必为偶数。21 El也是偶数，故X &g(。)必为偶数。
v G.V2 v e V)

而£deg")是奇数之和，因为结果为偶数，则数的个数必为偶数，即I匕I是偶数。证毕 
veVx

定义8.3设G=(匕E＞是一个有向图，以顶点。为起点的有向边的个数称为。的出 

度，记为deg+(°)；以顶点。为终点的有向边的个数称为。的入度，记为degF")。顶点的 

出度与入度之和就是该顶点的度数，即deg(o) =deg+(o) +deg与人。

例8.3求出图8.1所示的有向图仇中各顶点的入度和出度。

解：各顶点的出度：

deg+ (A) =4, deg + (B) = 1, deg+ (C) =lo
各顶点的人度：

deg- (A) =0, deg' (B) = 3, deg - (C) =3O
定理8.3在有向图中，所有顶点的入度之和等于所有顶点的出度之和。

证明：对任意有向图C=,设展|%,。2，・一，%｝，。为£中的任一条有向边， 

不妨设e=(以冯)，它使4的出度加1,而使%.的入度加1。故所有顶点的出度之和等于有 

向边数，同时，所有顶点的入度之和也等于有向边数。故所有顶点的入度之和等于所有顶点 

的出度之和，其值为有向边数。 证毕

例如，图8.1所示的有向图G2中，所有顶点的入度之和为6,所有顶点的出度之和亦为 

6,这个数也是图中边的数目。

定义8.4设含几个顶点的简单无向图C=(匕E＞中，若每个顶点都与其余的几-1个 

顶点邻接，则称G为儿阶(无向)完全图，记作降。

定义8・5设含〃个顶点的简单有向图G= ＜匕后＞ 中，若每个顶点都邻接到其余的 

儿-1个顶点，则称G为几阶有向完全图。

显然，〃阶(无向)完全图中共有町■条边，孔阶有向完全图中共有八(。-1) 

条边。

图8.2给出了八阶(口＜6)完全图示例。
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图8.2九阶(n<6)完全图

定义8.6设C= < 匕后 > 是几阶无向简单图， 

以P为顶点集、所有属于熊但不属于G的边为边集 

所构成的图，称为C相对于簿的补图，简称为G的 

补图，记作现

例如，图8. 3所示的G1和C2互为补图。

定义8.7对于无向图G=<匕E> ,记

A( G) = max j deg(。)I v eV),

5(G) = min ( deg(v) I v eV\ ,
称A(G)为图G的最大度，称6(G)为图G的最小度。

定义8.8在无向图C=〈匕E>中，如果每个顶点的度都是" 则图C称为展正则图。

例如，除是九-1-正则图，因为每个顶点的度均为n-1。图8.3中的图Ci和图都是 

2-正则图。

定义8.9设图C=如有图0二<Vf,Ef> ,且。q&V匕匕则称。是G的 

子图。如果G的子图包含C的所有顶点，即『二匕 则。称为G的生成子图。

例8.4分析图8.4所示的几个图之间的关系。

图8.4子图示例
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解：图6、图。2、图和图都是图C的子图，其中，图G］是图G的生成子图。图 

G5不是图G的子图。特别地，图C］与图G一样，也是子图。

此外，图是图C］和图的子图，且是图的生成子图。图是图C1的子图。图G4 
是图之、图G?和图G5的子图，图G4不是图C］的生成子图，是图G?和图的生成子图。

将这些关系总结在表8.1中，对应每一个图，前一列表示子图关系，后一列表示生成子 

图关系。

表8・1图8.4中各图之间的关系

G G G?

子图
生成 

子图
子图

生成 

子图
子图

生成 

子图
子图

生成 

子图
子图

生成 

子图
子图

生成 

子图

G V V V V
Gi V V V 7
Ci 7 V V V V V

V V V V
V V V V V V V V

仁5 V V

定义8.10设图C1二〈匕，M >及图G2=<%, % >，如果存在——对应的映射力 

匕一力，使得V%/匕且（以，％.） 国,当且仅当（/（%）,/（%.）） £&，并且（%，%） 

与（/（%）,/（%））的重数相同，则称斫与G?是同构的，记作C1之G?。

图仇与图C?同构的充要条件是：图5与图的顶点和边分别存在一一对应且保持关联 

关系。可以将定义8. 10中的无向边改为有向边，从而定义两个有向图的同构。

定义8.11图C=<匕E>,若C/口则称图C为自补图。

例如图8. 3中的两个图C］和G2是同构的。因为它们也互为补图，所以是自补图。能构 

成自补图的必要条件是，其对应的完全图中的边数必为偶数。例如，3个顶点的完全图中所 

含的边数为3,是奇数，意味着不存在3个顶点的自补图。6个顶点的完全图中所含的边数 

为15,所以也不存在6个顶点的自补图。

8.2 图的连通性

定义8.12给定图C=<P,E>, C中顶点与边的交替序列Tj。3%%…%匕称为联 

结气到匕的通路,其中先是关联顶点外一与气的边，即% =（*，匕），”1, 2, •••, n, 

必。和陶分别称作厂的起点和终点，厂中边的条数〃称为通路的长度。当以。二叱时，T称作 
回路。若厂的所有边均不相同，则「称为简单通路。当简单通路的起点与终金相同时，r 

称为简单回路。若简单通路r的所有顶点不同（除起点和终点可能相同外），则r称为初 

级通路或路径。若初级通路的起点与终点相同时，称为初级回路。

对于简单图来说，只使用顶点序列即可表示一条通路。通路r二的长度 

为几。
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例8.5根据图8.5,举出通路、回路、简单通路、初级回路等例子。

解：在图8.5所示的图中，

通路：a, d, e, b, a, e, /, c, b, f, c, d 
是长度为11的通路，但不是简单通路，因为边 

（7,c）出现两次；

a, b, e, d是长度为3的通路，且是简单 

通路；

回路：b, c, y, e, b, f, e, b是长度为7的 

回路，但不是简单回路，因为其中含有重复 

的边；

简单通路：a, d, c, f e是长度为4的简单通路，也是初级通路；

初级回路：6, c, /, e, 6是长度为4的初级回路。

定理8・4若无向图G= ＜匕9＞中每个顶点的度数至少为2,则C包含一条初级回路。 

证明：若图C包含环或多重边，则定理结论成立。

若图G= ＜匕E＞是简单图，C中每个顶点的度数至少为2,表明每个顶点都至少存在2 
个不同的邻接点。

在图中任取一个顶点外,从如开始构造初级回路的顶点序列，用集合5保存这些顶点。 

初始时，从%的邻接点中任取一个顶点%加入S中，因为C是简单图， 

S = {%，01 } 0
因为%的度至少为2,故除％外%还有其他的邻接点，设为。2。若。24，则S内的顶点 

已经构成初级回路。否则，继续这个过程，选择与的除％外的一个邻接点。

一般来讲，当选择到顶点%（，21）时，它的相邻顶点除外，必可选另一顶点％ 

若%+ 1eS,不失一般性设q+ i=以，则得到通路（％, %,…，吗，4 + 1，…4 + 1 = 
以），其中从以到队的顶点序列（以，“ + 1，…，叽）即是初级回路，因为除以外，S中的其 

他顶点均不相同。若q+ ieS,则得到（%, %,…，%, 4 + 1）,继续选择4 + 1的邻接点％+2 
并判断其是否属于S中。因C中只有有限个顶点，故这个过程不会无限进行下去，必在某 

一步时新选中的顶点已属于S。此时，初级回路即已得到。 证毕

定义8.13在无向图G中，顶点〃和。之间若存在通路，则称顶点〃和顶点。是连通 

的。若图G中任何两个不同顶点都是连通的，则称G为连通图，否则称G为不连通图。

无向图顶点之间的连通性，是顶点集之间的一个等价关系。以R表示顶点之间的连通 

关系。在G= 中，对任意的顶点u eV, 〃到u之间是连通的，即uRu。故R是自反 

的。对任意的顶点〃，。eV,若uRv,表明〃到。之间存在通路，这条通路也是。到〃的通 

路，即成”，故R是对称的。又对任意的顶点〃，V, w eV,如果〃及且成明可推出〃到必 

也存在通路，即点％因此夫在P上是传递的。所以连通关系R在顶点集U上是等价关系。

对应于这个等价关系，必可对顶点集作一个划分，把顶点集P分成匕，力，…，（个 

子集（划分块），使得两个顶点%•和以是连通的，当且仅当它们属于同一顶点集匕中。子图 

G（《），G（V2）9…，G（乙）称为图（G）的连通分支或连通分量。G的连通分支数记为 

卯（C）。实际上，C= ＜V, 的一个连通分量构成图G的一个极大连通子图。所谓图G的 

极大连通子图C'是指，该子图我是连通的，且将C・G，中的任何元素加入。得到的新图都是 
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不连通的。特别地，对于连通图G,它的极大连通子图即是图本身。不连通的图是2个或2 
个以上的连通分量的并，图的任意两个连通分量都没有公共的顶点及边。

定理8.5设C=I VI=〃，若从顶点〃到。（〃工。）存在通路，则从〃到① 

必存在长度小于或等于的一条通路。

证明：设G中有一条长度为/的路，记为厂=%6遥遇2・・・6m（% =〃，叼="），分以下两 

种情况讨论。

若/这几-1,则「满足要求，定理成立；

若/此时路不上的顶点数大于G中的顶点数。于是必存在上s, Owk＜sWl, 
使q="，厂的形式为：「二 %ei%e2…〃以〃+14 + 1…与44+1% + 1・・・立力

因为 % ="，所以 r 也可表示成：r =vQelvie2---ekvkek +iVk + l--esvkes +1vs + l---elvl
即在r上存在心到自身的回路Cks=vkek+ivk + l-esvko在F上删除 愿上的一切边及除 

以外的一切顶点，得到：「1二%6"02…〃+14 + 1…e”], 却仍为〃到。的路，且长度至少 

比r减少1。若加还不满足要求，则重复上述过程。由于C是有限顶点数，故经过有限步 

后，必得到U到。长度小于或等于n-1的路。 证毕

推论8.1：在一个几阶图中，若从顶点口到“〃片。）存在路，则从〃到。存在长度小于 

或等于"-1的初级路。证明略。

无向图的连通性，不能直接推广到有向图。在有向图＜匕七＞中，从顶点〃到。有 

一条路，称从〃到。可达。

可达性是有向图顶点集上的二元关系，它是自反和传递的。但一般它不是对称的，故可 

达性不是等价关系。

定义8.14在简单有向图G中，任何一对顶点间至少有一个顶点到另一个顶点是可达 

的，则称这个图是单侧连通的。如果对于图G中任何一对顶点，两者之间是相互可达，则 

称这个图是强连通的。如果在图G中，略去边的方向，将它看成无向图后，图是连通的， 

则该图称为弱连通的。

图8. 6a是一个强连通图，而图8. 6b是一个弱连通图。其中仅有顶点1和顶点5存在到 

其余所有各顶点的通路，顶点2、顶点3和顶点4作为起始点都有不可达的顶点，实际上从 

这三个顶点均不能到达顶点1和顶点5。

图8.6有向连通图

定义8.15设无向图G=（匕E＞为连通图，对任意的顶点边£匕 若删除切及与加相 

关联的所有边后，无向图不再连通，则仞称为割点。
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定义8.16设无向图C= ＜匕£＞为连通图，若存在点集匕uK当删除匕中的所有顶 

点及与匕中顶点相关联的所有边后，图C不再是连通的；而删除了匕的任何真子集彩及与 

匕中顶点相关联的所有边后，所得到的子图仍是连通图，则称匕是G的一个点割集。

定义8.17设无向图C=〈匕为连通图，对任意的边eeE,若删除e后无向图不再 

连通，则e称为割边，也称为桥。

定义8・18设无向图G=〈匕为连通图，若有边集当删除外中所有边后得 

到的子图是不连通图；而删除了 4的任一真子集心后得到的子图是连通图，称均是G的一 

个边割集。

无向连通图G二＜P,E＞的点割集为匕，边割集为号,则子图C-项所含的连通分量个 

数必为2,而子图C-匕中所含的连通分量的个数不能确定。

例8.6求出图8. 7所示图G的割点和割边。

图8. 7 图G

解：图G的割点是b,c和e。删除这三个顶点中的任意一个，都使得图G不再连通。 

图C的割边是（a,6）和（je）。删除（a,b）或（je） , G不再连通。

8.3 图的表示

定义8.19设图G=＜V, E＞, {%, 牡，…，。"，则〃阶方阵/ = （%）称为G
的邻接矩阵，其中，与为图G中从%到南的边的数目。

例8.7图8. la的邻接矩阵为：

M(G)=

0
0
0
0
1

1
0
0
1
1

1
0
1
0
1

0\
1
1
1

0>

0
1
1 

＜0
对于无向图C,如果G中含有边（匕，%）, 且边的重数为J则M［口 ［j］为〃由于边的 

无向性，此时［订亦为Z,即M［订［j］ =M［刃［口，邻接矩阵是对称矩阵。但对于有向 

图，这个结论不成立。有向图中，边（以必）与（%,"）未必同时存在或同时不存在，故般［订 

［月与［订的值不一定相等。

特别地，对于简单图，邻接矩阵M可定义如下：

1,若（%,%） eE」WiJWn

0,若（%,%） 的E,lWi,jWn
M，] [j]=
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简单图的邻接矩阵是布尔矩阵。借助布尔矩阵，可以很容易求简单图中各顶点的度。对 

于无向图G,邻接矩阵，行或，列中非零元素的个数即为顶点%的度。对于有向图G,邻接 

矩阵，行中非零元素的个数为顶点外的出度，而，列中非零元素的个数为顶点4的入度，，行 

非零元素的个数加上，列非零元素的个数为顶点心的度。

由邻接矩阵可以计算任意两顶点之间的通路数目。对于布尔矩阵/，定义它的哥二 

MxM9其中“x”是矩阵乘法。(^>1)o

定理8.6设M是几个顶点的简单图C的邻接矩阵，M= g?)是M的上次幕，则 

在中的(肌尸)等于顶点%和％.之间长度为k的通路的数目。证明略。

例8.8在图8.5所示的图中，顶点。到顶点d之间长度为3的通路有多少条？

解：先写出图8. 5的邻接矩阵M：

(0 1 0 1 1 0)
1 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1

M =
1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 1

<0 1 1 0 1 0>
计算V和"：

(31212 2、 ,4 9 4 7 7 5、

14 13 2 2 9 6 9 4 10 7
2 13 0 3 1 4 9 2 8 4 7

M2 = M3 =
1 3 0 3 1 2 7 4 8 2 9 4
2 2 3 1 4 1 7 10 4 9 6 9
,22121 3； <5 1「7 4 9 4,

顶点。到顶点d之间长度为3的通路数=〃3口][4]= 7,即满足要求的通路有7条，分

别是：a,b,a,d； a,e,(z,d；a,d,a,d； a ,b ,c ,d； a,b,e ,d； a ,d,c9d； a 9d,e,d o

有时需要判断从4.到％•之间是否有通路存在，而不在乎两顶点之间通路的数目，为此可

把上述矩阵改成路径矩阵。

定义8.20设C是含n个顶点无多重边的图，定义九阶方阵P(G) =(PQ为路径矩 

阵，其中

fl,若为与％.之间至少存在一条通路, 

10,若％与%不存在通路。

路径矩阵亦称可达性矩阵，可达性矩阵表明了图中任意两个 

顶点间是否至少存在一条路，以及在任何顶点上是否存在回路。

一般来讲，可由图C的邻接矩阵A得到可达性矩阵尸，即设 

%=4+1+…+矛，再从之中仅将不为零的元素改换为1,由 
此得到可达性矩阵。

邻接矩阵及可达性矩阵概念，可推广至有向图。

例8.9设有图8.8,试求尸(G)。

解：
图8. 8 图G
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G的邻接矩阵为

rO
0
1

J
(2 2 0 0\

2 2 0 0
0 0 2 2

<0 0 2 2)

M 二

0 1 1\
0 1 1
1 0 0
1 0 0>
0 4 4\
0 4 4
4 0 0
4 0 0>

0\
0
8
8>

(8 8 0
4 8 8

M4 =
0

0 0 8
<0 0 8

/10 10

b4 =m + m2 +m3 +m4 = 10
5

5 5 \
5 5
10 10
10 10>5 5

/I 1
1 1

1 1\
1 1

P(C)=
1 1 1 1

<1 1 1 b

本章小结

图论是离散数学中非常重要的一个部分。本章介绍了图的基本概念和基本性质，介绍了 

图的连通性及其判别方法，介绍了图的表示方法。

习 题

一、单项选择题

I .无向简单图G= <V,E> , {%,与，%,少4，%}，则I El的值最大是 o

A. 8 B. 10 C. 12 D. 16
2 .无向简单图C= <匕£>严={v19v2,v39v4,v5\ f则A(G)的最大值是。

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4
3 .无向简单图G= <V,E>如图8.9所示，顶点A到顶点E间长度为3的通路条数 

为 O

图8. 9 图G

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4
4 .无向简单图G中有14条边，2个度为4的顶点，5个度为3的顶点，其余顶点的度 
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均小于3 ,则G中所含顶点数至少是 o

A. 9 B. 10 C. 11 D. 12
5 .若无向图C= 的邻接矩阵为M, c中长度为3的通路总数是 ,

(00110)

0 0 0 0 1
M(G)= 10 0 11

10 10 1
<0 1 1 1 0>

A. 12 B. 42 C. 64 D. 84
二、填空题

1.具有10个顶点的无向图，边的总数最多为________

2.在几个顶点、e条边的无向图中，连通分量个数最少为 o

三、简答题

1 .画出所有含5个顶点、3条边的简单无向图。

2 .给定如图8.9所示的图G二<V,E>,求出C中从4到E的所有初级路。

3 .给定如图8. 9所示的图G= <V,E> ,求出G中从4到4的所有初级回路。

4 .试给出一个5个顶点的自补图。

5 .是否有3个顶点或4个顶点的自补图。

四、证明

1 .设无向简单图C= <匕£> , I VI =9,A(C) = 6,b(C) =5。证明：G中至少有5个6 
度顶点或至少有6个5度顶点。

2 .证明：无向简单图G=V匕E>中，A(G) < I VI o
3 .设G = <匕E>, I VI=n，IEI ="+ 1。证明：C中至少有一个顶点的度23。

4 . 3度正则图必有偶数个顶点。

5 .证明：在任何有向完全图中，所有顶点入度的平方和等于所有顶点出度的平方和。

6 . 一个图是自补图，其对应的完全图的边数必为偶数。

7 .证明：e是割边，当且仅当e不包含在G的任一回路中。

8 .证明如果有向图或无向图在两个顶点u,v间有一条通路，则u,v之间存在一条简 

单通路。



第9章图的应用

【学习目标】

i .理解欧拉通路、欧拉回路及欧拉图的概念，掌握判定图是否含有欧拉通路、是否为 

欧拉图的充分必要条件。

2 .理解哈密顿路、哈密顿回路及哈密顿图的概念，能够找出图中存在的哈密顿路、哈 

密顿回路。掌握判断图是否具有哈密顿路与哈密顿回路的充分条件和必要条件。

3 .能够使用哈密顿回路概念解决某些实际问题。

4 .理解平面图的概念，掌握欧拉公式，掌握平面图的判别方法。

5 .理解图的同构、同胚的概念。

6 .理解树的概念及基本性质。

7 .理解生成树的概念，掌握求生成树及最小生成树的方法。

8 .理解二叉树的概念，掌握二叉树的遍历方法。

【教师导读】

本章在前一章介绍了图的基本概念的基础之上，进一步地介绍了图的一些重要应用，包 

括欧拉图、哈密顿图、平面图及树等。

学生应深刻理解基本概念，并灵活运用一些基本原理。能够基于基本概念及相应的条件 

判断图是否是欧拉图或是哈密顿图，并能够基于哈密顿回路的概念解决一些实际问题。

学生要掌握平面图的概念，熟悉两种典型的非平面图，在此基础上能够正确判断给定的 

图是否是平面图。

要熟练掌握树及二叉树的概念，掌握生成树的概念，掌握求解生成树的过程，熟练给出 

二叉树的三种遍历结果。

【建议学时】10学时

早期图论与“数学游戏”有着密切的关系，目前图已经应用于很多领域。在前一章关 

于图的基本概念及表示的基础上，本章将讨论几个比较典型的应用。使用图论解决实际问题 

的一个最经典的著名实例是18世纪大数学家欧拉（Euler）解决的哥尼斯堡七桥问题。

9.1欧拉图与哈密顿图

9.1.1 欧拉图

在德国东普鲁士有一个小城镇，名为哥尼斯堡。城市虽然不是很大，在欧洲乃至全世界 

却是闻名遐迩。它曾经是东普鲁士的首都，德国的文化中心之一。现在是俄罗斯加里宁格勒 

州首府，名字也改为加里宁格勒。两位名人，18世纪的哲学家康德和19世纪大数学家希尔 

伯特都曾在此居住过。城中Pregel河贯穿其中，河中心有两个小岛，在当时有七座桥把两个 

小岛与河的两岸连接起来，如图9.1a所示。日复一日这七座桥上行走过无数行人，在桥上 



147

可以听到悠扬的钟声，同时感受着吹拂自波罗的海的海风。

当地人有一项有趣的休闲活动，就是在周末完成一次走过所有七座桥的散步，每座桥只 

能经过一次而且起点与终点必须是同一地点。这个问题如此的简单，可是一天天过去了，全 

城竟然没有人能够做得到。这就是著名的哥尼斯堡七桥问题。

1736年欧拉访问小城，对这个问题颇感兴趣。他用图来表示Pregel河附近的地形，把 

每一块陆地考虑成一个点，连接两块陆地的桥以边来表示。如图9. 1b所示。

a）哥尼斯堡镇的七桥

图9.1七桥问题

于是哥尼斯堡七桥问题可以描述为：在图9. 1b所示的图中，从任何一点出发，能否通 

过每条边一次且仅一次回到出发点。

与哥尼斯堡七桥问题非常相似的一个问题是中国古代的“一笔画问题”，即要求用笔连 

续移动，不离开纸面且边不重复地画出图形。

欧拉通过对七桥问题的研究，在1736年发表了论文，不仅圆满地回答了哥尼斯堡居民 

提出的问题，而且得到并证明了更为广泛的有关一笔画问题的三条结论，人们通常称之为欧 

拉定理。欧拉的这篇论文是图论方面的第一篇论文。论文中对问题的解决方法为近代数学一 

个重要分支一一拓扑学奠定了重要的基础。

根据图中各顶点度的奇偶性将图中全部顶点分为奇点或偶点，度为奇数的顶点为奇点， 

度为偶数的顶点为偶点。如果图中所含顶点全部是偶点，则可以一笔画出，并且不限出发 

点。如果图中含有两个奇点，则从其中的一个奇点出发，可以一笔画出这个图形，并且在另 

一个奇点处结束。如果图中所含的奇点个数多于2个，则不能一笔画出该图形。

由于是对无向图进行讨论，所以可以知道，奇点的个数一定为偶数个，不存在奇数个奇 

点的图形。

再来看图9. 1b所示的图形，图中全部的4个顶点均为奇点，所以不能一笔画出这个图 

形，也就是说找不到一条路线可以经过所有的桥并且只经过桥一次。难怪那么长时间都没有 

人给出解答。

定义9.1在连通图C中，经过G中每条边一次且仅一次的通路，称为欧拉通路或欧拉 

路；若欧拉通路为回路，则称为欧拉回路。具有欧拉回路的图称为欧拉图，含有欧拉通路但 

没有欧拉回路的图称为半欧拉图。

定理9.1无向连通图G是欧拉图的充分必要条件是G是连通的且无奇点。

证明：必要性 设C是欧拉图，。是C的一条欧拉回路，不妨设C=〃61%62。2・""送" 

（当i为时十声与），对于C的内部顶点必（1这运n-1）,它在C中的每一次出现，都会有 

两条与它关联的边出现在C中，因C是欧拉回路，所以这两条边不能重复，即内的度增加 

2O对于C的端点〃，与和分也使〃的度增加2。因为C中含有图C中的所有边，所以G的 



148

所有顶点的度均为偶数。故G没有奇点。

充分性 设G是无向连通图，且没有奇点，由定理8.4可知，G中必存在回路，设 

为以

若C中已经包含图G中的所有边，则C已是欧拉回路，结论得证；若C不是欧拉回路, 

删除C中的所有边，及与剩余边所组成的图不连通的顶点，得到图G］。因为G是连通的， 

所以。与仇一定存在公共顶点，不失一般性，设为九

在a中，从。开始继续构造回路，设为G，将G加入到C中，此时回路中包含了G中 

更多的边。继续这个过程，直到G中所有的边都加入到。中为止。由此得到一条欧拉回路, 

即图C是欧拉图。 证毕

定理9.2无向图C具有一条欧拉通路的充分必要条件是G是连通的且恰有两个奇点。

证明略。

例9.1在图9.2所示的各无向图中，哪些具有欧拉回路？在没有欧拉回路的图中，哪 

些具有欧拉通路？

图9. 2欧拉通路示例

解：G］具有欧拉回路，例如a,e,c,d,e,6,a是一条欧拉回路。实际上，图G1中各顶点都 

是偶点，从任意一个顶点出发，都可找到欧拉回路。

C2没有欧拉通路。图中，o,6,c,d的度均为3,它们4个都是奇点，所以不存在欧拉通 

路，进而也不存在欧拉回路。

G3中，。和b的度均为3,是奇点，其余3个顶点都是偶点，所以它存在欧拉通路。例 

如a,jd,e,6,d,a,b是一条欧拉通路。若图中存在奇点时，欧拉通路必须从奇点开始，到另 

一个奇点结束，故G3没有欧拉回路。

一笔画问题可以归结为求图的欧拉通路 

问题。判定一个图G是否可以一笔画出，与 

判定该图是否具有欧拉通路或是欧拉回路的 

条件是一样的。

定理9.1中充分性的证明过程，实际上 

就是寻找图的欧拉回路的方法。通过例9.2 
来说明这个过程。

例9・2寻找图9.3所示的短弯刀的欧拉 

回路。

图9. 3穆罕默德短弯刀
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解：在图9.3中，所有点都是偶点，所以必存在一条欧拉回路。

先从任意一点开始，寻找图中的一条回路匕，例如1,2,4,3,2,5,9,6,5,1。

从图中删除回路？中的所有边，在得到的剩余图中，继续寻找回路。2,注意回路尸2的 

起始点必须是？中的顶点，例如顶点4,尸2为4,7,8,10,9,8,11,7,6,4。再删除P2中的所有 

边。若还有边剩余，则继续这个过程，直到图中没有边剩余为止。

此时，图中的某条边必含在某个回路中，例如本例中，所有的边都含有两个回路Pi和 

尸2中。将这两个回路在公共顶点处拼接起来，即可得到欧拉回路。

P1： 1,2,4,3,2,5,9,6,5,1, P2 ： 4,7,8,10,9,8,11,7,6,4,它们的公共顶点是 4,拼接 

后得到欧拉回路为：1,2,4,7,8,10,9,8,11,7,6,4,3,2,5,9,6,5」。

欧拉通路和欧拉回路的概念，可以推广到有向图中。

定义9.2给定有向图G,通过图中每条边一次且仅一次的一条单向通路（回路）称作 

单向欧拉通路（回路）。

定理9.3有向图C具有一条单向欧拉回路，当且仅当图是可达的，且每个顶点入度等 

于出度。一个有向图G具有单向欧拉通路，当且仅当它是可达的，而且除两个顶点外，每 

个顶点的入度等于出度，而这两个顶点中，一个顶点的入度比出度大1,另一个顶点的入度 

比出度小1。

证明略。

9.1.2哈密顿图

欧拉路的条件是经过图中每条边一次且仅一次。与此非常类似的是哈密顿路。

定义9.3给定无向图C,若存在一条路L,经过图中每个顶点一次且仅一次，则£称 

为哈密顿路，简称为H-路；若存在一条回路C,经过图中的每个顶点一次且仅一次，C称 

作哈密顿回路，简称为回路。具有哈密顿回路的图称作哈密顿图，简称为史图。

例9.3今有。,6,。#,6,/超共7人，已知下列事实：

a会讲英语；

6会讲英语和汉语；

c会讲英语、意大利语和俄语；

d会讲西班牙语和汉语；

e会讲德语和意大利语；

了会讲法语、西班牙语和俄语；

g会讲法语和德语。

这7个人将围圆桌而坐，试问应如何安排座位，才能使每个人和他身边的人交谈？

解：题目中所给的7个人及他们各自所掌握的语言情况列在表9.1中。

表9.1语言事实表

英语 汉语 意大利语 俄语 西班牙语 德语 法语

a V

b V V
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(续)

英语 汉语 意大利语 俄语 西班牙语 德语 法语

C V V V
d V V
e V V
f V V V

g V V

可以使用一个图来表示7个人及他们掌握的语言，以 

顶点表示人，有共同语言的两个人之间添加一条边。

设无向图0= < V,E > ,其中

V = j a,b,c,d,e,f,g\ , E = \ (u,v) I u,v eV,且 u 和 o 
有共同语言｝。如图9. 4所示。

安排座位就是寻找图9.4的一条哈密顿回路。例如回 

路a,b,dj,g,e,c,a满足要求。他们交谈使用的语言表示 

如下：。■英语”.汉语-d-西班牙语子法语-g-德语-e-意大 

利语-c-英语・优可知图9.4是哈密尔顿图。

例9・4在图9.5所示的各无向图中，哪些具有哈密 

顿回路？没有哈密顿回路的图中是否有哈密顿通路？

图9. 5哈密顿图示例

O—0—O

0—0—O—0
c)G3

解：6有哈密顿回路：a,6,c,J,e,ao C2没有哈密顿回路但有哈密顿通路：a,b,c,d。G3 
既没有哈密顿回路也没有哈密顿通路。

欧拉给出了判断图是否是欧拉图的充分必要条件，与此不同，判断图是否为哈密顿图却

没有充分必要条件。有些性质可以用来判断图肯定不是哈密 众

顿图。例如，含有度为1的顶点的图必不是哈密顿图，因为
在哈密顿回路中每个顶点都关联着回路中的两条边。 / ^

定理9.4若图C= <匕E>具有哈密顿回路，则对于顶e千y/
点集P的每个非空子集S,均有卯(C-S)W I SI成立。其中 \ /

即(C-S)表示C-S中连通分量数。 \ /

证明略。 M *
例9. 5分析图9. 6所示的彼得森图的性质。 °。

解：彼得森图不是哈密尔顿图，去掉任何一个顶点。及与 图9.6彼得森图
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。关联的所有边后，得到的图是哈密顿图。

去掉内圈的一个顶点及相关联的边后得到如图9.7所示的图，这是哈密顿图，例如 

b,c,h,j,g,i,d,e,a是哈密顿回路。去掉外圈的一个顶点及相关联的边后得到如图9. 8所示 

的图，这也是哈密顿图，例如人人4,64,0,6处工,/是哈密顿回路。

图9. 7去掉内圈点

读者可以验证，彼得森图满足定理9. 4中关于“卯(C-S)Wl SI ”的条件，但它却不 

是哈密顿图，可见“卯(G-S)Wl SI ”条件不是哈密顿图的充分条件，而仅仅是它的必要 

条件。

对于一个图。是否存在哈密顿回路，目前还无充要的判别准则。下面我们分别给出无 

向图具有哈密顿路与哈密顿回路的充分条件。

定理9.5 设G具有几个顶点的简单图，如果G中每一对顶点度数之和大于等于几-1, 
则在C中存在一条哈密顿路。

证明略。

定理9.6设C是具有几个顶点的简单图，如果C中每一对顶点度数之和大于等于心 

则在G中存在一条哈密顿回路。

证明略。

定理9. 5与定理9. 6都是充分条件而不是必要条件。即满足条件时必存在哈密顿路(回 

路)，但不满足定理条件时，亦可能存在哈密顿路(回路)。

9・2平面图

图的平面性问题在图的理论及应用中具有重要地位，不只有它的理论意义，还有许多实

际应用。例如，单面印刷电路板和集成电路 

的布线问题等。本节只介绍平面图的一些基 

本概念。

定义9.4若一个图G能画在平面S上， 

且使G的边仅在端点处相交，则称图G为可 

嵌入平面S, G称为可平面图，简称为平 

面图。

平面图的子图都是平面图，非平面图的 图9. 9正方体与对应的平面图
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母图都是非平面图。读者可以试着证明这个结论。

例如，图9.9a所示的正方体可以画成图9.9b所示的平面图。所以正方体是可平面图。

并不是所有的图都能嵌入到平面上，例如图9. 10所示的两个图a,3和(就是著名的非 

平面图，无论怎样画，这两个图都不能避免有交叉线。例如，3的另一种画法如图9. 11 
所示，至少有一条线与其他线交叉(虚线所示)。

图9. 10两个非平面图

定义9.5设G是一个连通平面图，G的边 

将C所在的平面划分成若干个区域，每个区域 

称为C的一个面，其中面积无限的区域称为无 

限面或外部面。面积有限的区域称为有限面或 

内部面。包围每个面的所有边组成的回路称为 

该面的边界，边界的长度称为该面的次数。若 

区域记为七 则次数可记为deg(R)。

例如图9.9b共有六个面，其中•一个外部 

面，其他面都是由4条边围成的内部面，它们 

的次数均为4。
图9. 11七,3的另一种画法

定理9.7设连通平面图C,面的次数之和等于其边数的两倍。

证明：对每一条边e,位于e两边的面有以下两种情况：

(1) e的两边都是有限面，或一边是有限面而另一边是无限面，在计算这两个面的次数 

时，e各提供1,总共提供2；

(2) e的两边都是无限面，实际上，两边的无限面是同一个面，在计算包住这个无限面 

的边界时，e出现两次，故计算该无限面的次数时，e提供2。

综上，计算平面图G所在面的总次数时，每条边均提供2,定理得证。 证毕

例如，图9.9b中，边数为12,图中内部面与外部面均为4次，次数和为6x4=24,是 

边数的两倍。

一个图的平面表示把平面分割成一些区域， 

包括一个无界的区域。例如图9. 12所示的图的平 

面表示把平面分割成5个区域。欧拉给出了这些 

区域数、顶点数及边数之间的关系。

定理9.8设有一个连通平面图G,共有几个 

顶点和m条边，其平面表示中共有r个面，则热- 

小+「= 2成立。此公式称为欧拉公式。
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证明：对边数m作归纳法。

当zn=O时，由C的连通性可知，G只含一个孤立点，此时n=1,1 (即只有一个外 

部面)，故1 -0 + 1 =2,结论成立。

设加二乂420)时结论成立，当“二左+ 1时，对G分以下两种情况讨论：

(1)若G为无回路的连通图，任取一个度数为1的顶点。(无回路的连通图称为树，必 

存在度为1的顶点)，删除该顶点及与它关联的边，得到图0二G-。，则5仍是连通的且 

仍是平面图。Gi中顶点数%二八-1,边数叫二小-1,面数不变，q二r。

根据归纳假设nl -mi + fj =2,将几］二九一1, mx =m -1, rx =r代入,得到：(n — 1 ) — 
(7H-1) + r= 2,即：n - m + r = 2O

(2)若G是有回路的连通图，设C为G的一个回路，选。上的一条边e,令G『G-e, 
C2仍是连通的，并且几2=几，m2=m-l , r2 = r - 1,由归纳假设九？ -小2 +「2 = 2,可得

n-(m-l) + (r-l) =2,BP：n-m+r=2o 证毕

例9.6证明当每个顶点的度数大于等于3时，不存在有7条边的简单连通平面图。

证明：设图G是简单连通平面图，有几个顶点，m条边，,个面。

反证法 假设存在满足条件的有7条边的简单连通平面图，由题意可知肌=7,由欧拉 

公式几 + r = zn + 2 = 9 , BP n + r = 9 0
另一方面，每个面至少由三条边组成，故3rW2m,则rW2m/3<5,因为r是整数， 

则Y4。

又对任意顶点。£匕deg(&)，3,则3几近2/n, nW2m/3 ,因为n是整数，则孔近4。

综上，n+r^8,与n+ r=9矛盾。故不存在满足条件的有7条边的简单连通平面图。

证毕

定理9.9设G是一个有。个顶点6条边的连通简单平面图，若。23,则加《3。-6。

证明：设平面图G的面数为r,当。=3,他=2时，皿^3。-6,显然成立。

若加23,则每一面的次数不小于3,由定理9.7,各面次数之和为2m,因此，27nm 3r,
2 、 2

r^—m,代入欧拉公式有2 =v - m + r^v - m + j%

即 一半，6^3v - m, - 6O 证毕

应用定理9. 9,可以判定某些图是非平面图。

例9・7 证明图9. 10b所示的扁不是平面图。

证明：阳图有5个顶点10条边，故3x5-6<10,即九-不成立。因此小不是平 

面图。 证毕

定理9・10设G是一个有”个顶点m条边的连通简单平面图，若。23且没有长度为3 
的回路，则m^2v-40

证明略。

例9.8 证明图9.10a所示的3不是平面图。

证明：因为3没有长度为3的回路，可以应用定理9. 10来证明。

图(,3有6个顶点和9条边，故2x6-4=8,即2。-4/9不成立。因此七,3不是平面 

图。 证毕
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在图9.13a中从左到右变换称消去2度 

顶点切。图9. 13b中从左到右变换称插入2 

度顶点加。

定义9.6如果两个图G］和C2同构，或 

经过反复插入或消去2度顶点后同构，则称 

Gi与G2同胚。

定理9.11 一个图是平面图，当且仅当 

a)消去2度顶点仅

〃 C

-WC

i；0 v c
b)插入2度顶点切

图9. 13处理2度顶点

它不含与治同胚的子图；也不含与3同胚的子图。

证明略。

以上定理称为库拉图斯基定理。

9.3树及其遍历

9. 3.1树的基本概念

树是图论中最重要的概念之一。它在计算机专业中应用广泛，例如，可以用树来构造存储和 

传输数据的有效编码，以及用树来构造成本最低的电缆网络等。本节介绍树的基本知识。

定义9.7 一个连通且无回路的无向图称为树，也称为自由树。

树没有简单回路，所以树中不含多重边或环，任何树都是简单图。树中度数为1的结点 

称为叶结点，度数大于1的结点称为分支点。一个无回路的无向图称为森林，若它的每个连 

通子图都是树。

定理9.12给定图T,有几个结点，则下列命题是等价的。

(1)「是树；

(2) T无回路，且，的任何两个顶点间有唯一一条路；

(3) 丁无回路，且有几-1条边；

(4) T是连通的，且有乃-1条边；

(5) T是连通的，但删去任何一条边后便不再连通；

(6) T无回路，但增加任何一条边，将得到唯一的一个回路。

证明略。

要使含几个顶点的图是连通的，图中所含的边数最少为口-1。这是图连通的必要条件, 

换句话说，少于n-1条边时，图一处是不连通的。实际上，树即满足这个必要条件。少一 

条边，树都不再连通，增加一条边，都会存在回路。

一棵树如图9. 14所示。

定理9・13 若树中结点个数几，2,则树中至少含有两个叶 

结点。

证明：设树T=(匕£>, I W二九22,因为T是连通图，故对

Vv eV,有 deg(iz) >lo
另一方面，由定理9.12知，树中边数为几-1,由定理8.1

可得， 图9. 14 一颗树T
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£ deg(%) = 2(1 VI - 1) = 2n - 2O (1)

若T中没有叶结点，即每个结点度数均大于等于2,则£ deg(外)N 2几。与式 

(1)矛盾。

若T中至多有一个叶结点，即至多有一个结点的度数为1,其他结点的度数均大于等于 

2,则 £deg(内)>2(n-l) +1 = 2n - 1 ,也与式(1)矛盾。

故T中至少有两个结点的度数为1,即树中至少有两个叶结点。 证毕

推论9.1 设G有几个顶点，e条边，/个连通分量，则G为森林的充要条件是 

e = n - w o
证明：必要性 设C是森林，其每个连通分量C,都是树，故由定理9. 12知，

e = 2E(G)= 2 I V( G -) I - w = n - w o 
i

充分性 反证法，若设G不是森林，则C含有回路，从而至少存在C的一个连通分量 

Gj含有回路。对于&来说，E(GD >V(GD -1。对于不含有回路的连通分量Gj, Eg) = V 
(令)

综上，e=Zac。=E(GJ + £ (I MJ) I -1) >几-切，与已知矛盾。故G是森林。 
k

证毕

定理9・14树7的每一个分支结点都是T的割点。

证明略。

定义9.8设G=〈匕E>是无向连通图，若G的生成子图T是一棵树，则称T是G的 

生成树，也称为支撑树。G在T中的边称为T的树枝，C不在T中的边称为T的弦。所有弦 

的集合及其导出的子图称为C的余树。

例如图9. 10a所示的舄,3,其生成树如图9. 15a所示，其余树如图9. 15b所示。

图9.15生成树及余树

一般来讲，图C的生成树可能不唯一，例如，图9. 16a也是3的一棵生成树，对应的 

余树如图9. 16b所示。实际上，当无向连通图本身不是树时，其生成树一定不唯一。

定理9・15连通图至少有一棵生成树。

证明：(1)若G中无回路，则G本身是一棵树，也是自身的生成树。

(2)若图G有回路，则任选G中的一个回路，删除回路中的任一条边得到6。由于删 

除的是回路中的一条边，不影响它的连通性，故C］仍连通，且与C的结点数相同。若之中 

没有回路，则它为G的生成树；若仍有回路，则继续这个过程，再选择一个回路并删除回
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图9. 16生成树及余树

路中的任一条边，直到新得到的图中没有回路时为止。这样， 

最后得到的图既是连通的又无回路，且与图G含有相同的顶 

点，它即为C的生成树。 证毕

定理9. 15中求生成树的方法称为破圈法。实际上，每次 

选择回路时，只需选择简单回路即可，即不含相同边且始点与 

终点相同的通路。

例9.9利用破圈法求图9. 17所示连通图的一棵生成树。 

解：找图G的一个回路，比如48。，去掉其中的一条边

（A, C）,得到图9. 18a。在这个图中再找一个回路，比如去掉边（4, 0）,得到图

9. 18bo继续这个过程，去掉边（C,E）,得到图9. 18c,它即为图C的一棵生成树。

图9. 18采用破圈法求生成树的过程

求解过程中，简单回路的选择是没有次序且任意的。比如本例中，第一次选择的简单回 

路可以是也可以是D4cm，甚至是BDEC48,只要是个简单回路就可以。对于选中 

的简单回路，去掉其中的哪条边都可以。比如本例第一次选中的简单回路中，去掉的是边 

（A,C）,当然还可以去掉（4,5）或是目的就是在保证图的连通性的前提下，尽 

量减去图中的边。

定义9.9设图G=〈匕E〉，对VeeE,指定一个数值孙 称为边e的权。这样的图称 

为带权图，记作6=＜匕&卯＞,其中用是所有边的权组成的有限集。

定义9.10设无向连通带权图＜匕E,W＞ , T是C的一棵生成树，T的各边权值之 

和称为T的权，记作卯（丁）。C的所有生成树中权值最小的生成树称为最小生成树。

下面给出求图C的最小生成树的算法，该算法称为Kruskal （克鲁斯卡尔）算法。

设图G二〈匕心卯〉是无向连通带权图，它有血条边。1送2,各边上的权依次为:
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…，。皿，不妨设由这。2这…这番。

(1)初始准备：将图中的所有顶点加入到生成树T中，但不包含任何的边。此时T中 

仅含有顶点，这些顶点分别自成一个连通分量，连通分量的个数为VI ;
(2)依次检查各边e2,〜，对当前的边ej,如果〃所依附的两个顶点分别位于 

生成树的两个连通分量上，则将〃加入到生成树T中，并令分所依附的两个顶点所在的两个 

连通分量合并成一个，生成树中连通分量的个数减1;如果分依附的两个顶点已经位于同一 

个连通分量上，则舍弃分,再看下一条边分+ 1。当生成树T中含有I VI -1条边时，过程 

结束。此时，原来的I VI个连通分量最终合并成一个。

定理9.16使用Kruskal (克鲁斯卡尔)算法生成的生成树T是最小生成树。

证明略。

例9.10 求图9. 19a的最小生成树。

将G的各边按权值大小排列在表9. 2的第一列中，被选中的情况列在表的最后一列中o 
得到的最小生成树如图9. 19b所示。

表9・2克鲁斯卡尔算法求生成树T的过程

边及权值 选中

<D,E> 2 V
<B,C> 3 V
<A,C > 5 V
<A,B> 7

<A,D > 8 V
<B ,D > 8

<C,E〉 9

当两条边的权值相等时，使用克鲁斯卡尔算法生成的生成树可能不同。在例9. 10中，将权 

值同为8的两条边调换排列次序，则得到的最小生成树如图9.19c所示，求解过程如表9.3所示。

以上所给的树的定义中，边都是无向边，这样的树是无向图。也可以类似于有向图的定 

义，为树中的边指定方向，则得到有向树的定义。

定义9.11如果有向图在不考虑边的方向时是一棵树，那么这个有向图称为有向树。

定义9.12若一棵有向树恰有一个结点的入度为0,其余所有结点的入度均为1,则称 

该有向树为有根树。入度为0的结点称为树的根，出度为0的结点称为叶结点或叶子，出度 

不为0的结点称为根树分支点或内点。
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表9.3克鲁斯卡尔算法求生成树T的过程

边及权值 选中

<D,E> 2 V
<B,C > 3 V
<AfC> 5 V
<A,B> 7

<B,D > 8 V
<A,D> 8

<C,E> 9

例如：图9. 20a表示的是一棵有向树。其中1是根，2,9,7,8,5都是叶结点，其余为分 

支结点。通常将根画在最上层。

图9. 20有向树

定义9・13设〃是有根树中的一个分支点，若从顶点〃到顶点就有一条有向边（〃,切）， 

则称切为〃的子结点或儿子，〃称为此的父结点或父亲。父结点相同的顶点之间互称为兄弟 

结点。若从顶点乂到顶点z有一条有向路，则称z是〃的子孙，称〃是z的祖先。

树中除根以外的所有顶点的人度均为1,所不同的是各顶点的出度。实际上，顶点的出 

度即是顶点的子结点的个数。叶结点没有子结点。

树的结点具有“层次”性。设某结点。位于，层，则”的子结点位于，+ 1层。约定根位 

于0层。树中结点的最大层数定义为树的深度，最大层数加1为树的高度。

例如，图9.20a中，结点1位于。层，结点2,3,4,5位于1层，结点6,7,8位于2层, 

结点9位于3层，树的深度为3,树的高度为4。

树还具有“嵌套”关系。任何一个结点。及。的所有子孙结点仍构成一棵树，称为原树 

的子树，结点"是这棵子树的根。由此，树还可采用以下的递归定义。

定义9・14树包含一个或多个结点，这些结点中的某一个称为根，而其他所有结点， 

被分成有限个互不相交的子集，每个子集又构成树，称为根的子树。

具有几个结点的树，可用结点少于几的树来定义。

例如图9. 20a所示的树中，顶点1是根，它有4棵子树，子树的根分别是2,3,4,5,对 

应的各子树为｛2｝ ,[3,6,9] ,[4,7,8｝和｛5｝。以4为根的子树含有两棵子树，各子树均仅 

含一个结点。这个过程是递归的，直到叶结点为止。

定义9・15在有向树丁中，若每个结点的子结点之间指定某种次序，则T称为有序树。

例如，如果将图9. 20中的两棵树都看成是有序树的话，则（a）和（b）代表两棵不同的树。
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定义9.16在有根树中，若每一个结点的出度小于等于小，则称这棵树为小叉树。如 

果每一个结点的出度恰好等于7n或零，则称这棵树为完全7n叉树。若完全m叉树的所有叶 

结点的层次相同，则称其为正则加叉树。

例如，图9.20a中，出度最大的顶点是1,出度值是4,所以这是一棵4叉树。图9.21a 
中除叶结点外，每个结点的出度都是2,且叶结点都在最下面一层，所以这是一棵正则二叉 

树。而图9.21b中，叶结点并不在同一层中，所以只是完全二叉树。

图9. 21特殊的二叉树

9. 3.2二叉树的基本概念

二叉树有着非常广泛的应用。所谓二叉树是指有序树中任何结点的子结点的个数不多于 

2个，即结点的出度或为。或为1或为2。位于左侧的子结点称为左子结点，位于右侧的子 

结点称为右子结点。以左子结点为根的子树称为左子树，以右子结点为根的子树称为右子 

树。二叉树的5种基本形态如图9. 22所示。

图9. 22二叉树的5种基本形态

例9.11用二叉树表示算术表达式。*(6+c) -九
解：用图9. 23表示算术表达式，该树称为表达式树。

定理9.17设有完全小叉树T,其叶结点数为3分支结点数为 

iy 则=

证明：设完全加叉树7的顶点数为几，则九二

另一方面，每个分支结点的出度为则所有结点的出度和=小 

除根外，每个结点的入度均为1,所有结点的入度和二八-1。

图9. 23表达式树T树中出度和二入度和，即=n - 1 = f i - 1 ,
整理得：= — 证毕

例9.12证明若T是有几个结点的完全二叉树，则T有(〃 + 1)/2个叶结点。

证明：设T为完全二叉树，m=2,其叶结点数为肩分支结点数为，，故根据定理9.17, 
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有，=，-lo结点数n=i+£,故鹿=£ +，=，+[- 1, n =2r - 1,所以力二(n+ 1)/2。 ,证毕 

有根树有很多应用，除去上面举例的算术表达式可以用有根树表示外，很多命题公式也 

可用类似的方法表示。

9. 3.3二叉树与树的遍历

定义9.17树的遍历是指依次访问树中的每个结点一次且仅访问一次。树的遍历也称 

为树的周游。

因为树的特殊结构，要保证对树中每个结点都访问到，既不能漏掉也不能重复，必须采 

用特定的策略。本节以二叉树为例，介绍二叉树的三种遍历方式。

由二叉树的定义可知，一棵二叉树由三部分组成：根、左子树和右子树。因此对二叉树 

的遍历也可以相应地分解为三项“子任务”：

(1)访问根结点；

(2)遍历左子树(即依次访问左子树上的全部结点)；

(3)遍历右子树(即依次访问右子树上的全部结点)；

这三个任务的完成次序不同，即构成了二叉树遍历的三种不同方式，分别描述如下：

1 先序(根)遍历方式

若二叉树为空，则返回；否则依次执行以下操作：

(1)访问根结点；

(2)先序遍历左子树；

(3)先序遍历右子树。

2 中序(根)遍历方式

若二叉树为空，则返回；否则依次执行以下操作：

(1)中序遍历左子树；

(2)访问根结点；

(3)中序遍历右子树。

3后序(根)遍历方式

若二叉树为空，则返回；否则依次执行以下操作：

(1)后序遍历左子树；

(2)后序遍历右子树；

(3)访问根结点。

先序遍历方式也称为前序遍历方式。

例9.13给出图9. 23所示的表达式树的先序、中序和后序遍历序列。

解：先序遍历序列：-*a + bcd；

中序遍历序列：a* b+c-d；

后序遍历序列：abc + * d -。

实际上，如果忽略圆括号的话，对表达式树进行中序遍历的结果与表达式原来的书写次 

序是相同的。先序遍历序列是将运算符写在两个操作数的前面，得到的式子称为波兰式。后 

序遍历序列是将运算符写在两个操作数的后面，得到的式子称为逆波兰式。这三种遍历序列 

中，操作数的次序是完全一样的。
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这个结论也可以推广到对任意二叉树的遍历。二叉树的三种遍历序列中，叶子结点的相 

对排列次序是不变的。

,树的遍历有以下两种方法：

（1）先序（根）遍历

先访问树的根结点，再依次先序遍历根结点的各棵子树。

（2）后序（根）遍历

若树的根结点有子树，则依次后序遍历各棵子树，然后再访问根结点；否则（根结点 

无子树），只访问根结点。

本章小结

本章讨论了图论中更偏重于应用的一些问题，包括欧拉图、哈密顿图、平面图及树等。

本章介绍了欧拉图、欧拉通路及欧拉回路的判别方法，介绍了哈密顿图、哈密顿路及哈 

密顿回路的判别方法，介绍了平面图的概念、性质及两种典型的非平面图，介绍了判断图是 

否是平面图的方法。

本章还介绍了树及二叉树的概念，介绍了生成树的概念及求解生成树的过程，介绍了树 

及二叉树的各种遍历方法。

习 题

一、单项选择题

1 .具有6个顶点的非同构的无向树的数目是

A. 3 B. 4 C. 5 D. 6
2 .下面所给的图中，不一定是树的是 o

A.无回路的连通图

B .有〃个顶点，几-1条边的连通图

C.每对顶点间都有路的图

D.连通但删去一条边则不连通的图

3.若要保证连通图G是一棵树，下面所给的条件中，当且仅当必须满足的 

是 O

A.有些边不是割边

B.每条边都是割边

C.无割边集

D.每条边都不是割边

二、填空题

1 .设树T的结点个数为42,则T中的割边数为 o

2 . 一棵高度为h的正则k叉树中叶结点的个数为 o

三、简答题

1 .画一个有一条欧拉回路和一条哈密顿回路的图。

2 .画一个有一条欧拉回路，但没有一条哈密顿回路的图。

3 .画一个没有一条欧拉回路，但有一条哈密顿回路的图。
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4 .某次会议有20人参加，其中每人都至少有10个朋友，这20人围一圆桌入座，要想 

使相邻的两位都是朋友，是否可能？

5 .设树的结点数为拓，nW5的不同构的树有多少种？

6 .画出对应于表达式a* (b+c) -d的树。

7 .对下面的带权图，回答下列问题。

(1)
(2)
(3)

给出每个顶点的度。 

画出图的邻接矩阵。

8. 对下面的带权图，求其最小生成树。

C组成的自由树。

C组成且以4为根的有根树。

C组成且以4为根的有序树。

C组成且以4为根的二叉树。

(1)
(2)
(3)
(4) 
四、

1.
2.

点数，

3.
4.

9. 画出满足下列条件的树。 

所有由3个顶点4, B, 
所有由3个顶点4, B, 
所有由3个顶点4, B, 
所有由3个顶点4, B, 
证明 

证明：少于30条边的简单平面图有一个顶点度数小于等于4。

证明：每个面至少有4条边围成的任何连通简单平面图中，mW2n-4,其中〃为顶 

阻为边数。

证明：在有6个顶点12条边的连通简单平面图中，每个面由3条边围成。

设71和乃是连通图G的两棵生成树，。是在着中但不在心中的一条边。证明存在边

6它在打中但不在「中，使得(A - 片和(3-都是G的生成树。

5.设 G=〈匕为连通图，且e wE。证明：当且仅当e是G的割边时，e才在C的每 

棵生成树中。

6.
7.
8.
9.

一个有向图G是强连通的，当且仅当G中含有一个包含所有顶点的回路。 

若简单图至多有筋个顶点，每个顶点度数至少为％ C必为连通图。

简单图G有几个顶点，e条边，若e>5-l)(n-2)/2,证明C是连通图。 

任何非空二叉树中，度为2的结点的个数比叶结点的个数少1。



部分习题参考答案

第1章命题与命题公式

一、单项选择题

1. D, 2. B, 3. B, 4. A, 5. B, 6. A, 7. C, 8. Bo

二、填空题

1. 2不是偶数且-3不是负数。

2. =不属于合式公式。

3. (P—Q) V(「Pt(RVS))。

三、简答题

1. (1) (4) (6)是命题。

2. (1)、(5)是合式公式，(2)、(3)、(4)不是合式公式。

3. (2)是等值的，(1)、(3)、(4)不等值。

4. (1) PNQ。

(2)「Q-P (必要条件)

(3) P-「Q (充分条件)

(4)「Q—P
5.将下列命题符号化。

(1)尸：我今天进城，Q：下雨。则(1)可表示为：P-「Q
(2) P：你走，Q：我留下。则(2)可表示为：Q-P
(3) P： 一个数是素数，Q： 一个数只能被1和它自身整除。则(3)可表示为：P-Q
(4) P：集合4是空集，Q：集合4中不含任何元素。则(4)可表示为：P-Q
(5) P： 2是素数，Q： 4是偶数。则(5)可表示为：P-Q
6.构 造下列各命题公式的真值表。

(1)
P Q P-Q PA(PtQ) (PA(PtQ))tQ

T T T T T

T F F F T

F T T F T

F F T F T
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P Q PVQ Pf(PVQ)

T T T T

T F T T

F T T T

F F F T

⑶
P Q PKQ Qt(PAQ)

T T T T

T F F T

F T F F

F F F T

(4)
P Q PVQ 「PA(PVQ) "PA(尸 VQ))T?

T T F T F T

T F F T F T

F T T T T T

F F T F F T

⑸
P Q P—Q (PfQ)-Q
T T T T

T F F T

F T T T

F F T F

(6)
P Q 「P 「PAQ 「PA「Q (「PAQ) V(「PA「Q)
T T F F F F F

T F F T F F F

F T T F T F T

F F T T F T T

⑺
P Q PAQ PV(P/\Q) QfPV(PAQ))
T T T T T
T F F T T

F T F F F
F F F F T
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7.化简习题6中的各命题公式。

（1） T
（2） T
（3）「QYP
（4） T
（5） PVQ
（6）「P
（7 ） PV「Q
8. 成真赋值为：TT、TF和FF,成假赋值为：FTO
9. （1） T, （2） To
10. （1） （「QA「P） V（RA「尸）

（2） T
（3）

四、证明

1.证明下列命题的等值关系：

(1) (P-Q) A(R-Q) = (尸VR)-Q 
证明：左= (P—Q) ZR-Q)

o(「PVQ) AJRVQ)
= (「PA「R) VQ
=」(PVR) VQ
= (PVR)-Q-

（蕴涵等值式）

（V对A的分配律）

（德摩根律）

（蕴涵等值式）

故(P-Q)八(R-Q)o(PVR)tQ。证毕

(2) (PAQ/U—c)A(AfPVQVC)o(4A(P-Q))fC
证明：左二 (PAQAA->C) A(4-PVQVC)

=(「(尸AQA4) VC) A(MVPVQVC) 
= (「PV「QV-v4VC) /\(YVPVQVC) 
= ((「PV「QVY) A(MVPVQ)) VC 
= (「4V((「PV「Q) A(PVQ))) VC 
=」(4A(「(「PV「Q) V」(PVQ))) VC 
=」(4八((PAQ) V (「PA[Q))) VC 
o「(4A((「PVQ) A(PV[Q))) VC 
o「(4/\((PtQ)a(QtP))) V。

=「(4A(PcQ)) VC
o(4A(P-Q)) 一 C二右

（蕴涵等值式） 

（德摩根律） 

（V对A的分配律） 

（V对A的分配律） 

（德摩根律） 

（德摩根律） 

（分配律） 

（蕴涵等值式） 

（等价等值式） 

（蕴涵等值式）

故(PAQA4 - C) A(4fVQVC)o(4 A(P-Q))tC。证毕

(3) Pt(QtR)oQ—(PtR)

证明：左二Pt(QtR)
=「PV(「QVK) (蕴涵等值式)
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u＞「QV（「PVR）
oQ—►（「一*/?）=右

故 Pt（QtR）oQt（PtR） ° 证毕

（4） （P-Q） A（P-R）0P一（Q八R） 
证明：左二 （P-Q） A （尸一外

o（「PVQ） AJPVR）
o「PV（QAR）
oPt（QNR）=右

故（PtQ） MPtR）oPt（QNR）。证毕

（5） （PVQ） A［（尸AQ）o［（尸-Q） 
证明：左二 （PVQ） A「（PAQ）

o（PVQ） A（「PV「Q） 
o（PA「Q） V（「PAQ） 
o」（「PVQ） V「（PV「Q） 
=」（（［PVQ） A（PV［Q）） 
=「（（P-Q） A（Q-＞尸）） 

u＞「（尸-Q）=右

故（PVQ） A「（PAQ）=［（尸-Q）。证毕

2.用等值演算法证明PA（P-＞Q）tQ是重言式。 

证明：PA（PfQ）-＞Q
=」（PA （［尸VQ）） V。

= （「PV （尸AT?）） VQ
= （（「PVP） A（「PV「Q）） VQ 
o（TA（「PV「Q）） VQ 
o（「PV「Q） VQ 
o「PV「QVQ

=T
故PA （P一Q）一Q是重言式。证毕

3.用真值表法证明吸收律。

证明：（1）证明：4V（4AB）=4
构造4V（4A8）的真值表如下：

（交换律）

（蕴涵等值式）

（蕴涵等值式）

（分配律）

（蕴涵等值式）

（德摩根律） 

（分配律） 

（德摩根律） 

（德摩根律） 

（蕴涵等值式） 

（等价等值式）

（蕴涵等值式） 

（德摩根律） 

（分配律） 

（排中律） 

（同一律） 

（结合律） 

（排中律）

（零律）

A B ARB AV(AAB)

T T T T

T F F T

F T F F

F F F F

由上表可知，4V （4A3）与A的真值相同，故是等价的。证毕
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(2)证明：AA(AVB)oA
构造4 A (4 VB)的真值表如下:

A B AN B AA(AVB)

T T T T

T F T T

F T T F

F F F F

由上表可知，4A(4VB)与4的真值相同，故是等价的。证毕

第2章命题逻辑的推理理论

一、单项选择题

1. C, 2. B, 3. Bo

二、填空题

1. 3
2.尸VQ

三、简答题

1. (1)析取范式：PVQ,合取范式：PVQ。

(2)析取范式：([PA「Q) V(PAQ) VR,合取范式：(「尸 V Q V R) A (P V「Q V R)。

(3)析取范式：「PVQ,合取范式：「PVQ。

2. (1)主析取范式：/nn Vm10Vm00,主合取范式：,非重言的可满足式。

(2)主析取范式：m(ni V叫00 V叫0] V叫11 ,主合取范式：Mx)o A Mo。] A 10 A ^no , 
非重言的可满足式。

(3)主析取范式：勺)1 VmioVmii，主合取范式：Moo ,非重言的可满足式。

(4)主析取范式：mm V zn110 V zn101 V m100 V m011 V zn010 V m001 ,主合取范式 非 

重言的可满足式。

(5)王析取范式：m()oo Vmni，主合取范式：Mq0]A Moi。A Mo” 八 Mi。。A Af101 A M”。, 

非重言的可满足式。

四、证明

1.使用将公式化为范式的方法证明下列各等价式。

(1) (4-B)A(4tC)o(4-(BAC))
证明：将左右两边的公式分别变换为等价的合取范式。

左二(4») /\(4-C) = IV3) A(MVC)
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右= (4->(BAC))o(「4V(BAC))
= (YVB) A(「4VC)二左

故(4tB)/\(AtC) = (4t(BAC))。证毕

(2) (4fB) — (AAB)u>(4VB) A(B»)
证明：将左右两边的公式分别变换为等价的析取范式。

左二 (4-3)t(4 八3)=「(YV8) V (4 AB)
= (4A「5) V(AAB)
= (4A8) V(4/\]B)

右二 (4V3) AJBVA)
04V (BV18)

04A(3V18)
«(AAB) V(AA-nB)=左

故(4-3)一(4AB) = (4V3) A(Bt4)。证毕

(3) PV(P-(PVQ))=「PV「QV(PAQ)
证明：将左右两边的公式分别变换为等价的合取范式。

左二尸 V(Pt(PVQ))=PV(「PV(PVQ)) 
=PV「PVPVQ
<=>T

右二「PV「QV(PAQ)
=」(PAQ) V(PAQ)
oT

故PV(P-(PVQ))o「PV「QV(PAQ)。证毕

2.用推理法证明以下各式成立。

(1)「(尸A「Q),「QYR,「R JP
证明：(1)「(PA「Q) P规则

(2) 4 Q T(1)E8
(3)「Q\JR p规则

(4)「R p规则

(5)「。 T(3)(4)I10
(6)「P T(2)(5)I1o

(2)(尸VQ), (P-K), (QtS)卜SVK
证明：(1) P—R P规则

(2)尸VS—RVS T(DI15
(3) Q-S P规则

(4) QVR-SVR T(3)I15
(5) P\JQ P规则

(6) PVQVSVR T(5)I3
(7) S\! R T(2)(4)(6)I
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(3)哈Q卜下一(即AQ)
证明：(1) w-Q P规则

(2) W CP规则

(3) Q T(D(2)In
(4) WKQ T(2)(3)I9

(4)「吟Q, S7「Q,「R, KVS \-W
证明：(1) RMS P规则

(2)「R P规则

(3) S T(1)(2)I1O
(4) St「Q P规则

(5)「Q T(3)(4)In
(6)「哈。 P规则

(7) (「W—Q) A(Q一「用) T(6)E20
(8)「卯-Q t⑺L
(9) W T(5)(8)I12

(5)「(尸-Q) V(RVS), (PAQ) MVS
证明：(1)[(KVS) CP规则(否定)

(2)「(P-Q) V(RVS) P规则

(3)「(尸-Q) T(1)(2)I1O
(4)「((PAQ) V(「PA」。)) T(3)E21
(5)「(PAQ)八」(「PA「Q) T(4)E9
(6)「(尸AQ) 15)11
(7) PKQ P规则

(8)矛盾 (6)(7)
3.设有下列情况，结论是否有效？ 

(1)或者是天晴，或者是下雨。 

(2)如果是天晴，我去看电影。 

(3)如果我去看电影，我就不看书。 

结论：如果我在看书，则天在下雨。 

证明：先对原子命题进行符号化。

设P：天晴；Q：天下雨；R：我去看电影；S： 我在看书。

前提：Pc「Q, PtR, RS 
结论：S-Q

(1) P-R P规则

(2) RS P规则

(3) P-「S T(1)(2)I13
(4) S CP规则

(5)「P 1 3)(4)112
(6) P一「Q P规则
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T(6)E21
T(5)(7)Ih

(7)「PcQ
(8) Q
故结论是有效的。证毕 

4.用CP规则证明以下各式： 

(1) -nAVB,—卜4一

(2)「PY JQM R), QTR-S), P =Q-S

证明：(1) MV5 P规则

(2) A CP规则

(3) B T(l)(2)I10
(4)- P规则

(5) B-「C T(4)E18
(6)「C T(3)(5)Iu

(2) 4一(3-C), (CND)一E,「F-f(DJE) H4 一(5一F)
证明：(1) P规则

(2) A CP规则

(3) B—C T(l)(2)In
(4) B CP规则

(5) C T(3)(4)In
(6)「F CP规则(否定)

(7)「F—(D"E) P规则

(8) DJE T(6)(7)In
(9) D T⑻L
(10)「E T(8)I2
(11) (CND)tE P规则

(12)「E一「(CAD) t(h)e18
(13)「(CAO) T(10)(12)Ih

(14) t(h)e8
(15)「D T(5)(14)I1o

(16)矛盾 (9)(15)
5.证明下列各式：

(1) 4一(8—C) , 5—(C—O)n4一 (BtD)
证明：(1) At(BtC) P规则

(2) A CP规则

(3) B—C T(l)(2)In
(4) B CP规则

(5) C T(3)(4)In
(6) Bt(CtD) P规则

(7) C—D T(4)(6)In
(8) D T(5)(7)Ih
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证明：（1） Q CP规则

(2) Q-(R-S) P规则

(3) R—S T(l)(2)In
(4)「PVJQVR) P规则

(5) P P规则

(6)「QY R T(4)(5)I10
(7) R T(l)(6)I10
(8) S T(3)(7)In

(3) (PVQ)-R,「SVU,「RYS,
证明：（1） UfW p规则

（2）「即 p规则

⑶「u T(1)(2)I12
(4)「SY U P规则

(5)「S T(3)(4)I10
(6)「RY S P规则

(7)「R T(5)(6)I10
(8) (PVO)-R P规则

(9)「Rt「(PVQ) T(8)E18
（10）「（尸VQ） T(7)(9)Ih

(11)「PJQ T(10)E9
(4) AfBAC) , (J- 3—(4 AlS)nB—E
证明：（1） P规则

(2) B CP规则

(3) AJS T(l)(2)In
(4) A T⑶I】

(5) A->(BAC) P规则

(6) B\C T(4)(5)In
(7) C T(6)I2
(8) (E—>—i尸)—iC P规则

（9）「（£―「尸） T(7)(8)I12
(10) T(9)E16
(11) E!\F t(io)e9
(12) E T(11)L

(5) (4-3) A (Ct。)，(B—E)八(DtF) ,「(EA 尸)，4-C = Y
证明：(1) (4-5) A(C->0) P规则

(2) A-^B T⑴I】

(3) C―D t（i）i2
(4) A CP规则（否定）

(5) B T(2)(4)In
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(6) (5-E) A (O一尸) P规则

(7) B—E T(6)L
(8) D—F T(6)I2
(9) E T(5)(7)Ih

(10) 4—C P规则

(ID c T(4)(10)In
(12) D T(3)(ll)In
(13) F T(8)(12)In
(14) ENF T(9)(13)I9
(15)](EA尸) P规则

(16)矛盾 (14)(15)
(6) A-^B, (「BVC) A「C,「7八。)=「。

证明：(1) (「3VC) A「C P规则

(2)「SVC T⑴I】

(3)「C t(i)i2

(4)「B T(2)(3)I1o

(5) A-^B P规则

(6) M T(4)(5)I12
(7)「(MAO) P规则

(8)4V「。 T(7)E8
(9)「0 T(6)(8)I1o

第3章谓词逻辑

一、单项选择题

1. A, 2. D, 3. C, 4. D, 5. Do

二、填空题

1.约束变元

2. Vy —i(F(x,u) V G(v,y))

三、简答题

L (1)谓词4(%)表示。是研究生”，N表示“小张”，则(1)可表示为r4(z)。

(2)谓词3(%)表示 心是奇数"，C(«)表示 ,是偶数”，则(2)可表示为3(加)一 

C(2 X 771)o
(3)谓词G(%)表示。戴眼镜”，U⑺表示。穿西装”，S(%)表示。是大学生”，M 

(%)表示是英文杂志”,R⑷y)表示。读y”，某人为。，则(3)可表示为Gy)G(a) A 
U(a) AS(a) AM(y) AR(a, r) o
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2 .在(1)中，4与y都是约束变元，没有自由变元。其中，表的辖域为(b(%) AS(%)), 
V,的辖域为(M(y)-W(y))。

在(2)中，夕是约束变元，方的辖域为(M(y) A［叭y))。

在(3)中，％与丁都是约束变元，z是自由变元。其中，表与Wy的辖域为(/* y) 
AS(z))o

在(4)中，子公式V%才(尸(孙z)-Q(y))中，％与7都是约束变元，z是自由变元；S 

(3y)中，％与) 都是自由变元。整个公式中，%与y既是自由变元又是约束变元，z是自由 

变元。W%方的辖域为(尸(％, z) - Q(y))。

3 .(1)约束变元/与夕分别换名为a与乙贝1(1)变为：

3u(F(u) AS(u, y) °) 一用(。))，再对自由变元孙y分别代入e, /,则
(1)变为：皿(F«) AS(〃，力)-V“M(e, ⑴)。

(2)约束变元/与y分别换名为〃与%贝？)(2)变为：(\/〃)(小)(尸(〃，z) 一Q(。))-S 

(x, y),再对自由变元孙y, z分别代入e, 7, g,则(2)变为：(孔)(英)(/孙g)-Q 
⑴)一S(e, /)o

4 .(l)0o (2)lo (3)0o (4)0o

5 . (1)V% 力(「P(冗)VQ(% y))
(2)3x 3y Vz(P(x, y) V「Q(z) VR(%))
6 . (1)谓词P(%)表示。是人"，H(x, y)表示“一有y”, G(%)表示“％是绿头发”， 

(1)表示为:V%「(P(%)/\H(4,y)AC(y))。

(2)谓词S(%)表示。是上海人”，C(%y)表示。去过y”，。表示东方明珠塔，(2) 

表示为：」V%(「S(%) VC(%, a))o
7 . (1)谓词P(%)表示“一是人","(*y)表示“一有y”, G⑷表示“％是绿头发" 

(1)表示为:"%(P(%)/\H(% y)AG(y))。

(2)谓词S(%)表示。是上海人”，6(%, y)表示。去过尸，。表示东方明珠塔，(2) 
表示为：柢(5(%) A［G为,a))o

四、证明

1.用推理规则证明下式：

前提：(王)(产(%) AS⑴)f(Vy)(M(y)fW(y)),(力)(M(y)八［叭y))
结论：(V%)(尸(，)-*-1s(%))。

证明：(1) (□)(?(%)八s(%))T(Vy)(M(y)fW(y)) P规则

(2)(泰)(尸(%) AS(%))T(Vy)(M(y)-JF(y)) 3-(1)
(3) G%)(歹⑴ AS(%))一(Vy)(「M(y) VIF(y)) T(2)E
(4) (3x)(F(x) AS(%) )-「(力)(M(y) A［即⑺) T(3)E

(5)(力)(M(y) A「W(y)) P规则

(6)「(一)(尸(%) AS(%)) T(4)(5)E
(7) (V/)「(F(%)/\S(%)) T(6)E
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(8) (V%)(「尸(动 V[S(%)) T(7)E
(9) (V%)(F(%)->[S(%)) T(8)E

2.用推理规则证明下式：

前提：3%F(x)->( Vy) ((F(y) V G(y) )->7?(y) ) , 3xF(%)
结论：3%7?(x) o
证明：(1) 3xF(x) P规则

(2)五F(“)一(Vy)((F(y) VG(y))fR(y)) P 规则

(3) (Vy)((F(y) VC(y))一夫(y)) T(1)(2)I
(4)(尸(y) VG(y))一K(y) V-(3)
(5) (F(y) VG(y))一&R(4) 3 + (4)
(6) 3x7?(%) T(1)(5)I

3.构造以下的推理证明。

(1)有理数都是实数，有的有理数是整数，因此有的实数是整数。

(2) (3%)4(%)—>(V%)B(x)卜(V%) (4(%)-8(%))
(3) (V%)(4(%)fB(%)), (V%)(C(4)卜(V%)(C(%)一一4(%)) 
证明：

(1)先将命题符号化。

前提：V%(Q(%)一网”))，尢(。(%)AZQ)),
结论：AZ(%))O

(1) V%(Q(%)-K(%)) P 规则

(2) Q(%)一H(“) V-(l)
(3)小(。(％) AZ(x)) P 规则

(4) Q(c) AZ(c) 3-(3)
(5) R(c) AZ(c) T(2)(4)I
(6) 3x(/?(x) AZ(%)) 3 + (5)

(2) (3%)A(%)—>(Vx)B(x) H( V%) (A(x)—>B(x))
证明：(1)(%)4(九)一(V%)5(%) P 规则

(2) (Vx)A(x) CP 规则

(3) A(x) V-(2)
(4) (Vx)B(x) T(1)(3)I
(5) B⑺ V-(4)

(3) (Vx)(A(x)->B(x)), (Vx)(C(x)^B(%))卜(V%) ( C(%)—1(%))
证明：(1) (V%)(C(%)f「8(%)) P 规则

(2) C(%)t「B(%) V-(l)
(3) C(x) CP 规则

(4)「B(%) T(2)(3)I
(5) (V%)(4(%)fB(，)) P 规则

(6) A(x)->B(%) V-(5)
(7) 一4(%) T(4)(6)I
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第4章集 合

一、单项选择题

1. B, 2. D, 3. B, 4. D, 5. A, 6. D, 7. A, 8. B, 9. A, 10. D, 11. A, 12. B。

二、填空题

1. 11,3,5,7,9,11,13,15,17,19(
2. 10,7}

三、简答题

1. (1)A = \ x | x e Z + A (x mod 3) = 0},
A= {3,6,9,12,15,18,-}o
(2)A= | 2W%<1OOA% 是素数1,
A = {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83 ,89,97|o 
(3)A = \ x | % e Z A (x mod 5) = 0}, 
4= {…，-15, -10, —5,0,5,10,15,…}。

2. 设某集合有101个元素，回答下列各问。

⑴2⑼个。

(2)21°° 个。

(3)没有。所有子集的元素个数加满足：0WmW101。

3. (1)AUB= 10,1,2,3,4,5,71,
AQB=[3} ,
A-B=|l,2,4,5!,
"(4) = |0J1} J2} ,|3( , )4( J5|J1,2| ,{1,3} Jl,4} ,H,5} ,12,3| , |2,4) J2, 

5 |J3,4}J3,5 }J4,5 1J 1,2,3) , (1,2,4}, (1,2,5| ,|1,3,4} , 1 1,3,5 (1,4,5 } , ( 2,3 ,
41J2,3,5 |J2,4,5 |J3,4,5 | Jl,2,3,41,11,2,3 ,5 I, 11,2,4,5 | J 1,3,4,5 I, 12,3,4,5}, 
{1,2,3,4,5} \ ,AxB = { < 1,0 > , < 1,3 > , < 1,7 > , < 2,0 > , < 2,3 > , <2,7 > , <3,0 > , 
<3,3 > , <3 ,7 > , <4,0 > , <4,3 > , <4,7 > , <5 ,0 > , <5,3 > , <5 ,7 > } 0

(2)AUB= (0,1,2,3,41 ,
4nB= [2,3},

^(A) = (0,)0(,(1(,|2},|3},{0,11,|0,2},{0,3(,)1,2[,(1,3),{2,3( ,
|0,1,2|,(0,1,3(,)0,2,3|,{1,2,3|J0,1,2,3||o

AxB = \ <0,2 > , <0,3 > , <0,4 > , < 1,2 > , < 1,3 > , < 1,4 > , <2,2 > , <2,3 > , <2, 
4>,<3,2>,<3,3>,<3,4>|O

4. A= jl,3,5,6,7,8,9} = (2,3,6,9,101 o
5. (l)Ax {1} xB= j <0,1,1>,<0,1,2>,<1,1,1>,<1,1,2>}o



176

(2)A2 xB ={ <0,0,1 >, <0,1,1 >, <1,0,1 >, <1,1,1 >, <0,0,2 >, <0,1,2 >, <1, 

0,2 > , <1,1,2 > } o
(3)(BxA)2 = J <l,0,l,0> , <l,l,l,0> , <2,0,l,0> , <2,l,l,0> , <l,0,l,l > , 
<1,1,1,1 > , <2,0,1,1 > , <2,1,1,1 > , <l,0,2,0>, <l,l,2,0>, <2,0,2,0> , 
<2,l,2,0 > , <l,0,2,l > , <1,1,2,1 > , <2,0,2,l > , <2,1,2,1 > } o

四、证明

1 .设4、B、C为集合，且BcCo证明：AqCo

证明：V% gA =>x eB =>x eC
综上，4=C。 证毕

2 .设4、B、C为集合，证明下列命题。

证明： ⑴(4UB)q(4uBuC)
\/x gAUB,贝(J / UB 或4 wC,进而有％ e4Ul5uC。

综上，(AUB)C(AUBUC)O 证毕

(2) (AABnC)c(AnB)
Vx eA n B O C,贝!1 有4 04 rl 笈且％ eC,即% 04 cB0
综上，(AnBAC)c(AnB)o 证毕

(3) (A-B) -Co4 -C
V% e( A - B) - C,贝！)有％ 曰-3 且％w~C,
进一步得到 且％w~C,即% e4-C。

综上，(4-8) -CB-C。 证毕

(4) (A-C)n(C-B) =0
Vx g( A - C) A ( C - B) =% eA - C /\x eC - B

<=>% e4 A% g - C A % eC /\x £ 〜B

矛盾

综上，(A-C)n(C-B) =0O 证毕

(5) A-B=AQ ~B
Vx eA - B o% gA A % e ~ B

<=>x e4 Cl ~ B
综上，a-b=aq -bo 证毕

(6) (A-B) -C = (A-C) -(B-C)
Vx e(A -C) - (B eA -C/\x e - (B -C)

<=>x eA A% g - C A % e~(B-C)
04 eA Ax e - C A % g ~ (B A ~C)
<=>% eA A x s ~ C Nx g( ~ BU C)
<=>(x e4 Ax g - C A x e -B) U (% gA Ax c ~ C Nx eC)
二% gA Ax e - C Ax g - B
<=>% eA/\xe-B/\xe-C
ox eA - B /\x e C
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=% g(A - B) - C
综上，(A-B) -C = (A-C) -(B-C)o 证毕

(7) (A -B) -C=A-(BUC)
Vx g( A - B) - C =% g(A - B) A x g ~ C

0% gA Ax g Ax e 〜C
<=>% gA Ax g( A ~C)
=% gA A% g ~ (BU C)
=% eA - (B U C)

综上，(A-B) -C=4-(BUC)O 证毕

3.证明： 

(i)对一切集合x,若有xuy=x,则丫 二 0。 

证明：由包含律可知，yqxuy = x,即y是任意集合x的子集，

取X = 0,贝!] Y = 0O 证毕

(2)对所有集合 4、3 和 C,有：(4nB)UC=4n(BUC), iff CcAo 
证明：充分性设C0,

^ = (AnB)UC = (AuC)n(BuC) =AA (BUC)=右。 

必要性 ^(AAB) UC=An(BuC)
V% gC =% e(A nB) U C =>% eA A (3(jC)n% gA,即 C =1。 证毕

4 .证明对任意集合4、5和C,有：

(1) ^AQB=AQC,〜4nB= ~4nC,贝！1 8 二以

证明：(4G5)U( ~4GB) =(4nC)U( ~40。)

(AU 〜4) AB = (AU ~4) AC
ECB 二ECC

B = C 证毕

(2)若(4GC) 口 BGC), (An -C)c(Bn - C),贝山。 

证明：先证以下结论：若CcZ),则
V/ gA U C <=>x gA V x gC

=>% gB V % gZ)
<=>%cBUD

由条件知：(4AC) U(4A ~C)q(3GC) U(BC ~C)
An (CU -C)cBA (CU ~C) 

AqB 
综上，4 =8。 证毕

5 .证明若 Xxy=YxZ,且 X声 0,贝！1丫二z。

证明：V% gX, Vy eK, <%,y > gX x Ko
由条件 XxY=YxZ, <%,y>GKxZ,即有％£丫，y gZo 得到 YqZ。

反之，Vy gK, Vz gZ, <y,z> GyxZ = Xxy,得到 ywX, z gK, BP Z cKo

综上，y=z0 证毕

6 .证明奇自然数集合是可数的。
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证明：奇自然数集合可表示为：[1,3,5,7,…，2及+ 1,…},自然数集合可表示为: 

[0,1,2,3,…，"…}。现在两个集合之间建立如下的关系：令奇自然数集合中的元素 

1与自然数集合中的元素儿相对应，可验证它们是一一对应的，则奇自然数集合是可 

数的。

第5章关系与函数

一、单项选择题

1. B, 2. B, 3. B, 4. A, 5. Co

二、填空题

1.自反性、对称性和传递性

2. 8个

3. { <a,l > , <6,2 > , <c,4 > |

三、简答题

1. R = { <0,1>, <0,2>,<0,3>, <0,4>, <0,5>, <0,6>, <1,2>, <1,3 >, <1,4>, 
<1,5>,<1,6>,<2,3>,<2,4>,<2,5>,<2,6>,<3,4>,<3,5>,<3,6>,<4,

5 > , <4,6 > , <5,6 > , <2,0 > , <2,1 > , <2,2 > , <3,0 > , <3,1 > , <3,2 > , <3,3 > , 
<5,0>,<5,1>,<5,2>,<5,3>,<5,4>,<5,5>}

domR - (0,1,2,3,4,5 j , rani? = {0,1,2,3,4,5 ,6) , fldR = {0,1,2,3 ,4,5 ,6( 0

2. = { <l,2>,<l,3>,<2,4>,<3,3>,<4,2>|,PnCi <2,4 > },
domP = ) 1,2,3 } , domQ = j 1,2 ,4 ) , ranP =[2,3,41, ran。= { 2,3 ,41 » 
dom(PPI Q) = { 2 } , ran(PG。)= j 4 } o

3. R = { <1,1>,<1,2>,<1,3>,<1,4>,<1,5>,<1,6>,<1,7>,<1,8>,<1,9>, 
< 1,10 > , <2,2 > , <2,4 > , <2,6 > , <2,8 > , <2,10 > , <3,3 > , <3,6 > , <3,9 > , 

<4,4 > , <4,8 > , <5,5 >, <5,10 > L
domR = j 1,2,3,4,5 ) , ran/? = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) o

4. R不是自反的；R不是对称的；不是传递的；K是反对称的。

5. 夫是自反的；R是对称的；R是传递的；K不是反对称的。

6. R-i = ) <1,1 > , <2,1 > , < 2,2 > , <3,1 > , < 3,2 > , <3,3 > , <4,1 > , <4,2 > , 
<4,3 > , <4,4 > , <5,1 > , <5,2 > , <5 ,3 > , <5,4 > , <5,5 > , <6,1 > , <6,2 > , <6,3 > , 
<6,4 > , <6,5 > , <6,6 > ),

R= { <2,1 > , <3,1 > , <3,2 > , <4,1 > , <4,2 > , <4,3 > , <5,1 > , <5,2 > , <5,3 > , 
<5,4 > , <6,1 > , <6,2 > , <6,3 > , <6,4 > , <6,5 > }。

7. R = { <1,1>, <1,2>,<2,1>, <2,2>,<3,3>, <3,4>,<3,5>, <4,3 >, <4,4>, 
<4,5 > , <5,3 > , <5,4 > , <5,5 > } o
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8.哈斯图如下:
5
 

2

是全序关系。

9. (1)设全体人集合为E, “认识”关系满足自反性、对称性，但不满足传递性。

(2)设有集合4的募集见4)上的包含关系q,该关系满足自反、传递性，但不满足对 

称性。

(3)设一个家族中，“姐妹”关系满足对称性、传递性，但不是自反的。

10. (1) 4的极大元是[4,5,6},极小元是{1},没有最大元，最小元是(IL

(2) 4=]2,3,5}没有上界和上确界，下界是 m ,下确界是!l|o

A2 = {2,3,61的上界是|6],下界是(1| ,上确界是{6},下确界是(1|0
<1 1 1 1 1 1\
0 10 10 1
0 0 1 0 0 1

(3) Mr =
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

<0 0 0 0 0 1>

11.不是。

四、证明

1 .设尸是任意的关系，证明domFT=ran尸，ran尸T=dom也

证明：对任意的

<z>x edomF 且 y eranF
=<y9x > eF-1
<=>y edomF H % eranF -1
由此得到，domF _1 = ranF, ranF _1 = domF0 证毕

2 .举反例证明复合运算不满足交换律，即此。&片氏2。④。

证明：设 此“ *2* <1,1>,<2,1>,<3,4>},

氏1。尺2 二 | < 1,1 > , < 1,4 > , <4,1 > ),

尺2叫={ <1,1>,<1,3>,<2,1>,<2,3>,<3,1>[0

即&。/?24尺2。%。 证毕

3 .设尺为4上的关系，证明我。，=，。衣二尺。

证明：V <x,y > eR°IA

<z> <x,y > g7? _& <y,y > eIA
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V <x,y > eIA oR

= <%,%> M 且 <x,y>eR

=<%,, > wR,
结论得证。 证毕

4 .已知R是二元关系，S = I <%,丁>1\/2有<%/>£尺且<2,>>£尺]。证明若R是等价 

的，则s也是等价的。

证明：设K是4上的等价关系，对V4e4,<%,% > eRo由<%,% > eR且<%% > cR,根 

据S的定义可知即S是自反的；

对V<%,y>£S,可知必存在ze4,有< %,z > £尺与< 2,y > £尺。因尺是对称的，则知 

<z,% > £尺与<y,z > £K，由S的定义，有<1,%>£§,即S是对称的；

V <x,y > eS R <y,z> eS,可知存在 ％ e4 及〃2 日，且有 <%, % > eR 与 < % , y > eR, 
及 <y, % > wK 与 < g，z > eRo R 是传递的，故 <%4>£尺且<7/>£氏，BP <x,z > eS, 
即S是传递的。

综上，S是等价的。

5 .设R是集合4上的一个自反关系。证明R是对称和传递的，当且仅当且 

<a,c> sR 贝(]< b,c > eRo

证明：充分性 若 <a,b>cR 且 <a,c>eR 贝!] <b9c > eR,
对任意<x,y>eR,因R是自反的，必有<x ,x > eR R <y,y > eRo 
由条件(<%,y > cK, <%,% > eR)知，<y,% > eR,即 R 是对称的； 

对任意的 <%,y > eR, <父 / > eR,必有 <x,x > <y,y>£R&<z,z>£/?。

由条件(知，<y,x > eR9 
由条件(<y,y > wR, <y,z > eK)知，<y,z > eR, 
由条件(<y,%>wK,<y,z>£R)知，<%,z>wR,即 R 是传递的;

必要性 设R是自反的、对称的及传递的，对任意的<a,b>eR且<a,c>eR, 

因R的对称性，有<b,a > wR；再因R的传递性，有<6,c > g7?o 证毕

6 .设尺是4上的自反和传递关系，证明：RAR — 1是4上的一个等价关系。 

证明：因R是自反的，故对V” e4有< %,% > £段 进而<%,%>£夫-1,即 

R-\ RGRT是自反的；

对 V<%,y>wRGRT,可知 < % ,y > eft 且 < % ,y > £尺 t ,即 <y,%>£R-i 且
<y,%> eRCR-i, RCiRT是对称的；

对V <%,y > wRCR t , <y,z > eRQR~l,因R是传递的，可知 <%,z>wR。

因为 RnR-i 的对称性，可知 <y,%>eRGRT, <z,y>eRQR-io

因K 是传递的，故有 <z,%>eR, BP <x,z>eR'1, <x9z> eRnR-1,即尺0尺一1 是传 

递的；

综上，RG/TI是等价关系。

7 .设集合式是4上的二元关系，证明：
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(1)若R是4上拟序关系，则NR)=RU”是偏序关系。

(2)若R是偏序关系，则尺-，是拟序关系。

证明：(1)尺是拟序关系，即R是反自反及传递的。

，是自反的，故是自反的；

V <%,y > er(R),若“Wy,则<%,y > £夫(，中只含有形如<%,% >的二元组)；

若> eR,贝岫R的传递性可知，<x,% > £夫,这与R的反自反性相矛盾，故<y,% >任R； 
若与 =y,贝！］ <%,y > £乙；

由此可知，若 <九％>=(K),则必有，=y,即r(R)是反对称的；

V <%,y >曰(R)及<y,z>曰(尺),分以下四种情况讨论：

①若%Xy且y声z,则> £尺且<y,z > £R，由R的传递性知，<x,z> eR;

②若力二y 且 y*z,贝！= <y,y > 且 < y ,z > eR, <x,z > = <y,z > 曰(R)；

③若 且 y=z,贝！尺且 <y,z> = <y,y > eIa, <x,z > = <x,y > 曰(R)；

④若 %=y 且 y=z,贝!)<%,%> w/月且 < y ,y > g/4 , <x ,z> = < %,% > er( i?)；

综上，<%/〉日(R),即r(R)是传递的；故r(R)是偏序关系。

(2) R是偏序关系，故尺是自反的、反对称的及传递的。设U二R"a。

显然，对V%, <%,%>eU,U是反自反的；

V <%,y > wU 及 <y,z > eU,必有 <%,y > £尺及 <y,z > eR,因为 R 是传递的，故 <%,z > wR； 
若％二z,表明<z,y>£尺且<y,z>£R,这与尺是反对称的相矛盾，故必有九/N, 

即 <x ,z > eU,

故U是传递的。由定义可知，U是拟序关系。

8 .若/和g是函数，证明：/Cg也是函数。

证明：不失一般性，设/和g均为x到y的函数。

设 X =［孙，％2 i ,/= i <x} ,yxl > , <%2，%2 >，•••，<%"，％” >，•••},

g = i <%1，Z］1 >，<%2/工2 >，•••，<Xn,Zxn >,•••),
fng= { <盯1 , <xi2,yxi2 > <xik,yxih

则/n g 二{%i，％i2，…，％端，…［，

对V%eX, /和g都是函数，对应于％的父值具有唯一性，故对于V/wX/cg,对应于4 

的y值也具有唯一性，所以/Gg是函数。 证毕

9 .证明：/(AUB) =/(A)U/(B), /(AAB)cf(A)n/(B)o
证明：对任意的集合4与8,
/(A)cf(AuB)M/(B)c/'(AUB),则有

/(A)U/(B)cf(AuB)o
另一方面，/(AuB)q<(A)U/(B),则/(4UB) =/(A)U/(B)0
对任意的集合4与3,
/(4门5)〃4)且/(4nBQ(B),则有⑻。 证毕

10 .设/是从4到3的一个函数，定义4上的关系R：。或，当且仅当/(a) =/泌)。证 

明：R是4上的等价关系。
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证明：Vx eA,显然<%,%>T，即R满足自反性；

对V<%,y>eR,根据定义有/(%) =f(y),可知/(y) =/(%),即 < 父,% > wR,R满足对 

称性；

MV <x,y > eR, <>,2>£夫，根据定义有/(/)=/(y) =f(z),即 < %,z > eR, R 满足传 

递性；

综上，R是等价关系。

11 .令4和8为有穷集，/： 4-3为函数，证明：

(1)如果f是单射的，则⑷WI3I。

(2)如果，是满射的，则⑷ 251。

证明：(1)因4和B均为有穷集，设4= ｛a］，。？，…，册｝, 8= lii，i2,…，力/，其中 

/( ai)= bw o
已知函数人4TB是单射的，对于4中的%和%, %声当时有九,W%.,即8中元素的个 

数不少于4中元素的个数，即I4IWIBI。

(2)设3= ｛勾，％,…，6/，4二｛%1，。版，…，旬」，其中对每个8£3,有。庆日，使得了 

(aQ =瓦。因为不可以把8中两个不同的元素指派给4中的同一个元素，但可以将B中的 

同一个元素指派给4中两个不同的元素，也就是说8的元素个数不会多于4中的元素个数， 

即141251。 证毕

第6章代数系统的一般概念

一、单项选择题

1. B, 2. D, 3. D, 4. C, 5. B, 6. C, 7. D, 8. Do

二、填空题

1. a-1

2.交换律

三、简答题

1. <1, 0 >是单位元。

对V <a,b> eS, <a,b> 的逆元为 <。-1, - b/a >。

2. (1)对于代数系统<G,* >是群。

(2)对于代数系统<Q+,* >,<QZ* >是半群，但不是独异点，更不是群。

(3)设代数系统 <尸，+ >,尸为一元实系数多项式的集合。

<P, + >是半群。<P,+ >是独异点。<P,+ >是群。

3. <4, + , * >不能构成环。

4. (1) <｛a, 6, c, d\, +, * >是交换环。但没有乘法单位元。
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(2) b、c和d都是零因子。

(3) a -1 = a； b = d, d~{ = 6； c -1 = co

四、证明

L R二)a + 6il eZ, i2 = - 1},关于复数的加法+和乘法*,证明＜R, + ,*＞是 

一个整环。

证明：(1)先证明(尺，+ ,*＞是一个环；

① ＜R, +〉是 Abel 群；

尺是复数集合，对加法是封闭的；加法也满足结合律和交换律；

0是加法幺元，对每个复数a+历，历是其逆元。

综上，＜R, + ＞是Abel群。

② ＜此*＞是半群；

乘法在复数集合上是封闭的；

Vrl , r2 , r3 eR,设r2 = c + Ji, r3 = e +/i,
(1 */2)*=3 = ((。+岳)* (c+di)) * ( e +/i) = ( (ac - bd) + ( 6c + a J) i) ) * (e+yi)
=(ace - bde - adf - bcf) + ( acf - bdf + ade + bee ) i
1 * (72 * r3 ) = (a +历)* ((c+di) * ( e +/i) ) = ( a + 6i) * ( (ce -fd) + ( ed + ⑺ i)
=(ace - adf - bcf - bde ) + ( acf + ade + bee - bdf) i
所以，(a */2)*「3 *(「2 *「3)，运算*满足结合律，＜尺,*＞是半群。

③运算*对+可分配；

Vt、, r2 , r3 eR, rx * (r2 +r3) = (a + 6i) * (c+c?i+e+/i)
=(ac + ae - bd - bf) + (ad + of be + be) i
而■ * r2 + rj * r3 = (a + bi) * (c+di) + (a + bi) * (e + /i)
=(ac + ae - bd - bf) + (ad of + be + be) i
所以a *(七+/3)*/2+1 *q,运算*对+满足分配律；

所以＜& + , * ＞是一个环。

(2)再证明＜R, + , *＞是一个整环；

①运算*满足交换律；

，r2 eR， ri * r2 = ( a + 6i) *(c+di) = ( ac - bd) + (bc + ad)i,
r2 = (c 4- ＜/i) * (a + bi) = (ac - bd) + (6c+ad)i,
1 * q二G *■，运算*满足交换律；

②运算*有幺元；

Vr eR, r* (1 +0i) = (a+6i) * (1 +0i) = a+6i, (1+Oi)是幺元；

③无零因子；

(0 +0i)是加法幺元,小 1, r2eR,若 q * r2 = (a + 6i) * (c + Ji) = (ac - 6J) + (be + ad) 
i=0+0i,

ffl ac-bd=0f bc+ad=09 整理得以c(c2 + /) =0, (a2 +62)J=0o
若上片。，贝(J6=0_§,g=0；若厂1/0,贝1|c=0且d=0；

故＜R, + , * ＞是无零因子环；
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综上，＜/?, + , *〉是整环。 证毕

2 .在R中定义二元运算* ,使得Va, b eR, a*b=a+b+ab,证明＜R, * ＞构成独 

异点。

证明：①运算*封闭且可结合；

Va, 2,6的结果必为实数，运算封闭；

。* 6 = a + 6 += 6 *。，运算满足结合律；

②存在幺元；

a*O=a+O+aO=a,可知0是幺元；

故＜&*＞构成独异点。 证毕

3 . S = \a,b9c\ , *是5上的二元运算，且V%, y eS, x * y = xo证明S关于*运算构成 

半群。

证明：显然，运算*满足封闭性。

V%, y, z eS, (% * y) * z = (% * y) =%, x * (y * z) =%,故运算* 满足结合律。

＜S,*〉是半群。 证毕

4 .设丫= ＜S,* ＞是可交换半群，若°, b是V中的塞等元，证明。*6也是P中的暴等元。

证明：已知，V= ＜S9 * ＞是可交换半群，w%, y GS,都有a*6 = 6* °。

a, 6是U中的塞等元，故g*g=q且6*6 = 6,
(a*6) * ( a * 6) = a*6*a*6=a*a*6*6=a*6, a*6 是 V 中的幕等元。 证毕

5 .设G为群，若wC有/二e,证明G为交换群。

证明：已知 ＜C,* ＞ 为群，V%, y gG, % * y gG,
(%*y) * (x*y) = e, BP%*y = (%*y) = y- * % " ,
同时，(%*y) * (y*%) =x*y2 *x=x*e*x=x2 = e,说明(y*%)也是(% * y)的逆元。

由逆元的唯一性有，%*y = (%*y) -1 =y*%,运算*满足交换律，G为交换群。 证毕

6 .设G为群，证明e为G中唯一的塞等元。

证明：已知＜C,* ＞为群,e为C中的幺元，有e*e=e,显然e为G中的寨等元。

设G中有另一个幕等元u,即〃 * 〃二〃，

e^u = u = u*u,群满足消去律，所以e = u。故幕等元唯一。 证毕

第7章格与布尔代数

一、单项选择题

1. A, 2. D, 3. D, 4. Co

二、填空题

1. ( a V a) A(aV6)＞a
2. aVb

三、简答题

1 .不是格。哈斯图如下:
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例如，［9, 10｝没有最小上界。

2 .左图是分配格，右图中有子格与钻石格同构，所以不是分配格。

3. 6没有补元。它不是有补格。

4. (1)。和/都没有补元；

(2)该有界格不是分配格，因为子格与五角格同构;

(3)该有界格不是有补格，因为。和/都没有补元。

四、证明

1 .证明：在有界分配格中，所有具有补元的元素构成一个子格。

证明：设 (4/\, V〉(或＜4,W ＞)是有界分配格，其中0、1分别是它的全下界和全 

上界，B是4中所有具有补元的元素构成的集合，显然

对V%, y eB, /和/分别是* y的任意一个补元，由V对A、A对V具有分配律， 

可得

(% V y) V (%z Ayz) = (%VyV%') A (% Vy V y") = 1 A 1 = 1
(x V y) A (%'Ay')= (%A+'Ay') V (yA%'A/) = 0 A 0 =0

故％Vy具有补元/'Ay',于是％Vy"。同理，

(%Ay) V (%'Vy')==(%V%'Vy') A(yV%'Vy') = 1 A 1 = 1
(% Ay) A(%‘Vy') = (% Ay A%') V (% Ay Ay') =0 AO =0
故％Ay具有补元4，Vy',于是4Ay”。即B对运算A, V具有封闭性，由子格定义， 

＜B, A, V ＞是子格。 证毕

2 .证明：设＜4, W ＞是分配格，它的任意子格仍是分配格。

证明：设＜B,W ＞是＜4, W ＞的任意子格。

由定理7.7可知，4中不含有与钻石格或五角格同构的子格，因B是4的子格，则8中 

也不含有与钻石格或五角格同构的子格，故＜B,W＞是分配格。 证毕
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3 .设格 ＜L,A, V ＞是分配格，对 Va, b, c eL,如果 aAc = 6Ac, a V c = 6 V c,则有 

%
证明：若“，A, V ＞是分配格，且aVc = 6Vc及aAc=bAc,
贝(J a = o A (a Vc)=aA(6Vc) = ( a A 6) V ( a A c)
二 (aA6)V(6八c) = 6 A (a V c) = 6 A (6 V c) = bo 证毕

第8章图

一、单项选择题

1. B, 2. D, 3. B, 4. B, 5. Do

二、填空题

1. 45 o
2. max | n - e,l ) 0

三、简答题

1. 满足条件的图共有以下4种形式。

a) 2个连通分量

2. 4到E的初级路共有4条：AC E9 ADE, AC DE, A D C Eo
3. 4到4的所有初级回路共有4条：ACDAyADCA, ACEDA^ADECA,

4. 图Ci与G2同构，互为补图。
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5. 3个顶点的自补图是不存在的。存在4个顶点的自补图。

6 6
四、证明

1 .设无向简单图G= <V,E> ,\ VI =9, A(C) =6, 5(G) =5。证明：G中至少有5个 

6度顶点或至少有6个5度顶点。

证明：C二 <匕£>,设度为6的顶点数为%,度为5的顶点数为q。

已知：A(G)=6, 5(G) =5,则图中仅含度为5和度为6的顶点，即

n5 + n6 = I VI = 9 (1)

反证，若的W5且几6。，由式(1)可知，等号必成立，即a=5且九6二七

2 x 边数= 5xn5+6xn6 =5x5+6x4=25 +24 =49 (2)

式(2)的左侧为偶数，右侧为奇数，矛盾。故假设不成立，结论得证。 证毕

2 .证明：无向简单图G= <匕£>中，A(G) < IW。

证明：无向简单图C= <匕后> 中，A(C) =max{deg(t；)hGy|o
因G是简单图，每个顶点只能与G中其余IH -1个顶点之间有边，

故 Vo4, deg”)W Wl -1,即 A(G)<WI。 证毕

3 .设。=<V,E>,\V\ =n, \E\ =n + lo证明：G中至少有一个顶点的度-3。

证明：反证法 对于C= <匕后>,设C中所有顶点的度<3, IVI =no
n-l

2 x 边数 IEI = 2 deg(q) 2 x n , \E\ ^n,与已知 IEI=zi + l 矛盾。 证毕
i =0

4 . 3度正则图必有偶数个顶点。

证明：由定义可知，3度正则图中每个顶点的度均为3。

对任一 3度正则图G二(匕£> ,2x 1矶=IW x3,即IH必为偶数。 证毕

5 .证明：在任何有向完全图中，所有顶点入度的平方和等于所有顶点的出度平方和。

证明：有向完全图G=(匕£>,任意顶点对此，%之间均有边存在。

设IW =几,则IEI =几(々-1)。

对 V% eV(i =0, 1 ,…，n - 1 ) , deg - (i; . ) = n - 1, deg+ ( i;-) = n - 1,即 deg ~ (v J = 

deg+ (%)。

则 £ (deg - ( v .) ) 2 = £ (deg+(%))2。 证毕
i =0 i =0

6 . 一个图是自补图，其对应的完全图的边数必为偶数。

证明：设图C=〈匕E>是自补图，则存在Gi=〈匕，Ei〉，6与&同构。1£1=IEJ。

对应的完全图中含有E及玛中的全部边，即所含的边数为2IEI,为偶数。

7 .证明：e是割边，当且仅当e不包含在G的任一回路中。
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证明：必要性 设e是割边，反证，若e包含在G的某一个回路p中。

P中的顶点序列为气,％,为不失一般性，设e=＞o

对于V〃，。£匕〃到。之间必定有通路Pi (图的连通性保证)。

(1)若Pi不包含边e,则删除e后仍能保证〃到”之间有通路，即图仍是连通的。与e 

是割边矛盾。

(2)若Pi包含边e, pi中的顶点序列为"…。因p是回路，p中任意两顶点 
之间的通路至少有两条，删除e后，％和仁之间后套连通的，

设其通路为使向这4顶点序列替换边e,得到顶点序列

”,…,必/勺，…，七丰产］，…，。，这表明〃到。之间仍是连通的。与e是割边矛盾。
充分性‘设＞不含在C的任一回路中。反证，若e不是割边，则删除e后, 

图G仍是连通图。Vu, i; eV, □到”之间存在通路p。具体的，勺到以”之间存在通路。再加 
上e,则匕到以”之间有两条通路存在，可构成回路，与e不含在回器中矛盾。

8 .证向如或有向图或无向图在两个顶点〃，。间有一条通路，则〃，”之间存在一条简单 

通路。

证明：设图G= ＜匕£＞是无向图，以。间有一条通路p, p中的顶点序列为。°，%，…， 

4.1，若巴卢"Wi,0-1),则p是简单通路，结论得证。否则，P的顶点序列中存在 

相同的顶点，不失一般性设为% = %,则可将P表示为：%，%，…，以，4 + 1，二%,

，…，心_1。将其中的顶点以+ i，…，%从p中删除，得到新的通路Pi : % ”,

% + i，…，吗一 1，显然Pi仍是G中〃，。间的一条通路。继续这个过程，将通路中所含的回路 

删除，直到只剩下简单通路为止，则最后得到的必是一条孙。间的简单通路。

对于有向图，上述通路均为有向通路，可同样得证。

第9章图的应用

一、单项选择题

1. D, 2. C, 3. Bo

二、填空题

1. 41o
2.炉t。

三、简答题

3 2
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2.

3.

4.以图来表示题目中所给的情况，设顶点集丫二1%,与，…，％。］，每人都至少有1。个朋 

友，即y中每个顶点的度210。在图中找一条哈密顿回路即可满足题目要求。

使用定理来判定：G的顶点数为〃，G中每对顶点度数之和大于等于几-1。

对于图 C = < V,E > ,V= {vr ,v2 ,••• ,v20 ( , deg(v.) N10 (i = 1 , 2, •••, 20) o
V〃，"匕deg(u) +deg(z;)^20>n-lo故图中存在一条哈密顿回路，即能找到座次 

安排。

5.共有8种，下面所画的树中有两棵树是同构的。

7. (1)各顶点的度列在下表中。

顶点 a b c d e f g

顶点的度 3 3 3 6 3 3 3

(2)图的邻接矩阵(空白处均为8)



190

(452
4 1
5 8
2 1 8

2 3
7

< 1 4

2
1

3 7 4
10

10 2
2

(3)图的一棵最小生成树

8.

9. (1)满足条件的自由树的结构只有一种，将儿 B, C对应到3个顶点中，得到以下

三棵树。

(2)所有由3个顶点4, B, C组成且以4为根的有根树。

0
1
W
T
®

0
^
Y
©

(3)所有由3个顶点4, B, C组成且以4为根的有序树

(4)所有由3个顶点4, B, C组成且以4为根的二叉树。
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四、证明

1 .证明：少于30条边的简单平面图有一个顶点度数小于等于4。

证明：设。= ＜匕七＞ 为简单平面图，边数为顶点个数为几，面数为由已知, 

，仆二29。

反证，若图中所有顶点的度数均大于4。

每个面至少由3条边组成：3rW2m＜2 x30 =60, r＜20, %ax =19。

图中各顶点度数之和为边数的2倍，£ deg（%） = 2m ＞ ,即2"＜小＜30,

彳导至IJ几＜15,nmax =14。

平面图满足欧拉公式，n -Tn +r =2,血+2W^max +「max =33 , mW31, mmax =31,矛盾。

2 .证明：每个面至少有4条边围成的任何连通简单平面图中，血近2〃-4,其中几为顶 

点数，机为边数。

证明：设图有机条边，几个顶点，r个面。

由已知，4rW2m, rWm/2。

简单平面图满足欧拉公式，n-m+r=2,

2=n-m+r^n-m + m/2 = n - m/2 ,整理得,2n - , m^2n -4O 证毕

3 .证明：在有6个顶点12条边的连通简单平面图中，每个面由3条边围成。

证明：根据已知，顶点n二6,边数加二 12,

简单平面图满足欧拉公式，n-7n+r=2,

面数 r二小-々+2=12-6+2=8。

设每个面至少由左条边围成，则加W2m, 8A：^2xl2=24, kw3 ,即儿=3。 证毕

4 .设。和72是连通图G的两棵生成树，。是在普中但不在为中的一条边。证明存在边 

6它在72中但不在普中，使得（1- i«l）U \b\和（3- IM）U |a）都是G的生成树。

证明：设C的两棵生成树A和5,边。二 （〃，。），。£心且。住打。生成树中所含的边 

数二九T。

则Ci=（7;- [。｝）中所含边数二n-2。显然G1是不连通的，且卯（G] ）=2。

两个连通分量分别是3和712。

树中任意两个顶点之间只有一条路相连，故在a中，〃与。之间不存在路。不妨设 

丫为，。/2。T”中任意点与〃之间均有路，力中任意点与。之间均有路。
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因72是不含边。的生成树，故在72中，〃与。之间存在路P，P中必定包含一条边6代了1 
（否则在「中〃与”之间存在路），b = " y）, % gTh, y eri2o

在（T1-|q｝）U16｝中，对于3中的任意顶点q,有路连通到顶点％,通过边6,可以 

与顶点y相连，进而与A?中的任意顶点，之间有路存在。故Tn中任意点与62中任意点之 

间存在路，即是连通的，且所含边数为九-1,由定义可知，这是G的一 

棵生成树。

类似的可证明（72-1片）也是C的生成树。

5 .设C= <V,E>为连通图，且ewE。证明：当且仅当e是C的割边时，e才在G的每棵 

生成树中。

证明：G= <匕£> ,设 e = （u,
充分性e是C的割边，反证，若存在某MSTT], e£7\,在71中，〃与。之间可达， 

在（C-|e1）中，〃与”之间仍可达，则e不是G的割边。矛盾。

必要性e存在于C的每棵生成树中。若e不是C的割边，则Gi =（C- ｛e｝）仍是连通 

的，GI的生成树T显然也是G的生成树，但ewT,矛盾。

6 . 一个有向图G是强连通的，当且仅当G中含有一个包含所有顶点的回路。

证明：充分性 G中含有一个包含所有顶点的回路p。

Vu, v gG, u, v ep, 口到。及。到〃之间有路存在。故G是强连通的。

必要性 G是有向强连通图，Vu, veG, 〃到。之间有路p]存在，而。到〃之间有路P2 
存在。设P=Pi +P2，则P是一个回路。

若P中已包含G中的全部顶点，则结论成立，否则若存在顶点切WG,但切即。寻找P 
中任一点％,则加，％之间及％,切之间必有路，将这两段路加入p中，得到Pi。依此类推， 

将G中不属于回路的顶点依次加入进来，直到回路中包含所有顶点为止。

7 .若简单图至多有2八个顶点，每个顶点度数至少为n, G必为连通图。

证明：G= <V,E> JV\^2n, deg（外）N%
若G不是连通图，即卯（C）三2。对任一个连通分量，因每个顶点度数至少为几，且G 

为简单图，没有多重边及自悬边，故连通分量中所含顶点的个数三几+ 1,
IVI^2x（n + l） =2n+2,与矛盾。所以G必为连通图。 证毕

8 .简单图G有〃个顶点，e条边，若6>5-1）（几-2）/2,证明C是连通图。

证明：G= <V,E>,\V\ =n,若C不是连通图，则即（C）\2。

非连通图仅当连通分量为2,且顶点集分别含九-1个顶点及1个顶点时，图中所能容纳的 

边数达到最大。此时边数emax=5-l）（〃-2）/2,与已知矛盾。故G必是连通图。 证毕

9 .任何非空二叉树中，度为2的结点的个数比叶结点的个数少1。

证明：

对任一非空二叉树T,设与是叶结点的个数，%是度为1的结点个数，叼是度为2的结 

点的个数。则T中结点总数"为九=劭+%+n2o
树中所含的边数二几-1,度为2的结点贡献两条边，度为1的结点贡献一条边，度为0 

的结点不贡献边。由此得到n - 1 = 2 * n2 + 1 * nx + 0 * n0 o
将上述两个等式联立，得到n0=n2+l,结论得证。 证毕



参考文献

[1]左孝凌.离散数学[M].北京：经济科学出版社，2000.

[2]屈婉玲，耿素云，张立昂.离散数学[M].北京：高等教育出版社，2008.

[3] Kenneth H Rosen,离散数学及其应用[M],袁崇义，等译.北京：机械工业出版社，2002.



后 记

经全国高等教育自学考试指导委员会同意，由全国高等教育自学考试指导委员会电子电 

工与信息类专业委员会负责计算机及应用专业教材的审定工作。

本教材由南开大学辛运帏编写。全国高等教育自学考试指导委员会电子电工与信息类专 

业委员会组织了本教材的审稿工作。参与本教材审稿的有上海交通大学的曹珍富教授、上海 

大学的武频副教授，谨向他们表示诚挚的谢意。

全国高等教育自学考试指导委员会电子电工与信息类专业委员会最后审定通过了本 

教材。

全国高等教育自学考试指导委员会

电子电工与信息类专业委员会

2014年7月


