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组 编 前 言

2 1世纪是一个变幻莫测的世纪，是一个催人奋进的时代，科学技术飞速发展，知识更

替日新月异.希望、困惑、机遇、挑战，随时随地都有可能出现在每一个社会成员的生活之

中.抓住机遇、寻求发展、迎接挑战、适应变化的制胜法宝就是学习—— 依靠自己学习、终

身学习.

作为我国高等教育组成部分的自学考试，其职责就是在高等教育这个水平上倡导自

学、鼓励自学、帮助自学、推动自学，为每一位自学者铺就成才之路.组织编写供读者学习

材就是履行这个职责的重要环节,毫无疑问，这种教材应当适合自学，应当有利于学

掌握、了解新知识、新信息，有利于学习者增强创新意识，培养实践能力，形成自学能

力，也有利于学习者学以致用，解决实际工作中所遇到的问题.具有如此特点的书，我们虽

然沿用了“教材”这个概念，但它与那种仅供教师讲、学生听，教师不讲、学生不懂，以“教”

为中心的教科书相比，已经在内容安排、编写体例、行文风格等方面都大不相同了.希望读

者对此有所了解，以便从一开始就树立起依靠自己学习的坚定信念，不断探索适合自己的

学习方法，充分利用已有的知识基础和实际工作经验，最大限度地发挥自己的潜能，以达

到学习的目标.

欢迎读者提出意见和建议.

祝每一位读者自学成功！

全国高等教育自学考试指导委员会

2022年 8 月
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大 纲 前 言

为了适应社会主义现代化建设事业的需要，鼓励自学成才,我国在2 0世纪 8 0年代初建立

了高等教育自学考试制度.高等教育自学考试是个人自学、社会助学和国家考试相结合的一种

高等教育形式.应考者通过规定的专业考试课程并经思想品德鉴定达到毕业要求的，可获得毕

业证书；国家承认学历并按照规定享有与普通高等学校毕业生同等的有关待遇.经过3 0 多年

的发展，高等教育自学考试为国家培养造就了大批专门人才.

课程自学考试大纲是国家规范自学者学习范围、要求和考试标准的文件.它是按照专业考

试计划的要求，具体指导个人自学、社会助学、国家考试、编写教材、编写自学辅导书的依据.

随着经济社会的快速发展，新的法律法规不断出台，科技成果不断涌现，原考试大纲中有

些内容过时、知识陈旧.为更新教育观念,深化教学内容和方式、考试制度、质量评价制度改革，

使自学考试更好地提高人才培养的质量，各专业委员会按照专业考试计划的要求，对原课程自

学考试大纲组织了修订或重编.

修订后的考试大纲，在层次上，本科参照一般普通高校本科的水平，专科参照一般普通高

校专科或高职院校的水平；在内容上，力图反映学科的发展变化，增补了自然科学和社会科学

近年来研究的成果，对明显陈旧的内容进行了删减.

全国高等教育自学考试指导委员会公共课课程指导委员会组织制定了《高等数学（工本）

自学考试大纲》,经教育部批准，现颁发施行.各地教育部门、考试机构应认真贯彻执行.

全国高等教育自学考试指导委员会

2019年 7 月





I . 课程性质与课程目标

一、课程性质和特点

高等数学（工本）是工科各专业本科段自学考试规划中一门重要的基础理论课，它是为满

足我国对工程技术人才的培养要求而设置的.本课程面向自学考试中对数学要求较高的本科

专业的实际需要,担负着为考生提供学习专业基础课和专业课所必需的数学基础的任务.本课

程又是一门重要的素质培养课.通过学习，考生在逻辑推理能力、运算能力以及运用数学知识

分析问题、解决问题的能力等方面将得到进一步的培养和提高.

二、课程目标

本课程包括空间解析几何与向量代数、多元函数的微分学、重积分、曲线积分与曲面积分、

常微分方程以及无穷级数等内容.要求考生在自学过程中认真阅读指定的教材,独立完成足够

数量的习题，切实掌握上述这些内容中所包含的基本概念、基本理论和基本运算，会用所学知

识解决某些简单的实际问题，为学习后续课程打好必要的基础.

三、与相关课程的联系与区别

因为多元微积分是一元微积分的推广和发展，常微分方程是一元微积分的延伸和应用，因

此学习本课程必须先修高等数学（工专）中一元微积分的内容.另外，学习本课程的空间解析几

何与向量代数还应具备中学平面解析几何的基础知识.本课程作为工科各专业一门重要的基

础理论课，与一元微积分一起，是学习后续的其他数学课、物理课、专业基础课和专业课的必不

可少的工具.

四、课程重点和难点

本课程重点要求的内容为：多元函数的微分学和积分学的有关概念、计算及简单应用，微

分方程的求解及简单应用，幕级数的概念、性质及函数展开成塞级数.

本课程的难点为多元函数的积分学.



∏∙ 考 核 目 标

本大纲按照识记、领会、简单应用和综合应用四个认知层次规定在考核中应达到的能力层

次要求.四个认知层次是递进关系，各认知层次的含义是：

识记：能对考试大纲中的概念、定理、公式、性质、法则等有清晰准确的认识，并能做出正

确的判断和选择.

领会：要求对大纲中的概念、定理、公式、性质、法则等有一定的理解，清楚它们与有关知

识点的联系和区别，并能给出准确的表述和解释.

简单应用：会用大纲中各部分的少数几个知识点解决简单的计算、证明或应用问题.

综合应用：在对大纲中的概念、定理、公式、性质、法则等理解和熟悉的基础上，会运用多

个知识点，经过分析、计算或推导解决稍复杂一些的问题.

需要特别说明的是,试题的难易与认知层次的高低虽然有一定的关联，但是二者并不完全

一致,在每个认知层次中都可以有不同的难度.
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第一章空间解析几何与向量代数

一、学习目的与要求

本章内容既是学习多元微积分的预备知识，同时其自身也是十分重要的数学工具,在很多

后续课程中有广泛应用.由于向量的表示、运算及处理方法与数量有很大区别，初学者比较生

疏，而掌握空间图形也要求有较强的空间想象能力，这都给初学者带来一定困难，因此自学时

要注意掌握重点，多做习题.特别要掌握运用向量建立平面、直线方程的方法，以及常用的曲

面、曲线的方程和图形，这是学习后续内容必需的基本知识.

本章总的要求是：理解向量的概念、向量的几何与坐标表示，熟练掌握向量的各种运算;

掌握平面、直线方程，会根据方程判断直线与直线、直线与平面以及平面与平面的相互关系；了

解柱面、旋转面、二次曲面的标准方程.

二、课程内容

§ 1 空间直角坐标系

§ 2 向量代数

§ 3 向量的数量积与向量积

§ 4 空间中的曲面和曲线

§ 5 空间中的平面与直线

§ 6 二次曲面

三、考核知识点与考核要求

（一）考核知识点

1 . 空间直角坐标系.

2 . 向量的概念及其线性运算.

3 . 向量的坐标.

4 . 向量的数量积.

5 . 平面方程.

6 . 直线方程.

7 . 曲面方程.

8 . 曲线方程，

9 . 二次曲面.
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(二)考核要求

1 . 空间直角坐标系，要求达到“识记”层次.

( 1 ) 知道空间直角坐标系的定义，了解空间点的坐标属性.

( 2 ) 会求空间中两点间的距离.

2 . 向量的概念及其线性运算，要求达到“领会”层次.

( 1 ) 知道向量的定义及其几何表示.

( 2 ) 知道向量的模、零向量、单位向量.

(3) 了解向量的加法、减法和数量乘法等线性运算的几何意义，熟练掌握其运算律.

3 . 向量的坐标，要求达到“领会”层次.

( 1 ) 知道向量分解的意义及向量的坐标表示.

( 2 ) 熟练掌握向量运算的坐标表示法.

4 . 向量的数量积，要求达到“领会”层次.

(1) 了解数量积的定义及其几何和物理意义.

( 2 ) 熟练掌握数量积的坐标表示法及运算律.

( 3 ) 会计算两个向量的夹角，会用坐标判断两个向量相互垂直和平行.

( 4 ) 知道数量积与向量的模、方向余弦的关系，会用向量的坐标计算向量的模和方向

余弦.

5 . 平面方程，要求达到“简单应用”层次.

( 1 ) 掌握平面的点法式方程.

( 2 ) 知道平面的一般方程与截距式方程.

( 3 ) 会求两个平面的夹角，会判断两个平面相互垂直和平行.

6 . 直线方程，要求达到“简单应用”层次.

( 1 ) 掌握直线的对称式方程和参数方程，了解直线的一般方程.

( 2 ) 会根据直线的对称式方程和参数方程求两条直线的夹角，会判断两条直线相互平行

和垂直.

7 . 曲面方程，要求达到“简单应用”层次.

( 1 ) 知道曲面与方程的关系.

(2) 了解母线平行于坐标轴的柱面方程.

( 3 ) 会根据坐标面上曲线的方程写出曲线绕坐标轴旋转所生成旋转面的方程.

8 . 曲线方程，要求达到“领会”层次.

( 1 ) 知道空间曲线的参数方程和一般方程.

( 2 ) 掌握一般方程表示的曲线在坐标面上的投影.

9 . 二次曲面，要求达到“识记”层次.

知道二次曲面的定义，熟知椭球面、双曲面、椭圆抛物面、椭圆锥面等二次曲面的标准方程

及图形.

四、本章重点、难点

重点：向量的各种运算，平面、直线、柱面、旋转面以及一些常见二次曲面的标准方程及图形.

难点：向量的运算，空间曲线在坐标面上的投影.
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第二章多元函数的微分学

一 、学习目的与要求

多元函数的微分学是一元函数的微分学的推广和发展，两者的处理方法有不少相似之处,

但由于自变量个数的增加也产生了很多新内容，如偏导数、全微分、方向导数、条件极值等.因

为研究二元函数与更多元的函数在处理方法上无本质的差异，所以本章以二元函数为主讲授

有关内容.

本章总的要求是：理解二元函数的极限、连续、偏导数、全微分、梯度等有关概念；掌握求

偏导数（包括复合函数与隐函数的导数和偏导数）、全微分、极值和最值的方法;会用有关的方

法解决偏导数的几何应用及一些简单的实际应用问题.

二、课程内容

§ 1 多元函数的基本概念

§ 2 偏导数与全微分

§ 3 复合函数与隐函数的导数和偏导数

§ 4 偏导数的应用

三、考核知识点与考核要求

（一）考核知识点

1 . 多元函数的概念.

2 . 二元函数的极限与连续.

3 . 偏导数.

4 . 高阶偏导数.

5 . 方向导数和梯度.

6 . 全微分.

7 . 复合函数求导法则.

8 . 隐函数求导法则.

9 . 空间曲线的切线与法平面、曲面的切平面与法线.

10 . 二元函数的极值.

（二）考核要求

1 . 多元函数的概念，要求达到“识记”层次.

（1）了解平面点集的几种类型，知道二元函数的定义及几何意义.

（2）知道多元初等函数及其定义域.

2 .二元函数的极限与连续，要求达到“识记”层次.

（1） 了解二重极限的概念.

（2）知道二元函数连续的概念.

（3）知道二元连续函数在有界闭区域上的最值定理和介值定理.
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3 . 偏导数，要求达到“简单应用”层次.

(1 ) 熟知二元函数偏导数的定义.

(2 ) 熟练掌握多元初等函数求偏导数的方法.

4 . 高阶偏导数，要求达到“简单应用”层次.

(1) 了解多元函数高阶偏导数的定义.

(2 ) 知道二元函数的两个二阶混合偏导数相等的条件.

( 3 ) 掌握二阶偏导数的求法.

5 . 方向导数和梯度，要求达到“领会”层次.

( 1 ) 知道方向导数与梯度的概念和意义.

( 2 ) 会求方向导数和梯度.

6 . 全微分，要求达到“领会”层次.

( 1 ) 知道二元函数全微分的定义.

( 2 ) 知道可微与偏导数的关系.

7 . 复合函数求导法则，要求达到“简单应用”层次.

( 1 ) 知道复合函数求导的链式法则.

( 2 ) 对于抽象函数，熟练掌握以下三种类型复合函数的一阶偏导数的求法：

① , k ) ,〃= 〃(％) ,τ∕ =  a ( ι ) ；
② τυ =  ∕ ( " ) ,〃= 〃(1 , ? ) ;
③ w =  ∕( u , ∙ υ ) , u  =  u(j7,3∕),τ2 =  v (jc ,> ).
8 . 隐函数求导法则，要求达到“简单应用”层次.

掌握求由一个方程确定的隐函数的一阶偏导数或导数的方法.

9 . 空间曲线的切线与法平面、曲面的切平面与法线，要求达到“简单应用”层次.

( 1 ) 会根据空间曲线的参数方程求曲线的切线方程和法平面方程.

( 2 ) 会求曲面的切平面方程和法线方程.

10 . 二元函数的极值，要求达到“综合应用”层次.

( 1 ) 理解二元函数极值的概念及其与最值的关系.

( 2 ) 会用二元函数极值的必要条件和充分条件求极值.

(3) 了解条件极值的概念，知道拉格朗日乘数法.

( 4 ) 会解简单的最值应用问题.

四、本章重点、难点

重点：偏导数，极值及其应用.

难点：复合函数的偏导数,求多元函数极值的方法及其应用.

第 三 章 重 积 分

一、学习目的与要求

重积分是定积分的推广，它们的定义有许多相似性，从而它们的许多性质也是类似的，但
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重积分的计算比定积分要复杂得多，其基本方法是化为累次积分.

本章总的要求是：二重积分和三重积分的概念、性质、计算与应用.

二、课程内容

§ 1 二重积分

§ 2 三重积分

§ 3 重积分的应用

三、考核知识点与考核要求

(一)考核知识点

1 . 二重积分和三重积分的定义与性质.

2 . 二重积分的计算.

3 . 三重积分的计算.

4 . 重积分的应用.

( - ) 考核要求

1 . 二重积分和三重积分的定义与性质，要求达到“识记”层次.

(1)理解二重积分的定义及其几何意义.

(2)知道三重积分的定义.

(3)掌握二重积分和三重积分的基本性质.

2 . 二重积分的计算，要求达到“综合应用”层次.

(1)熟练掌握直角坐标下二重积分的计算，知道用对称奇偶性简算二重积分.

(2)熟练掌握极坐标下二重积分的计算.

(3)会交换二次积分的积分次序.

3 . 三重积分的计算，要求达到“简单应用”层次.

(1)掌握直角坐标下三重积分的计算，知道用对称奇偶性简算三重积分.

(2)掌握柱面坐标下三重积分的计算.

4 . 重积分的应用，要求达到“简单应用”层次.

(1)会用二重积分计算平面图形的面积、曲面的面积、曲顶柱体的体积、平面薄板的质量.

(2)会用三重积分计算空间立体的体积和物体的质量.

四、本章重点、难点

重点：重积分的计算.

难点：重积分化为累次积分.

第四章曲线积分与曲面积分

一、学习目的与要求

曲线积分和曲面积分是多元函数的积分学的重要组成部分，它们都有自己的物理应用背
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景.所以，对本章的概念应结合它们的物理应用背景来理解.本章的综合程度很高，涉及之前学

过的很多知识.

本章总的要求是：理解曲线积分与曲面积分的定义和性质，了解它们在几何学与物理学

中的应用实例；掌握曲线积分与曲面积分的计算方法;理解格林公式以及平面曲线积分与路径

无关的条件;会用曲线积分与曲面积分解决简单的几何和物理问题.

课程内容

§1
§2
§3
§4
§5

对弧长的曲线积分

对坐标的曲线积分

格林公式及其应用

对面积的曲面积分

对坐标的曲面积分

三、考核知识点与考核要求

(一)考核知识点

1 . 两类曲线积分的定义与性质.

2 . 两类曲线积分的计算.

3.
4.
5.
6.

格林公式.

平面曲线积分与路径无关的条件.

两类曲面积分的定义与性质.

两类曲面积分的计算.

(二)考核要求

1 . 两类曲线积分的定义与性质，要求达到“领会”层次.

( 1 ) 知道对弧长的曲线积分的定义.

( 2 ) 知道对坐标的曲线积分的定义.

(  3) 了解两类曲线积分的性质.

2 . 两类曲线积分的计算，要求达到“简单应用”层次.

( 1 ) 掌握对弧长的曲线积分的计算.

( 2 ) 掌握对坐标的曲线积分的计算.

3 . 格林公式，要求达到“简单应用”层次.

掌握平面简单闭曲线所围成的单连通区域上的格林公式.

4 . 平面曲线积分与路径无关的条件，要求达到“领会”层次.

( 1 ) 知道平面曲线积分与路径无关的概念.

(2) 了解平面曲线积分与路径无关的等价条件.

( 3 )会用平面曲线积分与路径无关的性质计算曲线积分.

5 . 两类曲面积分的定义与性质，要求达到“领会”层次.

( 1 ) 知道对面积的曲面积分的定义.

( 2 ) 知道对坐标的曲面积分的定义.

(3) 了解两类曲面积分的性质.
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6 . 两类曲面积分的计算，要求达到“简单应用”层次.

( 1 ) 掌握对面积的曲面积分的计算.

( 2 ) 掌握对坐标的曲面积分的计算.

四、本章重点、难点

重点：曲线积分和曲面积分的概念及计算，格林公式.

难点：对坐标的曲线积分与曲面积分的计算,平面曲线积分与路径无关的条件.

第五章常微分方程

一、学习目的与要求

微分方程是数学建模的有力工具，它的应用几乎渗透科学技术的所有领域,本章主要讨论

几类经典微分方程的初等解法及应用实例.在学习时要注意识别微分方程的类型.有关微分方

程的基本概念，如微分方程的阶、通解、特解、初始条件等也必须很好地理解.解微分方程用到

很多不定积分和代数式的演算,要求考生在这方面具有较好的演算能力.

本章总的要求是：理解微分方程及其有关的基本概念;会解给定类型的微分方程.

二、课程内容

§ 1 微分方程的基本概念

§2  一阶微分方程

§ 3 可降阶的二阶微分方程

§ 4 二阶线性微分方程解的结构

§ 5 二阶常系数线性微分方程

三、考核知识点与考核要求

(一)考核知识点

1 . 微分方程的一般概念.

2  .三类一阶微分方程.

3 . 三类可降阶的二阶微分方程.

4 . 二阶线性微分方程解的结构.

5 . 二阶常系数线性齐次微分方程.

(二)考核要求

1 . 微分方程的一般概念，要求达到“识记”层次.

熟知微分方程的阶、通解、特解、初始条件的含义.

2 . 三类一阶微分方程，要求达到“简单应用”层次.

会求解可分离变量的微分方程、齐次方程、一阶线性微分方程.

3 . 三类可降阶的二阶微分方程，要求达到“领会”层次.

会用降阶法求解三类可降阶的二阶微分方程：/  =  ∕( X ) ,∕ =  ∕⅛  , " )  ,，=  fd y  , / ) .
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4 . 二阶线性微分方程解的结构，要求达到“领会”层次.

(1)会判定两个函数的线性无关性.

(2)知道二阶线性齐次微分方程解的性质及通解的结构.

(3)知道二阶线性非齐次微分方程通解的结构.

5 . 二阶常系数线性齐次微分方程，要求达到“简单应用”层次.

(1)知道二阶常系数线性齐次微分方程的特征方程与特征根.

(2)会根据特征根的情况，熟练写出二阶常系数线性齐次微分方程的通解.

四、本章重点、难点

重点：三类一阶微分方程，二阶常系数线性齐次微分方程.

难点：微分方程类型的识别，二元一次方程的复根.

第 六 章 无 穷 级 数

一、学习目的与要求

无穷级数是有限个数或函数的加法运算的推广.无穷级数的基本问题是敛散性问题.讨论

敛散性的基本手段是极限理论，这也是自学考生感到困难的地方.函数项级数中的塞级数和傅

里叶级数是表示函数及进行数值计算的有力工具，因此要掌握把函数展开成塞级数和傅里叶

级数的方法.

本章总的要求是：了解数项级数的基本概念、性质，掌握数项级数的审敛法；了解塞级数

及其收敛域的结构,知道幕级数的和函数的性质(连续性、可积性、可导性)，会用间接法求一些

简单函数的泰勒级数展开式；会求以 2π为周期的函数的傅里叶级数展开式，并知道傅里叶级

数的收敛性.

二、课程内容

§ 1 数项级数的概念及基本性质

§ 2 数项级数的审敛法

§ 3 募级数

§ 4 函数的幕级数展开式

§ 5 傅里叶级数

三、考核知识点与考核要求

( - ) 考核知识点

1 . 数项级数的基本概念.

2 . 数项级数的基本性质.

3 . 正项级数及其审敛法.

4 . 一般项级数的审敛法.

5 . 幕级数的收敛性及其和函数的性质.
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6 . 函数的泰勒级数展开式.

7 . 傅里叶级数.

(二)考核要求

1 . 数项级数的基本概念，要求达到“识记”层次.

(1)熟知数项级数的通项、部分和、收敛与发散等基本概念.

(2)掌握等比级数的敛散性并会求和.

2 . 数项级数的基本性质，要求达到“领会”层次.

了解数项级数收敛的基本性质.

3 . 正项级数及其审敛法，要求达到“综合应用”层次.

(1)知道正项级数收敛的充要条件是其部分和数列有界.

(2)掌握 p 级数的敛散性.

(3)会用比较审敛法的不等式形式和极限形式判别正项级数的敛散性.

(4)能熟练运用比值审敛法和根值审敛法判别正项级数的敛散性.

4 . 一般项级数的审敛法，要求达到“简单应用”层次.

(1)会用莱布尼茨审敛法判别交错级数的收敛性.

(2)知道级数的绝对收敛和条件收敛的概念.

(3)会判断一般项级数的绝对敛散性.

5 . 基级数的收敛性及其和函数的性质，要求达到“简单应用”层次.

(1)理解号级数的收敛半径、收敛区间(开区间)、收敛域的概念.

(2)能熟练求出赛级数的收敛域.

(3)知道嘉级数的和函数连续、可逐项求导及可逐项积分等性质.

(4) 了解幕级数的加法和减法运算及其收敛性质.

6 . 函数的泰勒级数展开式，要求达到“综合应用”层次.

(1)知道函数可展开为泰勒级数的有关结论.

(2)熟记函数 1 ~ / , 4 皿 ，8 览 ，111(1+工)的麦克劳林级数展开式.
l - x

(3)会用间接法将函数展开成幕级数.

(4)会求简单募级数的和函数.

7 .傅里叶级数，要求达到“简单应用”层次.

(1)知道三角函数系的正交性.

(2) 了解傅里叶级数的狄利克雷收敛定理.

(3)会求区间［一π,π)上的函数的傅里叶级数展开式.

四、本章重点、难点

重点：数项级数,幕级数，将函数展开成泰勒级数.

难点：数项级数敛散性的判定，用间接法将函数展开为塞级数.



IV .关于大纲的说明与考核实施要求

一、课程自学考试大纲的目的和作用

课程自学考试大纲是根据专业自学考试计划的要求，结合自学考试的特点而确定的，其目

的是对个人自学、社会助学和课程考试命题进行指导和规定.

课程自学考试大纲明确了课程学习的内容以及深广度，规定了课程自学考试的范围和标

准.因此，它是编写自学考试教材和辅导书的依据，是社会助学组织进行自学辅导的依据，是自

学者学习、掌握课程知识范围和程度的依据，也是进行自学考试命题的依据.

二、课程自学考试大纲与教材的关系

课程自学考试大纲是进行学习和考核的依据，教材是学习、掌握课程知识的基本内容与范

围,教材的内容是考试大纲所规定的课程知识和内容的扩展与发挥.课程内容在教材中可以体

现一定的深度或难度，但在考试大纲中对考核的要求一定要适当.

考试大纲与教材所体现的课程内容应基本一致，考试大纲中的课程内容和考核知识点在

教材中一般也要有.反过来，教材中的内容，在考试大纲中就不一定体现.

三、关于自学教材

《高等数学（工本）（2023年版）》，全国高等教育自学考试指导委员会组编，陈兆斗、马鹏主

编，北京大学出版社，2023年.

四、关于自学要求和自学方法的指导

本大纲的课程基本要求是依据专业考试计划和专业培养目标而确定的.课程基本要求还

明确了课程的基本内容以及对基本内容掌握的程度.课程基本要求中的知识点构成了课程内

容的主体部分.因此，课程的基本内容掌握程度、考核知识点是高等教育自学考试考核的主要

内容.

为了有效地指导个人自学和社会助学，本大纲已指明了课程的重点和难点，在章节的基本

要求中一般也指明了章节内容的重点和难点.

学习本课程时应注意以下几点：

1 . 根据自学考试的特点，考生应注意学习方法和自学能力的培养.应注意防止两种倾向：

一是只满足于会做题，忽略了对于基本概念和理论的理解.过分依赖自考辅导材料解题，反而

会使得独立解题的能力下降，知识水平得不到提高•二是自认为一切都学懂了而忽略了做题的

环节，或做的题量太少，达不到真正学懂和巩固知识的目的.考生要随时总结经验教训I,摸索适

合自己特点的学习方法，提高学习效率，在自学过程中提高学习能力.

2 . 由于本课程中绝大部分内容都与一元微积分有密切关系，因此考生在自学时，一定要
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把一元微积分的有关知识掌握好,它们都属于高等数学（工专）的内容.

3 . 自学考生要注意初等数学知识的复习，它们大多是中学数学的内容.由于网络技术的

发展，很多这方面的内容都可以在网上查到.

4 . 自学时间的安排：

本课程共10学分，下表是本课程各章的建议自学学时数，供参考.

章次 内容 学时数

—* 空间解析几何与向量代数 54

多元函数的微分学 72

二 重积分 54

四 曲线积分与曲面积分 54

五 常微分方程 62
六

无穷级数 64

总计 360

五、对社会助学的要求

1 . 辅导教师应熟知考试大纲要求和考核知识点的分布;辅导时应以考试大纲为依据，不

宜随意增删内容.

2 . 辅导教师应以讲授有关知识为主，不应压题、猜题;应培养学生的自学能力和独立解题

能力，不要搞题海战术.

3 . 助学单位在安排该课程辅导时，建议不低于自学学时的四分之一，即 9 0学时.

六、对考核内容的说明

本课程要求考生学习和掌握的知识点都作为考核内容.课程中各章的内容均由若干知识

点组成，在自学考试中成为考核知识点.因此，考试大纲中所规定的考试内容是以分解为考核

知识点的方式给出的.由于各知识点在课程中的地位、作用以及知识点自身的特点不同，自学

考试将对各知识点分别按四个认知层次（识记、领会、简单应用、综合应用）确定其考核要求，见

“ n . 考核目标”部分.

七、关于考试命题的若干规定

1 . 本课程考试采用闭卷笔试方式考核，考试时间为150分钟.

2 . 考试大纲所规定的基本要求、知识点及知识点下的知识细目都属于考核的内容,考试

命题既要覆盖到章,又要避免面面俱到；要注意突出本课程的重点、章节重点，加大重点内容的

覆盖度.

3 . 命题不应超出考试大纲中考核知识点范围，考核目标不得高于考试大纲中所规定相应

的最高认知层次要求;命题应着重考核自学者对基本概念、基本知识和基本理论是否了解或掌

握,对基本方法是否会用或熟练，不应出与基本要求不符的偏题或怪题.

4 . 本课程在试卷中对不同认知层次要求的分值比例大致为：“识记”占 2 0 % ,“ 领会”占

30% ,“简单应用”占 30% ,“综合应用”占 20%.
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5 . 要合理安排试题的难易程度，试题的难度可分为：易、较易、较难和难，其在每份试卷

中的分值比例一般为2 ： 4 ： 3 ： L

6 . 试题的题型为：单项选择题、计算题、综合题;试题量依次为：10题、10题、2 题，共 22

题;所占分值依次为：30分、60分、10分.满分为100分,60分为及格线.

7 . 本课程的考试适用于高等教育自学考试工科类各本科专业的考生.

8 . 考生在考试时只允许带钢笔、签字笔、铅笔、圆规、三角板、橡皮等文具用品，不允许带

计算器、有关参考书等.



高等数学（工本）试题样卷

一、单项选择题：本大题共1 0小题，每小题3 分，共 3 0分,在每小题列出的备选项中只有

一项是最符合题目要求的，请将其选出.

1 . 下列向量中与向量｛3 ,0 ,4 ｝平行的单位向量是

A. ｛6 ,0 ,8 ｝； B. ；

c ∙ ! ^ ⅜ , 0 , ^ l b  D ∙ 信 , 0 ,一芬

2 . 设函数 z = z y ,则点（0 ,0 ）是该函数的

A .间断点； B .极大值点；

C .极小值点； D .驻点.

3 . 设 z > 0 ,下列函数中是微分方程/ ∕ + z y  =  l 的通解的为

A . y =
__ Inj； +  4

9 B.
Clrιz

τ y — ■τ

_ lrιz + C
D.

lαr , 八
C. y-

x 9 y = --
X
----FC

4 . 设级数 ∑tnq
n 收敛，则 q 的取值可为下列数值中的

Λ≡=O

A. 0 .5 ； B. 1； C. 1 .5； D. 2.
5, 设 0 ≤ z ≤ l , - 1 ≤ ∕ ≤ 0 , 则二重积分 I = J Jz e Q d z dy =

D

A. e^1 - l 5 B. e - 1
5 C. 1； D. e.

6 . 与两个平面x + 3 ∕+ z  +  l =  O及 Z  +  2N —3 =  0 都垂直的平面是

A. 力一？= 0 ； B. 2 ι + y  — z — 5 =  0;
C. 2x — y — z -  4 =  0 ； D. z  +  2y +  3N = 0 .

7. 设函数 n =  arctan — ,则 =
τ ∂x 2

A. 2xy
( / + / 尸 B. (X 2 + 3 ∕ 2 ) 25

Lcy∙
- 2 x y 2

D.
- 2 x 2y

" + / ) 2 ； ( , + ∕ ) 2 ∙

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

8 .设  0  是球体 x 2 -∖-y2 +  (2 一1 )2 ≤ 1 ,则 I =  (X +  y +  3) djr d3∕dz =
Ω

A. πj B. 2π∣ C. 3πj D. 4π.

9 ∙ 级 数 的 和 为 )
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A. 1； B. - y ； C. Y ； D. γ .

io  . 设 c , g , c 2 是任意常数，则微分方程 ∕ = 6 ι + ι 的通解为 （ ）

A. ∙T 3 + z + C  ； B. X 3 +  ∙̂ ΓX 2 +  C 1 X +  C2 ;
乙 U

C. J73 + C 1JΓ2 + J7 + C 2 5 D. X 3 + χ 2 +  C 1J 7 + C 2 .
二、计算题：本大题共10小题，每小题6 分，共 6 0分.

11 . 经过点（一1 ,2 ,0 ）向平面z  +  2 y - z  +  l =  0 作垂线，求垂足的坐标.

12 . 求出平面z  +  2y +  3 z - 6  =  0 在三条坐标轴上的截距.

13 . 求曲线L ：力 = * ,y  =  g 2 , z = * 在 点 弓 ,2 ,1 ）处的切线方程和法平面方程.

14 . 求函数〃 = / + ι y + / + / 在点（1, — 1 ,2）处的梯度.

15 . 设函数F （- s w ）可微，求由方程F （z , z + y , z + y + z ）= 0 所确定的隐函数Z =
8N ∂ Z

z （x  , y ）的偏导数获，热 .

16 . 计算二重积分 JJarctan r d τ d ∕  ,其中。为圆 χ 2 + 3,2 = 9 , / + / = 1 与直线）= % ,
D

y  = 0 所围成的位于第一象限的闭区域.

17 . 设椭圆L ： γ  +  ⅛  =  l 的周长为α ,计算曲线积分｛ （3 1 + 4 y 2 ）ds.

18 . 计算 I =  j ∕ y d z  —“ ∕ d ry ,其中曲线L ： X 2 + 3 ∕ 2 = 1 取逆时针方向.

（x  . 一
/
π
 
≤
/
x
 
≤ 0

，其傅里叶级数展开式为
0, 0 < τ ≤ π

00

?  +  »  （a n cosnx +  6π sinnx）,

求系数。5.

20 . 验证）=  - z  +  U 是微分方程 ∕ - 2 ∕ - 3 y  =  3z +  l 的一个特解，并求该微分方程满
O

足初始条件? |工=。= 0 ，/  I1=。= 0 的特解.

三、综合题：本大题共2 小题，每小题5 分，共 1 0分.

21 . 求暮级数∑ 目二 1 2 1的收敛域.

n = l n
22 . 计算曲面积分 I =小 袅 也 ，其中Σ 是平面1 + y  + z  = 1 被三个坐标面所截得部分,

∑

取上侧.



高等数学(工本)试题样卷参考答案

一、单项选择题

1. C. 2. D. 3. C. 4. A. 5. B. 6. C. 7. A. 8. D.
9. C. 10. B.
二、计算题

11. ( - 4 4 4 ) -  1 2 .在 ％轴、y 轴、％轴上的截距分别为6,3,2∖ O J J ，

x  V  -V — 9 -  — 11 3 .切线方程：一 7 ± =  T  =  膏 ;法 平 面 方 程 ：2 z - 8 、+  16z —1= 0 .
1 -  4 o

1  A (  1 ___  1 A ∖ ις 生=14. ∖ 1 y 1,4 / ∙ 1 5 ∙ *

16. ⅜,
0 17. 12a.

π … 21 8 .----- . 1 9 . ---- .2 25π

j+F2+F3 F2+F 3
F 3̂ ，戒= FΓ̂

20 . y  =  -y e3x -  4*e- x  - -x  +  ̂ r.
o Z o

三、综合题

21 . 区间［0,2). 22. -∣-.
O



大 纲 后 记

《高等数学（工本）自学考试大纲》是根据全国高等教育自学考试工科类公共课的考核要求

编写的.2019年 5 月公共课课程指导委员会召开审稿会议，对本大纲进行了讨论评审，修改

后，经主审复审定稿.

本大纲由中国地质大学（北京）陈兆斗教授主持编写，邢永丽副教授参与编写；由北京交通

大学王兵团教授主审，北京联合大学曾庆黎教授及北京科技大学许三星副教授参加了审稿并

提出了宝贵的修改意见.

本大纲最后由全国高等教育自学考试指导委员会审定.

本大纲编审人员付出了辛勤劳动，特此表示感谢.

全国高等教育自学考试指导委员会

公共课课程指导委员会

2019年 7 月
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内 容 简 介

本 书 是 根 据 全 国 高 等 教 育 自 学 考 试 指 导 委 员 会 !

2019年最新修订的《高等数学（工本）自学考试大纲》进 ；

行编写的，是工科各专业本科“高等数学”课程自考教 I

材.本书作者具有丰富的教学经验，且参与了本课程考 |

试大纲的修订工作，对自学考试的要求及自考生的情况 I
有深刻的了解. j

全书共分六章，内容包括：空间解析几何与向量代!

数、多元函数的微分学、重积分、曲线积分与曲面积分、 j

常微分方程、无穷级数.每节配有适量的习题，每章配有 t
复习题，且书后附有习题的参考答案，每 章 末 附 有 该 章 |

的内容小结.另外，每章补充了两道样题及其详细解答.J
本书注重考虑自学考试的特点，叙述由浅入深、思 j

路清晰、说理透彻，尤其对教学难点阐释详细；例 题 丰 富 t
典型，解题过程详尽、启发性强；尽量给出直观说明，图 !

文并茂，利于自学.为了更好地帮助考生备考，对 书 中 部 |
分例题及全部补充样题配置了讲解视频. j

本书除可作为工科各专业本科“高等数学”课 程 自 j

考教材外，也可作为普通高等学校工科各专业本科“高 I
等数学”课程的教材或参考书. I

∣M ∙∙∣∣A ∙ M a ∙ Φ ∙ " l∣，♦ 小♦ 称♦ 呻— ■呻， ♦ 痴♦ 小♦ 峥 ■ 枷 ♦ 岬 t M ∙ * f ∣* ∙ ” , ∙ ∣∣h ■ 呻 伽



修 订 说 明

本书是全国高等教育自学考试指定教材.本次修订工作是在《高等数学（工本）（2019年

版）》的基础上,根据自学考试在新时代的发展需要做出的.新版教材的基本架构和内容没有大

的改变，它仍相当于普通高等学校工科各业专本科“高等数学”课程第二学期的教学内容.具体

的修订说明如下：

1 . 对部分内容做了修改，其中主要有：

•  对原教材第二章§ 1 中有关二元函数的定义进行了更为精准的描述.由于单值函数与

多值函数的概念不影响本书的内容叙述，因此删除了容易引起误解的多值函数概念.

•  对原教材第四章§ 2 中变力做功问题的解决思路做了一般性的解释.

•  对原教材第五章§ 1 中微分方程的定义做了更精细的描述，并对微分方程通解定义中

的“任意常数”做了更规范的限定.

2 . 重编或添加部分例题，并录制了这些例题的讲解视频，以方便考生学习和训练.这些例

题是：

•  第一章：§ 1 中的例4, § 2 中的例7, § 3 中的例3, § 4 中的例6 和例7, § 5 中的例10

和例13.

•  第二章：§ 1 中的例5, § 2 中的例5, § 3 中的例3 和例10, § 4 中的例3 和例11.

•  第三章：§ 1 中的例4 和例11, § 2 中的例3 和例8, § 3 中的例1.

•  第四章：§1中的例7, §2中的例6, §3中的例7, §4中的例5, §5中的例6.

•  第五章：§ 1 中的例3, § 2 中的例3 和例9, § 3 中的例5, § 4 中的例4, § 5 中的例3.

•  第六章：§ 1 中的例3, § 2 中的例8 和例11, § 3 中的例4, § 4 中的例6 和例9, § 5 中

的例4.

3 . 根据考试大纲，每章补充了两道样题,并附上详细解答及讲解视频，以帮助考生更好地

进行复习备考.

在本教材中用“* ”标识超出大纲范围的内容，并且将它们“涂灰”，请考生和助学单位

注意.

欢迎广大读者对本教材提出宝贵的建议！并请通过电子邮箱：mapeng@cupk.edu. c n与

我们联系，我们将不胜感谢.

作 者 陈 兆 斗 马 鹏

2023年 1 月





第 一 簟

空间解析几何与向量代数

掌握空间解析几何与向量代数的基本知识是学习多元微积分

的基础.此外，向量代数在力学、物理学和工程技术中有着广泛的应

用.本章主要介绍向量的坐标表示、向量的运算及空间图形的方程.

§ 1 空间直角坐标系

1 . 1 空间直角坐标系的建立

经过空间定点o 作三条互相垂直的数轴，它们都以点o 为原点，具有

相同的单位长度.这三条数轴分别称为］轴（横轴）、, 轴（纵轴）、2 轴 （竖

轴），统称为坐标轴，并且各坐标轴正向之间的顺序要求符合右手法则，即

以右手的拇指对准之轴的正向，食指对准 ,轴的正向，顺势伸出中指，此

时中指的指向与之轴的正向一致［图 ＞1（a）］；或者以右手握住之轴，让除

大拇指外的四指从z 轴的正向以 90°的角度转向、轴的正向，这时大拇指

所指的方向就是2 轴的正向［图 1-Kb）］.这样组合的三条坐标轴构成一个

空间直角坐标系.三条坐标轴中的任意两条都可以确定一个平面，称为坐

标面，它们是：由 7 轴及丁轴所确定的OQ 平面；由 ，轴及 2 轴所确定的

O y z 平面；由 z 轴及z 轴所确定的O n n 平面.这三个相互垂直的坐标面把

空间分成八部分，每一部分称为一个卦限（图 1-2）.位 于 z 轴、？轴、n 轴正

半轴的卦限称为第一卦限，从第一卦限开始，在 0 » 平面上方的圭卜限，按

逆时针方向依次称为第二、三、四卦限；第一、二、三、四卦限下方的卦限依

次称为第五、六、七、八卦限.

(a) (b)

图 1-1



9 g , ⅛ ⅛ Q  字二二本）；2∙--^3 0 •版：

第一章空间解析几何与向■代数

在建立空间直角坐标系之后，对于空间中任意一点M , 过点M 分别作垂直于2 轴、y 轴、

z 轴的平面，它们与三条坐标轴分别相交于点A , B , C （图 1-3）.设这三点在％轴、y 轴、n 轴上

的坐标依次为z,y,z,则点 M 唯一确定了一组有序数z,y,z .反之，给定一组有序数巧y,z,

设它们在z 轴、/ 轴、z 轴上对应的点依次为A , B , C 过这三点分别作平面垂直于其所在的

坐标轴，则这三个平面唯一的交点就是点M . 这样，空间中的点M 就可与一组有序数z,y,z

之间建立一一对应关系.这时，有序数组巧），z 称为点M 的坐标，记为 M （l,y,z）,其中不

分别称为点M 的横坐标、纵坐标、竖坐标.

显然，原点 O 的坐标为（0,0,0）;坐标轴上的点至少有两个坐标为0;坐标面上的点至少

有一个坐标为0 .例如，”轴上点的坐标为（z,0,0）的形式，O x y 平面上点的坐标为（巧 ？，0）

的形式.读者可以自行归纳出其他坐标轴和坐标面上点的坐标特征.

1 . 2 空间中两点间的距离公式

给定空间中两点P 】（斗 ，y1 9z J 9P 2 （x 2 9y 2 ,孙），求它们间的距离 旧】尸21.过这两点各作

三个平面分别垂直于三条坐标轴，形成如图1-4所示的长方体，这两点间的距离就是该长方体

的对角线长度.由于该长方体的三个棱长分别是

a = ∖x 2 I » b — ∖y 2 - y 1 ∣ , c — ∖z 2 - z 1 | ,
所以

I P 1 P 2 I =  J42 +  .2 +  ¢2 =  / （72 —力］）2 +  （-2 -~V l /  +  （- 2 - - 1 ）.. （1）

图 1-4
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特别地，点 P ( z , y  ,Z)与原点0 ( 0 ,0 ,0 )的距离为

IOP | = J x 2 ÷  y 2 + z 2 .

例 1 求两点P ( l , 2 , 3 )与 Q (2 , —1 ,4 )的距离∣P Q ∣∙
解 由 公 式 (1)得

(2)

∖PQ∖ =  √ (2  -  1)2 +  ( -  1 -  2 )2 +  (4 -  3 ) 2̂  =  √TΓ.

例 2 在工轴上求点P ,使得它与点Q (4 ,1 ,2 )的距离为局.

解 因点P 在 1 轴上，故可设点P 的坐标为( z , 0 ,0 ) ,从而应有

| PQ | = Λ∕30^, 即 Λ∕ ( 4  — x ) 2 +  (1 — 0)2 +  (2 — 0)2 =  Λ∕30^.

于是

(2 —4 ) 2 + 5 = 3 0 , 即 ①= - 1 或 z = 9 .
故所求的点有两个：P ι ( - l , 0 , 0 ) 和 P z (9 ,0 ,0 ).

例 3 给定三点 M] (4 ,3 ,1 ),M 2  (7 ,1 ,2 ),M 3 ( 5 ,2 ,3 ) ,证明：Z∖M]M2M3 是等腰三角形.

证只需证明 4 M ]M z M 3中两条边的长度相等即可.我们有

∣M 1M 2 ∣ =  √ ( 7 - 4 ) 2 +  ( l - 3 ) 2 +  ( 2 - l ) 2 =  √14 ,

∣M 2M 3∣ =  √ ( 5 - 7 ) 2 +  ( 2 - l ) 2 +  ( 3 - 2 ) 2 =√6 ,

∣M 3M 1∣ =  √ ( 4 - 5 ) 2 +  ( 3 - 2 ) 2 +  ( l - 3 ) 2 = √ 6 .
⅛ T ∣M 2M 3∣ =  ∣M3MJ ,所以4M ]M 2M 3是等腰三角形.

例 4 求点(1 ,一2 ,3 )到三条坐标轴及三个坐标面的距离.

解 设空间中有一点M Q / ，c ) ,它在1 轴、y 轴、z 轴

上的投影点①分别为A ,B ,C (图 1 -5 ),则由坐标的定义知这

三个投影点的坐标依次为(a ,  0 , 0 ) , ( 0 " ,  0 ) , ( 0 , 0 , c ) 于
是，点 M 到1 轴的距离为

I MA | =  √z( a - a ) 2 +  ( 0 - δ ) 2 +  ( 0 - c ) 2 = V b 2 -∖-c2 .
同理，点 M 到了轴和z 轴的距离分别是∖MB | = √ a 2 + c 2 , ∣M C∣= √ a 2 + 6 2 .

从图形上易看出，点M 到O x y平面的距离与点C(0,0,c)
到原点的距离相等，其距离是∣c | . 同理，点 M 到 0 严平面

和0 = 平面的距离分别是| a | 和| 6 | .

于是，点( 1 , - 2 , 3 )到 x 轴、6 轴、z 轴的距离分别为，( - 2到+32 = / * ,万 下 / = /五 ,

∕ T  +  ( -2 ) 2  = 胞 ；点(1 ,一2 ,3 )到 O g 平面、O y z平面、OZ N 平面的距离分别为 I 3 I =  3 ,
11 1 = 1 , 1 —2 1 = 2 .

习 题 1-1

1 . 研究空间直角坐标系各卦限内点的坐标特征,指出下列各点在哪个卦限：

A ( l ,  - 2 , 3 ) ,  B (2 ,3 , - 4 ) ,  C (2, - 3 , - 4 ) ,  D ( - 2 ,  - 3 , 1 ) ,  E ( l ,2 ,4 ) .

① 对于空间中的点M ,如果过点M 向某条直线作垂线，则称垂足为点M 在该直线上的投影点；如果过点M 向某个

平面作垂线,则称垂足为点M 在该平面上的投影点.
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2 . 研究空间直角坐标系中各坐标面和各坐标轴上点的坐标特征，指出下列各点在哪个坐

标面或哪条坐标轴上：

A (3,4,0), B(0,4,3), C(3,0,0), D(0, -1,0), E(0,0,7).

3 . 点 (α",c)关于各坐标面、各坐标轴、原点的对称点是什么？

4 . 求点(一2,3, — 1)在各坐标面及各坐标轴上的投影点.

5 . 求顶点为 A(2,5,0),B(ll,3,8),C(5,1,11)的三角形各边的长度.

6 . 求 点 A(4, —3,5)到各坐标轴的距离，即求点A 与其在各坐标轴上的投影点的距离.

§ 2 向 量 代 数

2 . 1  向量的概念

在力学、物理学研究和工程应用中所遇到的量可以分为两类：一类是完全由数值大小决

定的量，如质量、温度、时间、面积、体积、密度等•我们将这类量称为数量(或标量).另一类是只

知道其数值大小还不能完全确定的量，如力、速度、加速度等，它们不仅有大小，还有方向.我们

将这类既有大小又有方向的量称为向量.

夕• 空间中以 A 为起点，B 为终点的线段称为有向线段(图1-6).从 点 A 指向
/  点 B 的箭头表示了这条线段的方向，线 暨 ⅛长度表示了这条线段的大小.向量

/  就可用这样一条有向线段来表示呵为定.如果不强调里点和终点，向量也简

/  记为α∕,…或 α,b,….将 向 量 篇 或 Q 的大小记为 I定 I或 H I ,称为向量

/  的模.

图 16 如果向量。的模为零，即 用 |= 0,则称α为零向量，记 为 0.可以将零向量

理解为起点与终点重合的向量,从直观意义上讲，零向量不可能表示任何方向，但在数学上有

时将零向量的方向看作是任意的，这为处理一些问题带来很大方便.

定义 1 如果两个向量α与尸的大小相等且方向相同，则称这两个向量是相等的向量，记

为 a=β.

也就是说,一个向量在空间中平移到任何位置而得到的向量与原向量相等•所以，这里所

规定的向量也称为自由向量.因此，向量的方向和大小(模)是确定一个向量的两个要素.如果

两个向量α∕相等，将它们平移，则当它们的起点重合时，它们的终点也必然重合.

对于若干个向量，将它们的起点平移到同一个点后，如果它们的起点和终点都位于同一条

直线上，则称这些向量是共线的;如果它们的起点和终点都位于同一个平面上,则称这些向量

是共面的.不论大小，只要两个向量α,0 的方向相同或相反，则称α与月平行，记 为 a∕∕β,显

然，零向量与任何向量都是共线的;两个向量共线的充要条件是这两个向量相互平行；空间中

任何两个向量都是共面的.

2 . 2  向量的加法

给定两个非零向量α∕,将它们的起点平移到同一个点O ,它们的终点分别设为A 和 B,

则 O A = a 9O B =β ,以 O A . O B 为邻边可构造一个平行四边形O B C A .以 O 为起点，C 为终点

的向量7 = 5 方称为向量α与 P 的和，记为

Q + P = 7 , 即 O A  ÷ O B  =  OC.
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这种确定两个向量的和的方法称为平行四边形法则[图l - 7 ( a ) l
对于给定的两个向量α ∕ , 如果将P 平移，使其起点平移到Q 的终点[图 l - 7 ( b ) ] ,此时 1

的终点与用平行四边形法则确定的点C 重合，从 而 / ，于是 α 与P 的 和 也 为 芯 + / =

0 C .这种确定两个向量的和的方法称为三角形法则.

由于零向量的起点与终点重合,对于任何向量*根据三角形法则可以得到

α÷O=O+α=α.
向量加法的逆运算称为向量减法.给定向量α 与巴如果存在力使得α = P  +  y ,则称 r 是

向量2 与P 的差，记为a-β =  γ.

如果设5 7 = α , 0 克=少,则由三角形法则可知。才= 5 商+ 互不[图l - 8 ( a ) ] ,于是

a — β =  O A  — O B  =  B A .

也就是说，将 Q 与。的起点放在一起，则从P 的终点到。的终点的向量即为a —/L
向量加法与减法的几何意义：设 a ∕ 为非零向量，则 a + P 与0 一n 分别是以a 和。为邻

边的平行四边形的两条对角线向量[图l-8 (b )] .

向量的加法满足我们熟知的加法运算的规律：

1 ) 交换律：a+β=β+a.

若 a,β中有一个为零向量，显然成立.若a * 均为非零向量，如图 1-9所示，设 O B C A为

平行四边形，并 设 示 =。，话 =/»,则由向量相等的定义有

O A = B C  =  a 9 O B = A C =β .

由三角形法则可得

O A + A C  =  O C = a  +β 9 β +  a =  O B + B C  =  O C ,

从而a+β =β +a 9即交换律成立.

2 ) 结合律：(a + P ) + r = a  +  (A + r) ∙
如图 1-10所示，设 市 = 。，笳 = ∕h 病=八则由三角形法则可得

Ca +β )+ Y  =  C O A + A B )  + B C  =  O B + B C  =  O C ,

a +  Cβ +  γ ) = ^ ^ + ( A B + B C )  =  O A + A C = = O C ,

从而结合律成立.
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当三个向量（χ , p , y 相加时，由于结合律与交换律成立，因此可以不考虑它们相加的次序

而写为 a + β +  γ9 a + γ+ β 或。+ 。+  ?等.

两个向量相加的三角形法则可以推广到〃个向量相加.

设有几个向量。1，@2,…，凡 相加，可以将小 的终点与a 2 的

起点相接1 2 的终点与。3 的起点相接…… 的终点与明

的起点相接，最后从心的起点到明的终点的有向线段就是

这几个向量的和4  + α 2 +  ∙ ∙ ∙ + α n .
图 1-11是五个向量a 1 ,α 2 , ∙ ∙ ∙ , α 5 相加的示意图，从向量

a 1 开始，依次将它们首尾相接.设m =  OAι ,窑2 =A1A2 ,。3 =

A 2A 3 9a ^ - A 3A i ,Q5=A 4A5，可得到它们的和为

a 1 + a 2 + a 3 + a i + a 5 = O A 1 +  A 1A 2 +  A 2A 3 +  A 3A 4 +  A 4A 5 = O A 5 .

2 . 3 向量与数的乘法

定 义 2 给定实数;（及 向 量 α,规定人与α的乘积/Q 是一个向量，它的模规定为以。| =

以| |窃| ,它的方向规定为：当入＞ 0 时，入Q 的方向与2 的方向相同；当入V 0 时以0 的方向与Q

的方向相反 . 4 与 α的乘积运算称为向量的数量乘法（简称数乘）.
设 α = 0 4 ∕ α = 冠 ，数量乘法的几何意义见图1 - 1 2 3 , （» 可以看到，当人＞0 时，向量

λ α 是Q 在它原有的方向上模伸缩为原来的入倍；当 λ ＜0 时，向量λ α 是 Q 在它的反方向上模

伸缩为原来的以I倍.

■ J
O

(a) Λ>0
图

B A
(b) λ<0

1-12

由数量乘法的定义可知0。= 0 及 λ0 =  0.
由于 lα  =  α ,亦记（一l ）α =  - Q ,它表示与a 大小相同、方向相反的向量，从而

α - ∕J = α  +  （- ∕ J ） （图 1-13）.

图 1-13
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可以证明数量乘法有如下运算规律(其中λ与〃是实数)：

1 )结合律：λ(∕zα)=̂ (λα) =  (λμ)a ；

2 )对于数量加法的分配律：a +〃 ) a =入a+〃 a；

3 )对于向量加法的分配律：λ(a+β)=λa+λβ.

这些运算规律都是我们应该掌握的，证明省略.向量的加法和数量乘法统称为向量的线性

运算.

例 1 根据向量的加法和数量乘法的运算规律，化简(3。+ 5 ) +  (2。一》)一(4。-35).

解 (3a+b) +  ( 2a-b) — (4a — 3b) =  3 a+b +  2a —b — 4a+3b

=  (3a÷2a- 4a) +  (fr-b÷3fe) =  (3÷2-4)a +  (l- l +  3)fe

=  a÷3b.

定理 1 设向量a # 0 ,则向量P 平行于2 的充要条件是，存在实数入，使得夕=/Q.
证 充分性 设 />=〃.当A≠ 0时，由数量乘法的定义知P 平 行 于 当 a = 0 时，必有

0 = 0 .由于零向量的方向可以看作是任意的，因此我们可认为零向量与任何向量都平行.∖β∖
必要性 设 P 与Q 平行，此时P 与Q 的方向要么相同，要么 相 反 .取 !乂 =击 ，且 p 与 a

同向时入取正值，反向时入取负值.于是“与 M 同向，并且有

∣λa ∣=∣λ | ∖a∖ =  γ̂∖ a∖ =∖β∖ .

∣a∣

因此，两个向量P 与aa 方向相同，大小相等.根据向量相等的定义，知

如果向量Q 的模为1,即 la 1=1,则称a 为单位向量*如果以# 0 ,记 <x° = 占 0 ,称之为Q
1« I

的单位化向量.由数量乘法的定义可知a °与 a 同向,a °的 模 为 I  = 占 隆 I =1,并且有

∣a I
a = la ∣a0.

2 . 4 向量的投影

将非零向量a,β的起点放在一起，它们之间的夹角φ记为 ( Q ) , 规 定 0≤e≤π

[图 1 - 14(a)].由于零向量的方向可以看作是任意的，规定零向量与任何向量的夹角φ可取

[0,π]中的任何值.

给定数轴u 及非零向量Q ,在数轴u 上取与数轴〃同向的非零向量夕,规定以与数轴〃的

夹角为a 与β的夹角，记为( G ) [ 图 l-14(b)].

若非零向量flf与P 的夹角(∕>) =  ̂ , 则称a 与p 垂直.规定零向量与任何向量垂直.
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给定向量α=延及数轴〃，过点A , B 分别向数轴〃作垂线，设垂足依次为A',B',这两

个点在数轴〃上的坐标分别为〃A ，〃B .称 A',B'分别为点A , B 在数轴〃上的投影点；称向量

A'B'为宿在数轴〃上的投影向量;记 PrjtJ 百= 〃B — 〃A ，称之为京在数轴〃上的投影.

由于| 3 荷| =田 瑞 篇 |,因 此 「瑞翁在一定程度上反映了向量南在数轴〃上投影的

“大小”（图 1-15）.

如果平移向量芯，则它在数轴〃上的投影向量不变,从而平移后的投影也不变.简言之,

向量在数轴〃上的投影具有平移不变性,从而相同向量的投影值是唯一的.

给定非零向量P ，作与 P 同方向的数轴〃.称向量α在数轴〃上的投影为a 在向量P 上的

投影，记为 Prj心.

定理 2（投影定理） 对于任意向量。，有

Prjuα =∣α I cosφ,

其中中是α与数轴〃的夹角.

证 由投影的平移不变性，将向量α = B  的起点平移到数轴"的原点0 （图 L 1 6）,则点

A 与。重合, A 在数轴〃上的投影点就是0 ,其坐标为0.记点B 在数轴〃上的投影点B '的坐

标为〃 B，于是

Prjtta =  uβ =  ∖a |cos夕.
由投影定理可知：a 与数轴〃垂直的充要条件是P r j e =  O；当a 是锐角时,Prj“Q > 0 ；当中

是钝角时,Prj∕V0.

定理3（投影的线性性质） 对于任意向量α,p,有

1） Prju （a+β ） =  Prjua +  Prjuβ, Prju （a-β ） =  Prjuα — Prjuβ ；

2）设义是实数，则 Prjtt（λa）=λPrjκa.

证 只证 a 1 为非零向量时1）中的第一个式子.如图1-17所示，将 a 的终点与P 的起点

相接，并设 Q = 探 /  = 病 ，则由三角形法则知a + 0  = / （图 1-17）.设点 A , B , C 在数轴〃

上的投影点分别为A',B',C',坐标分别为〃A , " B , " C , 则
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Prjα ( α + β )  =  u c ~-WA =  ( WB - ~WA ) ÷ ( WC - u B ) = P r j Ma  +  PrjujJ.

例 2 设 e 是与数轴〃同方向的单位向量，建 在 数 轴 "上 的 投 影 向 量 为 公 投 影 为

人= P r j ∕ i , 证明：Z E = X .

证 当 翁  为零向量时，显然成立.

当A B 为非零向量时，根据投影向量的平移不变性，可将向量A B 的起点平移到数轴〃的

原点 0 ( 图 1 - 1 8 ) ，则点 A 与 O 重合，点 A 在数轴a 上的投影点就是0 . 仍设点B 在数轴〃上

的投影点为B ' , 于 是 探  在数轴〃上的投影向量为而，即储厚= 而.根据数量乘法的定义

及投影定理，可得

A fB f =  OB'  =  ( | AB | cosφ)e =  (PrjuA B )e =λe ,

其中3 是疝与数轴〃的夹角.

2 . 5 向量的坐标

在空间直角坐标系中，与 I 轴、y 轴、z 轴三条坐标轴毁向的单位向量分别记为 i , j , A  ,

称为基本单位向量.给定空间中的点 M ( a " , c ) , 向 量 而

称为向径.显然，而在三条坐标轴上的投影分别为

PrjxO M = a ,  PrjyO M = b 9 Prjz O M = c .
如图 1 - 1 9 所示，设点M 在 z 轴、y 轴、 上的投影点分别为

A ,B ,C ,则由例 2 中的结论可知向径而在 z 轴、)轴 、z 轴

上的投影向量生产为

O A  =ai , O B  =bj , 0 C  =  ck ,

称之为而在相应坐标轴上的分向量.设点 P 是点 M 在

O x y 平面上的投影点，则 O B = A P ,O C = 7 M . 由向量的加法

法 则 有 而 = d + / + 万法，从而O M = O A + O B + O C , ^

0 M  ≈ai +  bj +  ck.
称 ( 1 )式为面的分解式.

若另有O M = a fi + b ,j + c%  ,考虑而在力轴上的投影，由投影的线性性质并注意到j,k

与之轴垂直，可得 _

P rjQ M  = a , Prjx i + 6 'P r j J  +  c , Prjx t  —a + 0  +  0 = a ' .
由向量投影的唯一性可知a = / . 同理，考 虑 而 在 y 轴和N 轴上的投影，可得 6 = 6 ' , c = c ' .

这说明，向径O M 的分解式表示法是唯一的.

对于空间中的两点M 1 (χ 1 ,∕1 9Z1 ) 9M 2 (X 2 . 2 , 2 2 ) ，向 量 在 z 轴、？轴、z 轴上的

投影分别为x 2 ，) 2  — 力 ，之2 — 之1 .可将M 1 M 2 平移为向径O M ,于是O M = a i + b j  + c k  ,其

中 a , b , c 分 别 为 而 在 1 轴、y 轴、n 轴上的琴影.由于向量的投影具有平移不变性，从而 a  =

力2一力 1 " = ，2 — ，C = Z 2 — 之1 ，因此由 M 1M 2 = O M  可知

M 1M 2 = a i  +bj  + c k  = ( i 2  一巧 ” + ( ? 2  —  3½)j + (与—z 1)k. (2)
上式说明，任何向量都可以用i , j " 的线性运算表示出来，且由于向量及其投影的平移不变

性，这种表示法还是唯一的.

(1)
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如果 α = α i + 6 j + c A ,则 α , b , c 分别称为。的三个坐标.由坐标的唯一性，此时可将。简

记为{0 乃，c } ,其意义为{ a , 6 , c } = α i + 6 j + c h
(2 )式还给出了由空间中两点河］(孙，〃，2 1 ) ,河2(1 2 ，“ ，孙)所确定的向量而而的坐

标表示，即 . .. . A
M 1M 2 =  {X 2 - JC1 ^y 2 ~ y ι  9z 2 - z 1 }.

由于 | M 1M ↑ | = √ ( ^ 2 - X 1 ) 2 +  ( ^ 2 - ^ 1) 2 +  ( ^ 2 - ^ 1 ) 2 ，它就是两点 M 1，M2 间的距离，因

此如果cr =  { α , 6 , c } ,则

I α I =  ∖∕α 2 +  Z>2 +  c2 . (3)
例 3 求零向量和基本单位向量的坐标与模.

解 零向量：o = { o ,o ,o } ,∣o ∣=  √ o 2 + o 2 + o 2 = o .

基本单位向量：

ι = { l ,0 ,0 } ,  ∣i ∣ =  √ ι 2 + o 2 + 0 2 = 1 ；

J =  { 0 ,l ,0 } , ∖j  ∣ =  √ 0 2 +  l 2 + 0 2 = 1 ；

jt= {O ,O ,l} , ∣Jt∣ =  √ o 2 + o 2 + 1 2 = 1 .
定理4 (向量线性运算的坐标表示)设向量2 =  Q ] ,α 2 ,0 3 } / =  {61,62,63}“ 为实数，则

1) a + β =  {α1 ÷ 6 1 9a 2 -hb2 9a 3 + b 3 } ,Q - β =  {αi - b 1 ,a 2 - b 2 ^a3 - b 3 }；
2) λa = {λa↑ ,λa 2 ，入03}，特别地有—Q =  {一曲，一力2，一。3 }.
证 只证 1 )中的加法公式，其他公式类似可证.

此时2 = 。11+ 2々，+ 。3无/ = d ，+ 仇</ + /土 ，由向量线性运算的规律知

a  +  β =  ( a 1 +  -  ) i  +  (α 2 +  ― )j  + (a 3 +  b3)k ,
于是 a +  β =^{a1 + b 1 ,a 2 + b 2 9 a 3 + b 3 }.

例 4 设向量 α =  { l ,  -  1 ,0 } , /= { 0 ,2 ,3 } ,求 3。一2 4
解 3 α - 2 ∕l  =  3 { l , - l ,0 } - 2 { 0 ,2 ,3 }  =  { 3 , - 3 ,0 } - i {0,4,β} =  { 3 , - 7 , - β } .
例 5 给定两个非零向量以={即，即，■ } * = { / , d ，/ } ，则 a ∕ ∕ β 的充要条件是它们对

应的坐标成比例，即 τ~̂  =  τ~  =  7~.
O∖ 。2 。3

证 必要性 设 α 〃/由定理 1 知，存在实数入，使得。=/从由向量的坐标表示，则有

{々 1 ,。2 } =  {461，46 2 ，4 } ・
再由向量坐标表示的唯一性得到a 1 = λb 1 ,a 2 = λb 2 =筋 3，于是

a  1 _  a 2 _  a 3 _ )
bi b2 b3 '

结论成立.

充分性的证明只需反推回去，此处省略.

注 因 P = {仇，62 ,63} W 0 ,故由向量坐标表示的唯一性知，它的三个坐标打，儿 " 3 不全

为零,但是不能排除个别坐标为零，如 P = { 0 , 0 , 2 } ≠ 0 .因此,如果在比例式? = 甘 = ? 中某
。2 d

个分母为零，则规定相应的分子也为零.从例5 推导过程中的等式生 =筋］，牝 =崩 2，0 3 = 筋3

可知,这样的规定是合理的.例如，对于。= { 1 ，% ，。3 } 1 = { 0 , 0 , 2 } ,若 。〃 ，则 7 ^ =  -- =  γ
V V u
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∩ o a o
的意义是万 =不 =三，即。1 = 0，« 2 = 0，这样显然有{0,0，口3}〃{0，。，2}.U U 乙

例 6 给定非零向量》=  {〃],%，* ) ，求它分别与工轴、v 轴、z 轴的夹角。,仇，的余弦.

解 由投影定理有Prjx v =  ∣v ∣cosα,Prjyv =  I v I cos∕5,Prjzv =  I y I cos7，再根据向量坐标的

意义得 Prjx v =  α 1 ,P rjyv =  α 2 >Prjzv =  α 3 ，于是可得 cosα = 巾 ∙，COS£ = T，[  ,cosy =  ∙∣y p  即

cosα =  , ....................... ， cosβ = , “ , cosy = 二 .・ •一 ・ (4)
J a ； +  a ； +  - ， J a ； +  a ； +  αj ∕ α j  +  a ； +  a ；

非零向量v 分别与z 轴、了轴、z 轴的夹角a 9β , γ 称为V的方向角；cosa , cosg,co sy称为V
的方向余弦.由(4 )式可得

cos2a +  cos2/?+cos2 /  =  1.
将非零向量y 单位化，得到

I ^ 1  ^ 2  ^3 I∖J a ∖ +  <̂2 +  ^3 ∕ a j  +  a ； +  a ： J a ； +  a ； +  a ： /

由(4 )式及向量坐标表示的唯一性可得v0 =  {cosa , cosβ, cos7} .可见，v ° 的三个坐标就是v 的

方向余弦.

例 7 已知两点M] (3 ,5 , √Σ),M z ( 2 ,6 ,0 ) ,求 向 量而而的模、方向余弦、方向角以及与

M 1M 2平行的单位向量.

解 因 为 而 / = {  —1 ,1 ,—√ ∑ ),所以

IM 1M 2 I = √ ( - l ) 2 +  l 2 +  ( - √ 2 ) 2 = 2 .

设向量而就的方向角依次为 a , 3 ,八 将 而 忆 单 位 化 ，可得

_  M M 2 __ { - 1 , 1 , _  I 1 1 " ]
e -  ∣M 1M 21 -  2 ~ I T 9 ' 2 9 ―_Γ r

可验证

于是｛cosa , cos/?,cosy) = e ，从而M 1M 2 的方向余弦即为

1 1
cosa =  — —, cosμ =  - , c o s ∕= —

U  乙

方向角为

/ 1 ∖ 2π 1 π
a =  arccos I — — ) μ =  arccos - = -

\ 乙/ J u O

与 M ]M 2同向的单位向量是e ,它显然与该向量平行.向量一e 与 e 方向相反，所以一e 也

平行于M ]M 2，并且 I —e I =  ∣e | = 1 .故一e 也是平行于M 】M 2的单位向量.
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习 题 1・2

L 利用向量的运算规律化简下列向量的线性运算：

(1) α +2fe — (a - 2&)；

⑵  a — b +  5 (-  N  3BQ).

(3) ( m - n ) ( a ÷6 ) -( m ÷n ) ( a -6).
2 . 设向量 u = i —j+ 2 A ,v  =  - i  +  3 j—无，计算 2u~3v.
3 . 给定向量。= { 3 ,5 , — 1 } 5  =  { 2 ,2 ,3}逸 ={4 ,一1 , - 3 } ,求：

(1) 2a ； (2) a + & - c ； (3) 2a — 3b +  4c； (4) ma-∖-nb.
4 . 给定两点A (― 3, — 3 ,3 )及 B (3 ,4 ,—3 ) ,求与彳京平行的单位向量.

5 . 给定两点A ( 4 ,0 ,5 )及 B ( 7 , l ,3 ) ,求与俞同向的单位向量.

6 . 设三个向量的方向余弦分别满足：(1) co sa= 0； (2) c o s ^ = lj  (3) cosa =  0 , cosf =  0.
问：这三个向量与坐标轴的关系如何？

7 . 求向量a =  { l ,√ ∑ ,l}的 单 位 化 向 量 并 求 。与各坐标轴的夹角.

8 . 证明下列结论：

( 1 ) /(x = 0 的充要条件是入=0 或 a = 0；

( 2 ) 如果 a 是单位向量且 ∕J=A Q ,则|川= ∣λ I.

§ 3 向量的数量积与向量积

3 . 1 向量的数量积

一、数量积的概念与性质

定义 1 给定两个向量a 和2 ，定义它们的数量积为

a  ∙ P = ∣a ∣l川 cosφ, (1)
其中w 是 a 与P 的夹角.

与向量的数量乘法不同，两个向量的数量积不是向量，而是数量.数量积也称为点积.

由上一节的投影定理，可以得到数量积与投影的关系：

a  ∙ P = ∣a ∣P r j ∕= I P ∣PrjpQ, (2)
其中a , P 为非零向量.

由于Q 与Q 的夹角为夕= 0 ,因此有

a ∙ a = ∖a ∖ ∖a ∖ cos0 = ∣a  ∣2 . (3)
通常将a - a 记为Q 2 .数量积的引入有很多实际的应用背景.

例 1 设一个物体在2  尸作用下由点A 沿直线移动到点
∕ x  B ,移动的距离为L , F 与 超的 夹 角 为 9 (图 1-20),求力F 所做

/ 的功W.

________  解 由物理意义可知W = ∣F ∣Lcosw,而 L = ∣N克 因 此 根
7 J --------------------- 彳 据数量积的定义知

图 1-20 W = F  ∙ AB.



39
§ 3 向量的数量积与向量积

定理 1 (数量积的运算规律)对于任意向量2 ” ,九有

1 ) 交换律：a ∙ β=β ∙ a ：

2 ) 结合律：λ(a ∙ β) =  (λa) ∙ β =a・(4/J ) ,其中人是实数；

3 ) 分配律：( a + p ) ・ γ=a ∙ γ+β ∙ y.
证 只证 3 )分配律.若 r 为零向量，显然成立.若r 为非零向量，则由公式(2)得

(a  +  jJ) ∙ γ = ∣y ∣Prjy (a  + p )  = ∣γ ∣Prjya  + ∖γ∖Pr]γβ
= a  ∙ γ +  β ∙ γ.

定理 2 (向量垂直与数量积的关系)向量Q 与p 垂直的充要条件是a - P  =  O.
证 必要性 设 2 与P 垂直.如果a =  0 或。= 0 ,则|。| = 0 或|川 =0 .由数量积的定义可

知 a ・2 =  0 ,必要性成立,如果窃与P 都是非零向量，它们相互垂直时的夹角为w =  , , 于是
U

7T
a ∙ β = ∖a ∖∖β∖ cos — = ∣a | ∖β∖ ∙ 0 =  0,

必要性也成立.

充分性 设 a ・β =  0.如果窃I 中有一个是零向量，则 a 与夕垂直.如果Q 与p 都是非零

向量，则 la  I和 I/都不为零.由数量积的定义得a ∙ β =∖a ∖∖β∖ cosφ =  0 ( φ 为a 与β的夹角)，

从而只有cosφ =  0 .这说明窃与P 的夹角为w =  ∕ , 所以a 与β垂直.

二、数量积的坐标表示

下面我们来研究数量积的坐标表示.设向量a =  ｛a 1 9a 2 ,a3｝ ,β=｛b 1 ,b2 ,仇｝，则

a = a 1i + a 2j + a 3k , β = b li + b 2j + b 3k.

根据数量积的运算规律，可得

a  ∙ β =  Ca1i + a 2j + a 3k) ∙ (b1i + b 2j + b 3k)

= ( a 1ι + a 2j + a 3k ) ・(b1i) +  (a1i +  a 2j + a 3k) ∙ (b2j )

+  ( a 1i + a j + a 3Λ ) ・ Cb3k)
= (a1b 1 )i ∙ i +  (a2b i )j ∙ i ÷  ( a 36 1 )Λ ∙ i

÷ (a1b 2)i ∙ j ÷ (a2b2 )j ∙ j +  (a3b2 )k ∙ j

+  (a1b 3)i - k +  (a 263 ) j  - k +  Ca3b 3)k - k. (4)
因 i , j , A 都是单位向量且相互垂直，由(3)式可得 i ∙ i = ∣i ∣2 =  ι , j ・j = ι , j t . jk =  ι . 再由向

量垂直与数量积的关系知，在(4 )式中，除含有 i ∙ i,j ∙ j , k ・k 的项外，其他数量积都为零.

于是

a ∙ β =a jb 1 +  a 2b2 +  a 3b 3. (5)
这就是数量积的坐标表示，它表明a 与P 的数量积是它们对应坐标的乘积之和.

再由定理2 可知 , a 与β垂直的充要条件是a +a2b2 +々363 = 。.

通过数量积的坐标表示，可以推出两个向量夹角余弦的坐标表示.给定两个非零向量2 =
(心道2皿3｝和「= ｛仇，62工3｝，它们之间的夹角为φ .由数量积的定义Q - p = ∣a ∣ lp lc o s ^及
公式( 5 ) ,可以得到

_  a  ∙ JJ _  a 16 1 +<22⅛2 +^3^3
c0sφ 一 ∣a " 川 ~ J a ∖+ a ∖+ a ∖ . J b ∖+ b ∖+ b ∖
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例 2 已知三点 A ( l , 1 ,1 ) ,B (2 ,2 ,1 ) ,C (2 ,1 ,2 ) ,求直线 AB 与 AC 的夹角 φ (0 ≤ φ ≤ π ) .
解 因夹角φ 被限制在 0 到 π 之间，故求出向量就与启的夹角即可 .由于无百 =

{1,1 ,0 } ,衣 = { l , 0 , 1 } ,又由公式(6 )得

l × l + l × 0 + 0 × l  1
COSCP zzz  -  ............ 「 = z ,

√ l 2 + l 2 + 0 2 × √ l 2 + 0 2 + l 2 2

所以 φ =arccos 4" = -T∙
乙 0

例 3 设 I。1 = 3 ,⑻ = 5 ,试确定3 使得向量。+励 与 a —2 垂直.

解 若使得这两个向量垂直，应有数量积

(α + 4 b ) ∙ (G —%b) =  0.
将上式左端展开，得

α ∙ a + k b  ∙ a —ka ∙ b ~ k 2b ∙ b =  0.
由 a ∙ a =  ∖a∖2 ,b ∙ b =  ∖b∖2 可得

I al2- V ∣M 2 =O.
将题设的条件I。1 = 3 , ∣b ∣= 5 代入，则有

3
9 — 2 5 1 = 0 , 解出 k =  ± - .

5

* 3 . 2 向量的向量积

一、向量积的概念与性质

定义 2 给定两个向量a 和出它们的向量积规定为一个向量力它由下述方式确定：

1) y 的模为∣y ∣ = ∣a ∣lpl si∏φ，其中中是a 与P 的夹角；

2) y 垂直于a 与。所确定的平面(y 既垂直于Q , 又垂直于p ) ,γ的方向按照右手法

则由a 转至∣j p 来确定(图

按照上述方法确定的向量积r 记为a x p ,因此向量积也称为叉积.需注意，与定义 1
中的数量积不同，向量积不是数量，而是向量.

例 4(向■积的模的几何意义)设非零向量a = 5 4 l = 冠 ，则模 l a X /表示了以

a 和P 为邻边的平行四边形O B C A的面积(图1-22).
证 底边O B 上的高为无= ∣Q∣si∏Ww为Q 与p 的夹角)，所以平行四边形O B C A的

面积为
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S = h  ∖β∖≈∖a∖∖β∖ sinφ =  ∖a×β∖,
定理3(向量积的运算规律)

1 ) 反交换律：a Xβ =一(β Xah

2 ) 结合律：入(。乂「) = 。。) *「= 0＞＜(刘》),其中；1是实数;

3 ) 分配律：γ×(a+β) =  γ×a+γ×β9 (a+β)Xγ=a×γ+β×γ.

证 1) ⅛5fe, ∖a×β∖  =  ∣α ∣ ∖β∖ sin夕，而| 一(p x (x) | =  |户＞＜。| =  |川 ∖a ∣ sinφ(φ 为 a

与。的夹角)，于是两个向量Q X P与一(P X Q )的模相等;其次，由向量积定义中的2 )知
a X 。与。X Q 方向相反,从而窃X。与一∕ X Q )的方向相同；最后，根据向量相等的定义，

可知 α X ∕J  =  - (P X。).

结合律与分配律的证明比较复杂，此处从略.

注 由 1)可知向量积不满足交换律,所以在分配律3 )中有两个公式，分别称为左分配

律和右分配律•在演算时应注意，不能交换符号“义”两侧向量的次序.例如，α X (2 1 )  =
p x (2 β r )和 γ×(a+β)=a×γ+β×γ 都是错误的.

定理4(向量积与向量的平行的关系)两个向量α与。平行的充要条件是

"  X p=Q ∙
证 必要性 设 Q 与。平行,如果。= 0 或。=0 ,则∣Q ∣= O 或∣0 ∣= o .由向量积的定义

可得b x 川 = 0 ,从而αX ∕J =O ,结论成立.如果费与p 都是非零向量，则它们相互平行时的

夹角为9 = 0 或冗，无论何种情况都有l o x ，= 隆1 I川 si∏w =  O,从而。x p =θ,结论也成立.

充分性 设 αXA =  0 ,则 ∣Q X p∣ =  ∣α ∣ ∖β∖ sinφ =  0(φ 为α 与
P 的夹角).如果Q净中有一个是零向量，则 α与「平行(零向量 好

与任何向量平行).如果α与。都是非零向量，贝 1 fid和 I川都不 / 、
为零，只有 sinφ =  O.这时夕= 0 或 π ,无论何种情况 , α与£ 都是 /  \

平行的.
例 5 对于基本单位向量

| 9L--) ＞
i , j * , 讨论它们的向量积. xy  3

解 由定理4 可知 i X i = 0 , j X j = 0 " X 4 = 0 .由于 i , j "  / 一

都是单位向量，相互垂直，于是2义＜/=土,/*人=»,k * 1 =〃它们
图 1-9Q

的关系见图1-23).再由反交换律可得 倒

k X  J = ~ i , j ×i =  -  k , i X  k = ­ j.

二、向量积的坐标表示

对于给定的向量"={对皿2，。3 } 1 = { 6 1，与，63}，我们来讨论向量积的坐标表示.此

时 ＜M =% i+α2j+α3% P =  b 1 i+ 6 2 j+ 6 3 A ,根据向量积的运算规律可得

a X  β =  Ca1i + a 2j + α 3^ ) X {b1i ÷ ⅛ 2J +63A)

= (a1i + a 2j + a 3k) × (⅛]t) ÷  (α 1ι + a 2j + a 3k) X (b2j )

+  (a1i + a 2j + a 3k) X Cb3k)

= (a1b 1 )i × i ÷  (a2b l)j ×i +  (a3b l)k × i

+  (α 1⅛2 )< ×  J ÷  Ca2b2)j ×  J +  Ca3b2)k × j

÷  ( a 1⅛3 )i ×  fc ÷  (a2b3)j ×k +  Ca3b3)k × k ,

再由例5 中关于i , j  ,无的向量积的结论可得
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a  ×  jJ =  Ca1b1 )0 — {a 2b λ }k  +  (α 3⅛1 ) j  ÷  (α 1⅛2 )⅛ ÷  (α 262 )θ ~  (a 3b2 )i

一 (a 1b3 ) j  +  Ca2b3 )i +  ( a 3fe3 )θ
= (α 263 - - a 3b 2 ) i +  (a 3b1 -  a 1b 3 ) j  +  (a 1b2 -  a 2bλ )k,

为了便于记忆，将上式写成行列式的形式：

(7)

注 （7）式中的三阶行列式并不是真正的三阶行列式，只是利用了三阶行列式按照第

一行展开的公式.关于行列式的内容见线性代数的教材.

例 6 设向量 α = 量 ,2,3},jJ=={ — 1 , 1 , - 2 } ,求 Q X/L
解 套用向量积的公式（7）,注意α∕的坐标在行列式中的位置不能交换，则有

=  - 7 i - j  +3A  =  { - 7 ,  -  1,3}.
例 7 已知空间中的三点A （1 ,2 ,3 ）,B （3 ,4 ,5 ）,C （2 ,4 ,7 ）,求^ A B C 的面积S.
解 ∆ A B C 的面积S 是 向 量 疝 = { 2 ,2 ,2 }与 而 = { 1 ,2 ,4 }所确定的平行四边形

面积的一半（图 1-24）, 根据向量积的模的几何意义（例

所以

4 )可得S = 4 | 南 X盆 I ,而

i j  k
A B × A C = 2 2  2

1 2 4

= 22  42 ∣∣ i - ∣∣21

=  { 4 ,- 6 ,2 } ,

2 2 2
4 1 2

S = <  ∣A β | ≈= -∣∙√ 4 2 +  ( -  6 )2 +  22 =  √5β =  √ 1 4 .
U  U  LΛ

以上讨论的都是空间中的向量，有时我们需要讨论位于同一个坐标面上的向量，如在O g
平面上,这时，向量及其线性运算的定义与空间中的情形完全类似.我们可将a y 平面上的向量

a,0看作空间中的向量，则它们在n 轴上的投影都是零，从而它们的坐标表示具有以下形式：

a = a 1i -∖- a 2j  + 0 k  = α 1ι +  α 2j  =  {a 1 ,α 2 ,0 } ,
β = ∕ i + b 2 j  + Q k = b 1i + b 2j  = {b 1 9 b2 9 0}.

对于线性运算，则有

α + 。= （即 +  bi ”  +  （。2 + 》2）j  =  {即 + /  ,即 +  与，0〉,
λα = λ a ιi  + λ a 2j  =  {λa1 ,λa 2 ,θ ）， 其中 λ 是实数.
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可将O z y 平面上的向量。和。的坐标表示简记为

α = α 1ι ÷ α 2J ={cc l ^a2 } > β = b 1i + b 2j  = 电 也 }，

于是线性运算的坐标表示也被简化为

a +  β =  (a ↑ ÷ 6 1)i ÷  ( a 2 +  b 2 )J =  {a 1 + b 1 ,a 2 + 仇 }，

λa = λ a i i +  λa 2j  =  {λα1 ,λα 2 }， 其中义是实数，

并有 H  । =  √∑y+∑y.

总之，对于。之)平面上的向量，空间向量三个坐标的有关演算公式都可以简化为相应的

两个坐标的演算公式.例如：

向量α与P 的数量积为α ∙ β =  a 1b 1 + a 2b 2 ；

向量α与P 平行的充要条件是α与P 对应坐标成比例，即 甘 = 笄
bl 。2

向量。与P 垂直的充要条件是α ∙  p  =  θ , 即 Q 1 6 1 + ^ 2 ^ 2  = 0 ;

若非零向量a 与B 的夹角为 8 则 cos<p = J ? … :；

Ja∖ +a2
2 ∙ ^∕b↑+bξ

非零向量y = { c ι s } 分别与1 轴、》轴 的 夹 角 的 余 弦 称 为 V 的方向余弦，且有

c1 c2cosα =  .. .............., cosβ = >
Λ∕ C I +  C2 y∕c 1 c 2

习 题  1-3

1 . 已知向量 α =  {3,2, — l ) ,b  =  { l , - l , 2 } ,求:

(1) a ∙ b ； ( 2 ) 5 a ・3b； (3) a ∙ i , a ∙ j  9 a ∙ k,
2 . 设向量。= { 2, -  3 ,5} ,6  =  { 3 ,1 ,—2 } ,求：

(1) α ・ b ； ( 2 ) 从； (3) ( a + b ) 2 ；

(4) ( α + b )  ∙ ( a —。)； (5) (3 a + b )  ∙ (b~~2a).
3 . 设向量a ≠ 0 且 a ・b = a  ∙ c ,问：是否有 b = c ? 为什么？

4 . 已知向量 a =  {l , 1 , - 4 } ,8  =  {2, — 2 ,1 } ,求：

(1) a ∙ b ； (2) ∣a ∣ , ∣M ； ( 3 ) 。与 b 的夹角仇

5 . 证明：向量 a =  { 3 ,2 ,一量与b =  { 2 , - 3 ,与垂直.

6 . 已知三角形的顶点为A ( — 1 ,2 ,3 ) ,B ( 1 ,1 ,1 ) ,C ( 0 ,0 ,5 ) ,证明：此三角形是直角三角

形；并求N B .

* 7 .计算下列向量所对应的向量积a X b ：

(1) a =  { l , l , l } , ⅛ = { 3 , - 2 , l } ∣ (2) a =  {0 ,l , — 1} ,b =  {1, —1,0}.
* 8 . 已知向量。= { 3 ,2 , — 1},8 =  {1, -  1 ,2 } ,求：

(1) a × b ;  ( 2 )2 a X 7 b ； (3) 7 b × 2 a .

* 9 . 设向量 a ≠ 0 且 a X b = a  Xc , 问：是否有 b = c ? 为什么？

* 1 0 .已知向量 a = { 2 ,  -  3 ,1 } ,。=  { 1 ,一1 ,3 } ,。士{1 , - 2 , 0 } ,求：

(1) (a ∙ b')c~~(a ∙ c)b  ； (2) ( a + h )  ×  (b + c )  ； (3) (a ×⅛) ∙ c.
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11.求同时垂直于向量α =  {2,1,1}和 b =  {4,5,3)的单位向量.

* 1 2 .已知向量示 ={1,0,3},。克={0,1,3},求a A B O 的面积.

§ 4 空间中的曲面和曲线

在平面直角坐标系下，方程F(z ~ ) = 0 的几何图形一般是O z y 平面上的一条曲线.本节

将讨论在空间直角坐标系下方程所表示的常见图形—— 空间中的曲面和曲线.

4 . 1 曲面方程

在空间中，我们将曲面或曲线看作空间中的点按照某种规则运动或变化的轨迹.在建立了

空间直角坐标系后，点的运动或变化可表现在它的坐标上.

一、曲面方程的引入

例 1 设点P(z, y , %)到两个定点A  (3, —1,2)和 B (0,1, —1)的距离相等，则点P 的轨

展开得

迹就是两点A , B 的垂直平分面(图1-25).问：点 P 的三个坐标z,y,z

之间的关系是什么？

解 由丛「| =归 「|,根据两点间距离的公式得

√z( ∙ z - 3)2 +  (y  +  l)2 +  ( N - 2 ) 2

= √z(x  — 0 ) 2 +  ( j ∕ -  1 )2 ÷ ( z  +  1 )2 ,

两边平方得

(1 —3)2 +  (y  +  i)2 +  (z  -  2)2

= ( z  -  0 ) 2 +  () -  1 )2 +  (z  +  l)2 ,

τ1 +  y 2 +  Z L -  6N +  2 ) — 4% +  1 4 =  /  +  y 2 +  z 2 — 2y + 2 z  +  2,

化简得

3ι — 2y +  3z -  6 =0, (1)

于是可知点P 的三个坐标ι,y,z是这个方程的解.这时，称点P 的坐标满足方程(1),或称点

P 满足方程(1).

反之，如果方程(1)有一个解ny, N ,它所对应的空间中的点为P(z,y,N),按照上面的推导反

推回去，可知点P 到两点A , B 的距离是相等的,从而这样的点P 在两点A , B 的垂直平分面上.

这个例子说明，曲面上的点应满足某个三元方程.由此,我们引入曲面方程的概念.

定义 1 给定曲面S 与三元方程

F(x ,> 9z) =0, (2)

且已知方程(2)的解集非空.若曲面S 与方程(2)有下述关系：

1 ) 曲面S 上的点都满足方程(2),即曲面S 上任何点的坐标都是方程(2)的解；

2 ) 满足方程(2)的点都在曲面S 上，即方程(2)的任何解N , y , z所对应的点P(z,y,z)

都在曲面S 上，

则称方程(2)为曲面S 的方程，并称曲面S 为方程(2)所表示的曲面.
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图 1-26

(4)

由上述定义可以看到，方程的解集确定了它所表示的曲面.在例1 中，垂直平分面的方程

就是(1)式.

例 2 建立球心在点「。(小，？。，%),半 径 为 1?的球面

方程.

解 设 P ( z ~ , z )是球面上的任意一点，则点 P 到球心

P o 的距离应为R ( 图 1-26),于是∣P°P∣=R,即

/ (2  —  ∙ T o ) 2  +  ( y  -  — o ) 2  + ( Z  —  Z o ) 2  = R  ,

从而
(2  —  J T o ) 2  +  ( y  —  y 0 ) 2  + ( Z  —  z 0 ) 2  = R 2 .  (3)

显然,球面上的点满足方程(3)；反之，满足方程(3)的点都在

球面上.称(3)式为球面的标准方程.

特别地，当Z o = y o = Z o = O 时，得到球心在原点(0，。，0)，

半径为R 的球面方程

x 2 + y 2 + z 2 = R 2 .
例 3 给定球面方程2 /  +  2 / + 2 2 2 - 4力 +8y +  1 =  0,求它的球心和半径.

解 只需将题目中的方程化为球面的标准方程即可.

所给的球面方程两端除以2,得

τ 2 +  y 2 +  z 2 — 2x + 4 y  +  J =  0,

再配方得

( JC2 -  2x +  1) +  ( / +  4y +  4) +  z 2 +  —  1 — 4=0,
乙

于是得到球面的标准方程

q
(x -  1)2 +  (y +  2)2 +  z 2 = — .

所以，球心为点(1,一2, 0),半径为挈 .

从例3 可以看到，一个曲面S 的方程形式不是唯一的.在推导球面的标准方程时,其中所

做的变形都是同解变形.同解变形使得不同方程的解集不变，从而它们所表示的曲面是相同

的.于是，我们很容易得到下面的定理.

定理1 给定方程F G C ~ , 2 ) = 0 和G(z,y,z)=0,它们的解集非空，分别设为ΩF 9ΩG .
1 )这两个方程表示同一个曲面的充要条件是它们为同解方程，即ΩF =ΩG ;
2 )如果O F U C G ，即G(l,∕ ,z)=0的解集包含F ( 2 , J¼ Z ) = 0 的解集，则 F(z,y,之)=0

表示的曲面是G ( N , ) , N ) = 0 表示的曲面的一部分.

例 4 判断方程Z = 2 X L T  所表示曲面的形状.

解该方程两端平方得

z 2 =1 -  x 2 — y 2

移项得 x 2 + y 2 + z 2 =  l.

它表示球心在原点,半径为1 的单位球面.由于原方程2 = ，1一合一* 的解都是新方程/  十
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/ + /  =  1 的解，反之不然，如点( 0 ,0 ,一1)是新方程/ + /  +

%2 =  1 的解,但不是原方程2 =  √Z1 - " 2 - ∙ 的解，所以原方程

表示的曲面是单位球面的一部分.因Z =  C T 一寸位球故

原方程表示的曲面是上半单位球面(图1-27).
注 在例4 中，当在方程两端平方时，得到的新方程与原

方程不同解，这使得方程的解增加.方程的以下两种变形是同

解变形：

1 ) 方程两端加上(或减去)一个式子或数；

2 ) 方程两端乘以(或除以)一个非零的数.

例如，通常所说的“移项”就是同解变形，而方程两端平方不一定是同解变形.我们有时也

会使用某些非同解变形(使解增加或减少)，以使方程的表达形式简单或突出方程的特点.

从几何图形上看，球心在原点的球面关于三个坐标面都是对称的.这种对称性特征可以表

现 在 它 的 方 程 /+/+之 2 = 火2 上.下面的定理使我们能根据方程的形式判断方程所表示的

曲面关于坐标面的对称性.

定理2 设曲面S 的方程是F C r o , z ) = 0 ,则曲面S 关于O z y 平面对称的充要条件是，

如果点P ( z , y  ,% )满足方程，即 F ( z ∏ )  = 0 , 那么必有点P ' ( z , y , - z ) 也满足方程，

即 F ( z , y , - z ) = 0 .简言之，曲面 S 关于O x y 平面对称的充要条件是F ( z , y , z ) = 0 与

F ( z , y , - 之)=0 的形式相同或 F (R , y , z ) = F (N , y , - N ).

证 必要性 设曲面 S 关于8 ) 平面对称.如果点尸(巧》,幻满足方程“ 巧),之 )=0,
则点P 在曲面S 上.由于点P 关于ON ? 平面的对称点P ' ( ι , y  ,一之)也在曲面S 上，从而点

P '也满足方程 F ( Z , ∕ , N ) = 0 ,即 F  {x 9y , - Z)= 0 .
充分性 如果对于任何满足方程F ( z , y , z ) = 0 的点P ( x , y , z ) ,其关于0 巧平面的对

称点P ' ( ι , y , - 2 ) 也满足该方程，即有F ( z , y , —z ) = 0 ,则说明点尸与P ，都在曲面S 上.于

是，曲面S 关于O z y 平面对称.

曲面S 关于其他坐标面的对称性条件可以简述如下：

1 ) 曲面S 关 于 平 面 对 称 的 充 要 条 件 是 ，若有 F ( Z O , N ) = 0 ,则必有

F ( 一ι , y , z ) = O  或 F( -χ 9y 9z) =  F ( x 9y 9z)ι

2 ) 曲面S 关于O z z 平面对称的充要条件是，若有 F ( ι , y , e ) = 0 ,则必有

F  (x  , —y ,z )  = 0  或 F ( x , - j ∕ , z ) = F ( x , j 7 , ^ ) .
用定理2 的方法去讨论球面d + y 2 + ∕= R 2  ,可知它关于三个坐标面都对称.

例 5 讨论曲面N = Y + 2 y 2 关于坐标面的对称性.

解 将所给曲面方程中的1 换为一，得

N — (― JC) 2 + 2 /2  =χ 2 +  2y2 ,

方程形式与原来的相同；将所给曲面方程中的y 换为一？，得

z = x 2 +  2(­  y)2 —X 2 +  2y2 ,

方程形式与原来的相同.于是，该曲面关于。界平面及 O " 平面均对称,但将之换为一 N ，得

- z =  ∙χ2 +  2y 2 ,

方程的形式与原来的不同了，从而该曲面关于O%y平面不是对称的.
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二、旋转曲面

定义2 一条平面曲线C 绕它所在平面的一条直线L 旋转一周所生成的曲面称为旋转曲

面(简称旋转面)，其中曲线C 称为该旋转面的母线，直线L 称为该旋转面的旋转轴.

这里只讨论母线在坐标面上且以坐标轴为旋转轴的旋转面方程.

下面求0严平面上的曲线C"(y , N ) =  0 绕 z 轴旋转所生成旋转面的方程.

设 P(x,y* )为该旋转面上任意一点，过点P 作垂直于％

轴的平面，则此平面交z 轴 于 点 M ( 0 ,0 ,N ) , 交曲线 C 于点

P * ( 0 , 3Λ N ) ( 图 1 -28).由于点P 是由点P *绕 z 轴旋转得到

的，则它们到n 轴的距离相等，即∣M P ∣ = ∣M P *∣.因为IMP |
= √ P 后 '，∣M P *∣ = ∣y*∣,所以 ∣∕*∣= √ p 彳丁 或 、* =

±√√ +√ .又由于点P *在曲线C 上，因此v*,z应满足方

程 ∕6*,z)=0 . 将 = ± √ f + y 2 代入这个方程，即得该旋

转面上的点应满足的关系式

∕ ( ±  √ZJ72 ÷ y 2 ,z)=0. (5)
反之,显然满足方程(5)的点都在上述旋转面上.所以，方程(5)就是所求的旋转面方程.

因此，只需将平面曲线C 的方程f 3,z)=0中的y 换成± ∕ l + 3√ 而 之保持不变，即可

得到绕z 轴旋转所生成旋转面的方程.同理，曲线C 绕 y 轴旋转所生成旋转面的方程为

f(y 9 ± ∕ i  + -  ) =0.
读者可以自行推出其他坐标面上的曲线绕坐标轴旋转所生成旋转面的方程.

例 6 1)求 O y z 平面上的抛物线z="2(α>o)绕之轴旋转所生成旋转面的方程.

2)求 O严平面上的直线％="(α>0)绕 n 轴旋转所生成旋转面的方程.

解 1)此时之保持不变，将 、换为士∕ i + 3,2，得到所求的旋转面方程

Z = a (J72 +)2 ).
该旋转面称为旋转抛物面(图1-29).

2)此时z 保持不变，将 y 换 为 士 在 可 ，得到方程

z =  ±α Λ∕ T 2 -∖-yz 9

再两端平方得到所求的旋转面方程
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z2 = α 2 ( x 2 + j ∕ 2 ).
该旋转面称为顶点在原点的圆锥面(图1-30).通常称 9 =  arcco tα为该圆锥面的半顶角，它是

O y z 平面上的直线z = ” 与z 轴的夹角.

例 7 判断下列曲面是否是坐标面上的曲线绕坐标轴旋转所生成的旋转面，如若是，请指

出它们是如何生成的：

1) x 2 + 2 j ∕2 + 3 z 2 =  1 ； 2) z2—x 2—y z =  1.
解 若一个方程表示的曲面是绕z 轴旋转所生成的旋转面，则要么它是。"平面上的某

一曲线g ( z , z ) = 0 绕 z 轴旋转而生成的，要么它是O y z平面上的某一曲线" ∕ , z )  =  0 绕 Z
轴旋转而生成的.无论哪一种情况，在旋转面的方程中，变 量 都 能 以 / + / 的函数项形

式出现.同理，在绕］轴旋转所生成旋转面的方程中，变量 6 ，2 都能以 ∕ + d 的函数项形式

出现;在绕/轴旋转所生成旋转面的方程中，变量 z , z 都能以1 + / 的函数项形式出现.

_  叶 1 ) 由于在所给的曲面方程中，变量Z Q 不能以1 + / 的函数项

CZ 形式出现，故该方程不是绕N 轴旋转所生成旋转面的方程.同样，该方
\  )  程也不能以y 2 + z 2 或 x 2 + z 2 的函数项形式出现，故它所表示的曲面

， 叶，  不可能是绕坐标轴旋转所生成的旋转面.

1 2 ) 由于所给的曲面方程可以表达为

因此该曲面是绕Z 轴旋转所生成的旋转面.

用 。户 平面去截该曲面,得到的截痕是

L ----- ］---------Λ 仔2 ― / =  1,
ς -----------------∙ J  ∖x =  0.

这是O " 平面上的双曲线(上、下开口)，该曲面就是这条双曲线绕Z
图 " 1  轴旋转而成的，其形状如图1-31所示.

也可用O z z平面去截该曲面，得到的截痕也是双曲线, —" = L 它位于O = 平面上.

卜= 0 ,

该曲面也可以看作这条双曲线绕N 轴旋转而成的.

三、母线平行于坐标轴的柱面方程

定义 3 平行于定直线L 并沿定曲线C 移动的直线Z 所生成的曲面称为柱面，其中动直

线 I在移动中的每个位置称为该柱面的母线，曲线C 称为该柱面的准线.

现在来建立以OQ 平面上的曲线C J ( z , y ) = 0 为准线，平行于 z 轴的直线Z为母线的

柱面方程(图1-32).
设 P ( ι , y , z ) 为该柱面上任意一点，过 点 P 作平行于N 轴的直线交O z y 平面于点

尸］( z , ' , 0 ) .根据柱面的几何意义可知，点 P 必在曲线C 上，所以点 P i 满足曲线C 的方程

f ( z , y )  =  O .由于这个方程不含n,所以点P (巧 ∕ , z ) 也满足方程 ∕ ( x , j ) = O .反之，只要点

P ( z 0 , z ) 的前两个坐标满足方程f ( z , y )  =  O ,则点 P 就在该柱面上.因此，以 0 % /平面上

的曲线 C " ( ι , y )  =  O 为准线，母线平行于z 轴的柱面方程为

∕ ( x ,y )  = 0 .
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注 对于方程f(z,y)=O,如果把它放在平面直角坐标系下考虑，则它表示平面上的一

条曲线；如果这个方程放在空间直角坐标系下考虑，则它表示母线平行于％轴的一个柱面.

例如，方程］2 + y 2 = R 2 在空间直角坐标系下表示以O x y 平面上的圆∕ + J = R 2 为准

线，母线平行于z 轴的柱面，称为圆柱面(图1-33).

类似地，方程∕ 3, z ) = 0和 ∕ ( Z , N ) = 0 在空间直角坐标系下一般分别表示母线平行于

z 轴和人轴的柱面.总之，在空间直角坐标系下，二元方程一般表示母线平行于坐标轴的柱面.

例 8 判断下列方程所表示的曲面：
2 2

1) — —。 =  1 (a ,b>0) ； 2) y 2 =  2 p x ( 0 > 0 )； 3) x 2 ~bz2 =1.
a b

解 1 )在空间中考虑，该方程缺少Z,故它表示以O z y 平面上的双曲线⅛ - ⅛  =  l 为准

a b

线，母线平行于2 轴的柱面，称之为双曲柱面［图 l-34(a)］5

2 )在空间中考虑，该方程缺少之,故它表示以0外 平 面 上 的 抛 物 线 为 准 线 ，母

线平行于之轴的柱面，称之为抛物柱面［图 l-34(b)］j

3 )在空间中考虑，该方程缺少y,故它表示以0 = 平面上的圆∕ + d  =  l 为准线，母线平

行于y 轴的圆柱面［图 l-34(c)］.

例 9 判断下列方程所表示的曲面：

1) z =  l ； 2) y + z  =  l.

解 1)在空间中考虑，方程Z = 1 所表示的曲面可以看作以O y z平面上的直线之=1 为准

线，母线平行于z 轴的柱面；它也是以0立平面上的直线z =  l 为准线，母线平行于了轴的柱
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面.因此，它就是垂直于N 轴的平面，与 z 轴交于点(0,0,1)[图 l-35(a)]j

2 )在空间中考虑，该方程缺少n 故它表示以O尸 平面上的直线 '  +  N =  1 为准线，母线平

行于x 轴的柱面，它也是平面[图l-35(b)].

注 从这个例题中可以看到,平面也是柱面.一般来说，方程 N = 九表示垂直于z 轴(平行

于 0 巧 平面)的平面，它与n 轴交于点(0,0").特别地，当九= 0 时，平面 N =  0 就是OQ 平

面.同理，方程1 = 无和) = 无分别是垂直于z 轴和y 轴的平面.特别地，当无= 0 时，得到平面

2 = 0 和 y = 0 , 它 们 分 别 是 平 面 和 0 " 平面.

4 . 2 空间中的曲线方程

空间中的曲线可以看作两个曲面的交线(图1-36).例如，

可将空间中的直线看作某两个平面的交线，而将空间中的圆看

作某个球面与某个平面的交线.

给定空间中的两个曲面

S 1 ： F(z,y,z)=0, S 2 ： G ( J : ,y ,z) =0,
设它们的交线是C,则交线C 上的点P ( z 0 , z ) 既在曲面多

上又在曲面S ?上，从而点尸既要满足方程F(%,y,z) =  0,又要满足方程G ( z o , z ) = 0 ,于是

点 P 的坐标JC ,y ,z是方程组

F(z ,丁，z) =0,

G(ι ,y ,z) = 0
(6)

的解.反之，方程组(6)的任何一个解x,y , z所对应的点P(z,',z)既在曲面S】上，又在曲面

S 2 上，从而在它们的交线C 上.我们称方程组(6)是空间曲线C 的一般方程.

可以证明：两个方程组3 3 ' ? = ° ' 与 广 (2 ' 幻一°,表示同一条曲线的充要条

∣GCr,y,z)=0 (G ](Z , ' , N ) = 0

件是它们为同解方程组.

例 1 0 判断下列曲线的形状：

1) C . ， + i  = 1 ， 2 ) g  卜 = / 1  '

+(3; -  1)2 + ( z  — I)2 =1; 1/ + , 2 - 1 = 0 .

解 1) C 的方程中第一个方程表示球心在原点,半径是1 的球面，第二个方程表示球心
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在点 P°（O , 1 , D ,半径也是1 的球面，因此它们的交线C 是空间中的一个圆[图l-37（a）].

2）曲面 2 =  ∕ l - i - y 2 是球心在原点，半径为 1 的上半球面.曲面1 + / —l = 0 是母

线平行于z 轴的柱面，此柱面方程可化为（χ - V ）2 + ^ 2 = T ∙ 可见，这个柱面的准线是G y

平面上的圆，其中圆心在点⅛ ,0,0），半径为上述半球面与柱面的交线 C 见图 l-37（b）.
\ 乙 /  乙

图 1-37

二、空间曲线的参数方程

平面曲线可以用参数方程来表达，同样空间曲线C 也有其参数方程表达式：

x = 2 （£）,

C ：〈y = y （z）， （α≤±≤6）,

、2 = z （Q

其中 z 0 ）, y " ）, z a ）都是力的函数,对于每个力∈[α,6],按照相应的函数关系分别确定了三

个数值2 = 2 （力），？= ）（£）,2 = 2 （力），这三个数值对应着空间中的点P （2 , » , N）.当 t在区间

中变化时，点 P 也在空间中变化，其轨迹就是曲线C .参数/往往有一定的几何或物理

意义.

x =acosθ，
例 1 1 讨论参数方程%  = a s i n J ,表示的曲线C.

z =  kθ

其中Q∕ 是正的常数，参数 e∈（- 8 , + 8 ）.

解 下面对曲线 c 的图形进行分析.先看坐标之=切的变

化，它表明曲线C 上的动点 P （z,∕ ,z）随着参数 6 的增大而升

高，升高的幅度与θ成正比，比例常数为k.设 P ' （z,y  ,0）是点P

在 O z y 平面上的投影点，则由参数方程可知1 + J =α 2 c o s 2 e  +

∕sin2j =  α2.这说明线段o p ，的长度总是* 也表明点 p 到n 轴

的距离总是〃，O P 与z 轴的夹角为。（图 1-38）.点 P 的三个坐标

z , y , z都随夕的变化而变化；随着θ的增大，点 P 在升高的同时

还围绕之轴逆时针旋转，并保持与n 轴的距离 为 曲 线 C 称为螺

旋线.
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4 . 3 空间曲线在坐标面上的投影

了解空间曲线在各坐标面上的投影，对于了解空间曲线是非常重要的.

给定空间曲线

F (x  ,y  ,z )  = 0 ,
C ： (7)∖ G(x 9y  9z )  = 0 .

将方程组(7 )同解变形为

(K (x  ,y  ,z )  = 0 ,
(8)∖H (x ,y ) = 0 .

由于是同解变形，因此方程组(8 )表示的曲线也是C .方程组(8 )的几何意义为：C 也是另外两

个曲面K ( z , y , z )  =  0 与 H ( z , y ) = 0 的交线.由于H  ( z ,y  ) = 0 是母线平行于z 轴(或垂直

于 O z y平面)的柱面，其 准 线 是 平 面 上 的 曲 线 H ( R , 3O =  0 ,从 而 O x y 平面上的曲线

H ( Z ,3O = 0 就是曲线C 在 0 刀 平面上的投影(称为投影曲线),严格地说，这条投影曲线的方

程应为

(H ( J: 9y )  = 0 ,
U =o,

它表示柱面H ( x 9y ) = 0 与 O z y平面的交线.

我们称方程H ( z , y ) = 0 所表示的曲面为曲线C 关于 0口平面的投影柱面.因此，若求

曲线C 在 O c y 平面上的投影柱面，可从方程组(7 )的两个曲面方程出发，做一系列同解变形，

将之消去后即可得到投影柱面的方程.同理，将方程组(7 )的两个曲面方程做同解变形，分别消

去］和y 可得到曲线C 关于O y z平面和0 = 平面的投影柱面方程，记为

I ( y  9z )  = 0 和 J (x  9z )  ==0,
则曲线C 在 O y z平面和O κ 平面上的投影曲线方程分别为

(I(y  9z )  = 0 ,  和 (J (x 9z )  = 0 ,
(x = 0  ∖y = 0 .

例 1 2 设空间曲线

c lx 2 + y 2 + z 2 = l 9 (9)∖τ2 ÷  (y  — I ) 2 +  (z  — 1)2 = 1 . (10)

1 ) 求曲线C 在 小 、平面和O亦 平面上的投影曲线； 2 ) 求曲线C 的参数方程.

解 1 ) 对所给的方程组做同解变形，(9)式减去(10)式得方程y + z  =  l , 已经消去了 了,

所以曲线C 在O” 平面的投影曲线方程为

(y +  z =  1 ,
( 0 ≤ y  ≤ l , 0 ≤ z ≤ D ,

lx = 0

它是一条线段.再由z =  l - y , 代入(10)式，得到方程

x 2 +  2y2 -  2y =  0・
此时已经消去z ,可再化为
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2

则曲线C 在 O % y 平面上的投影曲线方程为

它是一个椭圆.

2 )注意到方程组
2 2  +  J  +  = ] ,

3  +  z = 1

与原方程组是同解的，则它也表示了曲线C .由于 3∕+z =  l 是平 Z，,
行于力轴的平面,从而可知曲线C 是球面/ + / + / = 1 与平 ( C 、

面 y + z  =  l 的交线，据此可判断曲线C 是空间中的一个圆.这个 (0/1)
圆所在的位置及其在O z y 平面上的投影曲线见图1-39. / ^ ^ '、、∙

因曲线C 在 0巧 平面上的投影曲线是椭圆(口)，其参数方 % 一 二 揄 彘 〃

X =  — cos^，

t ∈[0,2π],

y = y +  ysinz,
图 1-39

又因曲线C 在平面2 =  1—) 上，将(12)式代入这个平面方程，则可以得到曲线C 的参数方程

1 1

图 1-40

例 1 3 设有一个立体由上半球面z =  ∕ 4 - l - y 2 及圆锥面

N =  ∕ 3 ( i + y 2 )所围成(图1 4 0 )，求它在。句,平面上的投影区域.

解 由该立体的图形可知，它在 O % y 平面上的投影区域的边

界就是半球面n =  / 4一星一瞬与圆锥面 z =  √ 3(√ +√ T的交线C

在 8 了平面上的投影曲线.先求出投影曲线.

(z =  Λ∕4  — x 2 — γ 2 *
从交线C ： 中消去N 即可得到投影曲线.∖z = Λ∕3 ( X 2 +  J ∕ 2 )

由交线C 的方程可得 / 4一度一用= ∕ 3 G 2 + 3,2)，化简后可得交
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线 C 在 0 力)平面上的投影曲线 ∕ + J  =  L 于是，立体的投影区域为0 砖平面上的圆1  +

/  =  1 及其内部(可用X
2 + 3Z

2≤ 1 来表示)，见图 1-40阴影部分.

习 题 1・4

1 . 求到原点O 和点(2 ,3 ,4 )的距离之比为1 ： 2 的点的轨迹方程，它表示何种曲面？

2 . 求与点(3 ,2 ,— 1 )和(4 ,一3 ,0 )等距离的点的轨迹方程.

3 . 写出球心在点(3 , —2 ,5 ) ,半径为4 的球面方程.

4 . 写出球心在点(一 1 ,一3 ,2 )且通过点(1 ,一1 ,1 )的球面方程.

5 . 求出下列球面的球心和半径：

(1) x 2 Λ -y2 + z 2 —6 z —7 =  0；
( 2 ) 力之+/+之？ —i 2 z + 4 y - 6z =  0；
(3) x 2 -{-y2 -∖~z2 —2 1 + 4 y  — 4z —7 =  0,
6 . 下列曲面中哪些是母线平行于坐标轴的柱面？若是此种柱面，请指出其准线以及母线

平行于哪些坐标轴.
2 2

(1) ^ - ÷ ^ ∙  =  l ; (2) x 2 —y 2 =  l ； (3) J —z — l =  0；

(4) y = z  ； (5) x 2 ÷ j ∕ 2 = z .
7 . 写出下列旋转面的方程,并画出它们的图形：

(1) O y z平面上的曲线z = ∕ 绕 2 轴旋转所生成的旋转面；

(2) O x y 平面上的曲线1 + / = 9 绕 y 轴旋转所生成的旋转面；

(3) O x y 平面上的曲线4 / - 9 / = 3 6 分别绕％轴和了轴旋转所生成的旋转面；

(4) O z x 平面上的直线z  =  z 绕n 轴旋转所生成的旋转面.

8 . 指出下列旋转面是怎样生成的：

(1) 3 x 2 ÷ 3 J ∕ 2 ÷ 4 ^ 2 =  12 ； (2) x 2 - y 2 + z 2 =  1 ； (3) x 2 - 9 j ∕ 2 —9z2 =  1.
9 . 在空间直角坐标系下轴和、轴可看作空间曲线，写出它们的一般方程.

10 . 试描述空间曲线 f = / 4 “ 2 - 7 2 _ ? 2  , 并画图，其中α > 0 .∖χ 2 + y2  — 2ay = 0 ,
11 . 求球面 / + / + / = 9 与平面z + z  =  ι 的交线在O z y 平面上的投影曲线.

12 . 画出旋转抛物面z = " 2 + ∕与平面z =  4 所围成的立体图形，求出它在a ? 平面上

的投影区域.

§ 5 空间中的平面与直线

空间中的平面与直线是最常见、最简单的几何图形.在讨论它们的方程时，向量是一个重

要的工具.

5 . 1 平面方程

一、平面的点法式方程

给定点「。(1 。，？。，之0)及非零向量〃 = 5 , 8 ( } , 求经过点P o 且垂直于向量∏的平面
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〃的方程.从几何意义上讲，当点P 。与向量〃给定之后，平面

I I 就被确定下来，因此点P o 与向量几是确定平面”的两个

要素.

设 P （z o , z ）是平面〃上任意一点，则向量耳声总与向

量打垂直（图 1-41）,从而

n ∙P 0P  = 0 .

由 P QP  =  {JC- X 0 ,丁一丁0,2 —%0}，再根据数量积的坐标表示，

得到

n •尸0F =  A （% — a：。）+  B （y — 了。）+  C （z —20） = 0 . （1）

反之,如果点P （z , ' , N ）满足方程（1）,则 说 明 向 量 罚 垂 直 于 向 量 *从 而 点 P （l , y , z ）在

平面”上,称向量九为平面”的法向量,称方程（1）为平面〃的点法式方程.

例 1 求下列平面的方程：

1）已知平面经过点A （0 ,1 , —1）,法向量为〃 = { 4 , - 2 , —2}；
2）已知平面经过点B （l , l , l ）,法向量为/ =  { - 2,1,1}.
解 1）由点法式方程（1）知所求的平面方程为

4（% — 0） +  （— 2） （） -  1） +  （― 2） （z +  1） =  0 ,
化简得 2 χ - y - z  = 0.

2）由点法式方程（1）知所求的平面方程为

（―2）（z - l ）+ l  - （y -  1） +  1 - （之一1）= 0 ，

化简得 2 I一了一N = 0 .
注 从这个例题可以看到，所给平面的法向量不同，平面经过的点也不同，但所得到的平

面仍然是同一个平面,这从几何意义上是容易理解的•法向量的意义是标记平面的朝向，因此

一个平面的法向量不是唯一的，任何与给定的法向量〃平行的非零向量都可以作为法向量.

本例题中的两个法向量就是相互平行的.

将平面的点法式方程（1）展开，得

A x  +  B y  +C⅛ +  （- A x。— B y 0 — C z 0 ） = 0 .
令（- A z o - B j /。—C% ）= D ,则方程⑴可变为

A x + B y + C z + D = 0 .  （2）

称方程（2）为平面的一般方程，它是一个三元一次方程.

反之，任给三元一次方程（2），其中A ,B , C 不全为零,则它必是某个平面的方程.

事实上，取方程（2）的一个解xo ,yo ,N o ,则它满足A x 0 + B j ∕0 -∖ -CZQ + 。=  0 .将这个式子

与（2）式相减，可得

A （% 一久。）+  B （y — J；。） +  C （z — Z Q ） =  0.
它恰是方程（1）所表示的经过点？。（诙 0 。，之。），法向量为/1 =  { 4 ，5 , 。}的平面的方程.由于

A ,B ,C  不全为零，则 " =  {A ,B ,C}W 0.
由方程（2）中一次项的系数,我们可以直接写出平面的法向量.

例 2 已知平面”经过三点P 】（1 ,1 ,1 ）, P z（ — 2 ,1 ,2 ）, 2 3（ — 3 ,3 ,1）,求平面〃的方程.

解法 1 用点法式方程.

由空间几何的知识可知，空间中不共线的三点可确定一个平面.我们需根据这三点确定平

面∏的两个要素：法向量及平面∏所经过的点.显然，点 P 1 , P 2 , P 3 中的任何一点都可以当
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作平面∏所经过的点.余下的问题就是确定平面∏的法向量
wY 7 ∕^ 7  - -7  〃,设 n =  {α ,6 ,c } (图 1-42).
" X  ， /  因 3 K = { - 3 ,0 ,1 }在平面〃上且垂直于向量n ,故

/  /  n ∙P X = 0 ,
p ι 〃 /  即 {a,A,c} ∙ { - 3 ,0 , l }  =  - 3 α ÷ c = 0 .

' '  ： — — V  又 因 "K = {  -  4 ,2 ,0 }也在平面〃上且垂直于向量打，故

图 ι-42 n ・ P i P ； =  O,

即 {a ,b 9c} • { -4 ,2 ,0 }  =  - 4α+26 =  0.
解方程组

j - 3Q + C =0, Ic = 3a ,
I—4 α + 2 b = 0 ,  " ∣6 = 2 α .

取 a =  1 ,则 b =  2,c =  3.可取％ =  {1,2,3}作为法向量.

取点 P 1 为平面∏经过的点,则由点法式方程得

(% — l ) + 2 ( y - l ) + 3 ( z - 1 ) = 0 ,
化简后可得平面〃的方程

z  +  2y +  3% -  6 = 0 .
解法 2 用待定系数法.

设平面〃的一般方程为A x + B y + C z + D  =  0 ,只需确定系数A , B , C , D 即可.将点P 1 ,
P 2 ,P A 的坐标代入一般方程，可得到方程组

A + B  + C + D  = 0 9

γ - 2 A + B + 2 C + D = 0 ,
- 3A + 3 B  + C  +  D = 0 .

后两个方程分别减去第一个方程，得

( - 3A + C = 0 ,
I -  4A + 2 B  = 0 ,

所以C =  3A ,B = 2 A .再代入第一个方程，得

A + 2 A + 3 A + D = 0 ,故 D = - 6 A .
由于A , B , C 不能同时为零，因此取A =  1 ,得到C =  3,B =  2,D  =  - 6 .所以，所求的方程为

>z +  2y +  3% -  6 =  0.

*解法 3 用点法式方程.

因为法向量〃同时垂直于向量R K , A X , 所以法向量相必平行于向量积" K x

P iP ；(图 1 -4 2 ) .故直接取法向量

n = P 1P 2 × P 1P 3 ≈  - 3  0 1 = { - 2 ,  — 4 ,一6).
- 4  2 0

仍取点P 1 为平面∏经过的点，则由点法式方程得

—2(1 —1 )—4(? —1) — 6 (z —1 )= 0 ,
化简得 ι  +  2 y + 3 z - 6  =  0.
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注 在解法1 和解法2 中，都需要解方程组，而这两个方程组的方程个数都少于未知数的

个数.一般来说，它们的解都不是唯一的，我们只需求出一个非零解即可.这是因为平面的法向

量本身不是唯一的，它仅表示平面的一个“朝向”,例如，在解法1 中取 Q =  - 1 ,可得法向量〃=

{ - 1 ,—2 , —3},
二、特殊位置的平面方程

在平面的一般方程A z + B y + C z + D = O 中，根据各项的系数可以判断出平面相对于坐

标系的特殊位置.

1）当 。= 0 时，平面方程变为A z + B ）+ C ⅛ = O ,它表示过原点的平面.

这是因为原点满足此方程.

2）当 A = 0 时,平面方程变为B y + C z + D  =  O,它表示平行于z 轴的平面.

事实上，此时平面的法向量为％ =  { O ,B ,C } ≠ O ∙1轴上的基本单位向量为i =  { l ,0 ,0 } ∙由
n ・i = 0 知法向量〃与基本单位向量i 垂直，从而此平面与力轴平行.

需要说明一下，当A = 0 且 D = 0 时,得方程B y + C z  =  0 ,它表示通过］轴的平面.我们约

定，如果直线在某个平面上,就将其看作平面与该直线平行的一种特殊情况.

同理可得：

当 B = 0 时，平面方程变为A z + C z + D  =  0 ,它表示平行于？轴的平面；

当C =  0 时，平面方程变为A 1 + 3 y + D  =  0 ,它表示平行于2 轴的平面.

3）当A = B = 0 时,平面方程变为C z + D = 0 ,它表示平行于O x y平面的平面（垂直于工轴）.
事实上，因A ,B ,C 不全为零，故必有C W 0.此时，该平面的法向量为n =  { 0 ,0 ,C ）≠ 0 .z

轴上的基本单位向量为k =  {0 ,0 ,1 }.显然，法向量〃与基本单位向量A 平行，从而此平面与

O x y 平面平行.

—D
通常把平行于0Z了平面的平面方程化为N = K 其中九= - 7b , 这与 § 4 例 9 中的结论是一

致的,这里还需要说明一下，本书中我们把两个平面重合看作两个平面平行的一种特殊情况.

同理可得：

当 B = C  =  O时,平面方程变为A z + D  =  0 （可化为工=九的形式），它表示平行于O " 平

面的平面（垂直于z 轴）；

当A = C  =  O时,平面方程变为B3 ∕+ Q  =  0（可化为？= 九的形式），它表示平行于O r 平

面的平面（垂直于y 轴）.
例 3 设平面∏的一般方程为A I + B y + C N + D  =  O.如果平面∏不经过原点，并且不与

任何坐标轴平行，则A 9B 9C 9D 都不为零，且平面〃必与三条坐标轴各有一个交点，平面∏的

方程可化为

A B C
k + R + h = l ∙

—D  —D  —D
令 丁 ，6 =  C =  K ，则平面〃的方程又可化为

A  £> C

称方程（3）为平面〃的截距式方程.显然，点（a , 0 ,0 ）, （0 " , 0 ）, （0 ,0 ,c ）都在平面〃上,称α ,
b ∙c 是平面〃分别在1 轴、）轴、n 轴上的截距（图 1-43）.



第一章 空间解析几何与向量代数

例 4 求经过N 轴和点（4 ,一3, 一 1）的平面方程.

解 设该平面的方程为AI + B 3∕+ C N+ D = 0 ∙由于该平面

经过x 轴，则它也必经过原点，从而A = O ,D  =  O.于是，该平面

的方程为By +  Cz =  O,只需求出系数B , C 即可.因该平面经过

点（4, 一 3, 一D ,故将此点的坐标代入上述方程，得到

—3B — C =  0 , 即 C =  -  3B.
取 B =  l , 则 C =  —3.所以，所求的平面方程为？- 3 z  =  0.

例 5 求平面3%—4 v + z  —5 =  0 的截距式方程，并求它与

三条坐标轴的交点.

解所给的平面方程移项后两端除以5 ,得

工- - -y +  —Z  =  1,
D O D

从而得到截距式方程

zX y +5 5 5
= 1.

3 4

由此可知，该平面与 l 轴O 轴、z 轴的交点分别为（9 ，° ，° ），（° ，—£ ，0），（0 ,0 ,5 ）.

三、两个平面的夹角

给定两个平面

∏1 ： A 1jc
jr B ly-∖ -C1z-∖ -D1 = 0 9

∏2 ： A 2x +  B 2y + C 2z +  D 2 =  0,
则它们的法向量分别为

n 1 =  { A 1 ,B 1 ,C ι} 和 n 2 =  {A 2 9B 2 ,C2 },

规定平面〃1 与 4 的夹角θ为它们法向量的夹角，取锐角

（图 1-44）. 于是，当法向量n 1 与 n 2 的夹角为锐角θ时，有

n 1 ・ n 2c ° s ^ ∣n 1 ∣∣n 2 ∣∙

但是，给定的法向量〜与孙的夹角不一定是锐角，当为钝角

时，由于法向量不是唯一的，一 叫 也 是 平 面 的 法 向 量 ，则法向量一〜与肌的夹角是锐角

仇无论何种情况，总有

cosd =  ηI 〃 1 ∙ 〃2 I I B 1B 2 + C 1C 2 I
1-,"--∣ =  ，二一二 二 - = 二---- -  ------ . （4）

旧j  g  I √ A " B " C j  ・ √ A " B " U

由于两个平面垂直就是它们的法向量垂直，两个平面平行就是它们的法向量平行，于是容

易得到下列结论：

1）平面∏ 1与∏2垂直的充要条件为

A iA ? + B ]B 2 + C ∖C2 = 0 ∙ （5）

这是因为此时平面凡 与的法向量的数量积为零.

2）平面∏1 与∏2 平行的充要条件为
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--- =  =z  ∖ 0 /A2 B2 C2∙
这是因为此时平面与口 2 的法向量平行，从而两个法向量对应的坐标成比例.

例 6 给 定 两 个 平 面 : 2 z - 3∕ + z - 6  =  0 和〃2： x + y  +  2z — 5 =  0 ,求这两个平面的夹

角 θ.

解 由 公 式 (4 )得

cosθ
∣2 × l  +  ( - l ) × l  +  l × 2 ∣ 3 1

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ZZX -----------------------------= ---------

√ 2 2 +  ( - l ) 2 +  l 2 X √ 1 2 +  12 + 2 2 √β × √6 2
则 9 = 三

例 7 已知平面〃经过点(1 ,1 , —1)并且与平面 3 ^ - 2 j ∕+ z - 2  =  0 平行，求平面∏的

方程.

解 设平面〃的方程为A z + B y + C z + D  =  0 ,则其法向量为 ∕ι =  { A ,B ,C ) .由于平面〃

平行于给定的平面，则其法向量”平行于给定平面的法向量{ 3 , - 2 , 1 } .故可取〃 = { 3 ,—2,1},
于是平面〃的方程为

3% — 2丁 +  之 +  D =  0.
再将给定的点(1 ,1 , —1)代入此方程，得 3X1 - 2 X 1  —1 + D  =  O,则 D =  0 .所以，所求的平面

方程为

3% — 2) +  之= 0 .
注 当 法 向 量 M确定之后，此题也可利用点法式方程求得平面方程.

例 8 已知平面〃经过两点P ( l , l , l ) 和 Q ( 0 , l , - l ) 且垂直于平面% + ) + %  =  0 ,求平面

∏的方程.

解法 1 根据平面的点法式方程，只需求出平面〃的法向量〃即可.设n =  {A ,B ,C }  .显
然，所给定平面的法向量为{ 1 ,1 ,1 } .由于平面口垂直于所给定的平面，则法向量〃必垂直于

法向量{1 ,1 ,1 } ,从而

(1 ,1 ,1}  ∙ n = 0 9 即 A + B + C = O .
又由于法向量几垂直于向量口= { - 1 , 0 , —2 } ,则

{— 1 ,0 , — 2} ∙ z ι = 0 ,  即 一A  — 2 C = 0 .

解 方 程 组 ^；：上 ：'可得到一个解人=2了 =  一1，。=  -  1，则 ” = { 2 , — 1 , 7 } . 因平

面∏经过点P , 由点法式方程可得到平面∏的方程

2 ( i  —1) — (y — 1) — (z — 1 ) = 0 ,  即 2 z —y —z = 0 .

解法 2 记号同解法1 .由于法向量n 垂直于所给定平面的法向量{ 1 ,1 ,1 }及向量

而 = { - 1 ,0 ,—2〉,所以取平面〃的法向量为

i J
n = { 1 ,1 ,1 }  ×  { - l , 0 r - 2 }  =  1 1

_  1 o
再由点法式方程可得到平面”的方程

-- l'- ∙ ' ,, 
2 x ~ y ——之=0・

二, . /:■ - - * ■ . ,

1、=  {- 2,1,1}.
.-b- 2
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例 9 给定平面〃：AT +  B3∕+ C N + D  =  0 以及点

P 。(χ o，3。，% )，求点P 。到平面∏的距离d.

解 平面〃的法向量为M =  {A,B,C} .过点P 。向平面71
作垂线，记垂足为M (力],?],之1) ( 图 1 -45 ).此时，法向量n

必与向量MPo =  { z 0 -斗 ，J⅛ — y i，=0 — }平行，则它们的

夹角为9 =  0 或 π .于是

n ∙M P Q = ∖n | ∣M P 0 1 cosθ = ±∣n ∣ ∖M P 0 1 ,
从而

d = ∣M P 0 ∣ =
1 n >MP0 5  ∙M P 0∣

In I (7)

由于

n ∙ M P 0 = A ( x 0 - τ 1 ) ÷ B ( j ∕0 - j ∕ 1 ) + C ( z 0 - z 1 )
= A JCQ + B ) O + C Z 0 -  (A zi + B y  i + C z 1 ) ,

而点M 在平面〃上，应有A % ]+ B 'ι+ C z ]  =  —D ,于是

n ∙M P 0 = A JC0 +  B y 0 +  Cz 0 +

又∣M∣= √ J τ T ∕ T δ r , 代入(7)式，得

d  I Arc。+  B y li +  CZ Q +  D  |
√ A 2 + B 2 + C 2 ,

(8 )式就是点到平面的距离公式∙
例 10 求点乂0 (2 ,1 ,1 )到平面1 + 2 ) - 2 2  +  1 =  0 的距离.

解由点到平面的距离公式 (8 )可知，所求的距离为

j ∣1× 2  +  2 × 1 ~ 2 × 1  +  1 ∣ 3
a = ----二. ' ---- =  - = =

√ l 2 + 2 2 +  ( - 2 ) 2 3

5 . 2 直线方程

一、直线方程的三种形式

1 . 直线的对称式方程

给定点「。(1 。，》。，引)及非零向量羽={八根，〃》,则经过点p o 且与向量V平行的直线L
就被确定下来,因此，点 P 。与向量y 是确定直线L 的两个要素.称向量v 为直线L 的方向向

量.下面我们求直线L 的方程.

设点 P C r ,力 N)在直线L 上，于是向量
--- A
P 0P = { χ - X o , y - y 0 ,z -  z0 }

平行于向量八图1-46),则它们对应的坐标成比例，从而

1 - ] 0  _  — —  y°  - -  %
l m  n

反之,如果点P ( n y , z ) 满足方程(9 ) ,则说明向量P QP 平行于向量

八从而点P ( χ ~ , z ) 在直线 L 上.称方程(9 )为直线L 的对称式

方程.

图 1-46
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注 与平面的方程类似，一条直线L 的方向向量期及其所经过的点P 。不是唯一的，从而

直线L 的对称式方程(9 )也不是唯一的.任何平行于直线L 的非零向量都可以作为直线L 的

方向向量.

2 . 直线的参数方程

对于直线L ,对称式方程(9 )表示当点P G  0  , z )在直线L 上变化时，总保持着方程(9 )中
的三个比式相等.但是，比式等于多少，(9)式并没有给出.如果令

X - ^ Q _ y  -  y Q  z — z 0 _

则 分 别 有 亏 0  = 一 竺 匚 0 = 八从而得到直线L 的参数方程
I m n

pc = x 0 + % ，

1 y = 3 ⅛ + 崔3  ( -  o o  <  < +  o o ). (10)

[z = Z Q + n t

例 1 1 求经过点(一1 ,0 ,2 )且方向向量为{—1, 一3 ,1 }的直线L 的对称式方程和参数

方程.

解由对称式方程 (9 )得直线L 的对称式方程

x  — (- 1) _ y - 0 _ 之- 2 _  jc +  1 _  y  _ z -  2
一 →  — =  - 3  =  1 或 ― ] = " = ] .

由参数方程(10)得直线L 的参数方程

% =  -  1 +  (― 1)£, pc =  -  1 —力，
γ jy = 0  +  ( - 3 ) z ,  化简为 < y =  - 3 3∖ N=2 +  1 ∙ E , [N = 2  +  "

3 . 直线的一般方程

给定两个平面

∏↑ ： A l x + B 1y + C 1z + D 1 = 0 ,  ∏2 ： A 2x  +  B 2y  + C 2z +  D 2 =  0,
如果它们不相互平行，则它们的交线就是空间中的一条直线L .于是，直线L 的方程可表示为

IA l x + B l y + C i z + D 1 = 0 ,∖ A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 = 0 .

称方程组(11)为直线L 的一般方程，它是两个三元一次方程构成的方程组.根据直线的这

种几何意义可知，同一条直线可以由很多平面相交而成.因此，直线 L 的一般方程也不是唯

一的.

显然，方程组(1 1 )表 示 一 条 空 间 直 线 的 充 要 条 件 是 两 个 平 面 的 法 向 量 由 =

{A1 ,B 1 ,C 1 }, ∕i2 =  {B2 ,B 2( 2}不相互平行.

例 1 2 求直线

h  +  2y +  3 2一6 =  0 ,
L ： ° . (12)∖2x +  3y -  4z -  1 =  0

的参数方程和对称式方程.

解法 1 根据对称式方程和参数方程的形式，需要根据方程组(12)确定出直线L 的两个

要素：直线L 经过的一点P 。和直线L 的方向向量v .显然，点 P 。的坐标是方程组(12)的一个
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解.令之= 0 ,则方程组（12）变为

仔 +  2、= 6 ,∖2x +  3y =  1.
解这个方程组得 ι  =  - 1 6 ,y  =  l l . 于是，点 P 0 （ —16,11 ,0）在直线L 上.

在方程组（12）中，第一个方程1 + 2 、+  3 z - 6  =  0 所表示平面的法向量为由={ 1 ,2 ,3}；
第二个方程2力+3» -  4之一1 =  0 所表示平面的法向量为n 2 =  { 2 , 3 , - 4 ）. 因直线L 的方向向

量 y =  {2 ,τn，九}与法向量n 1 ,n 2 都垂直，故 v • % = 0 ,祝•肌 = 0 ，即有方程组

// +  2m +  3%= 0 ,
\21 +  3m — 4n = 0 .

由第一个方程乘以2 后减去第二个方程可推出 ∕n =  - 1 0 % 再代入到第一个方程可得2 =  17归
取九= 1 ,则 Z =  17,m =  -10 ,B P  v = { 1 7 , - 1 0 , l } .于是，直线L 的参数方程为

z  = - 1 6  +  17z,
< y = 11  — 10/ 9

z =  t 9

对称式方程为

x +  16 _  y  -  11 _  z
17 =  - 1 0  = ［

*解法2 采用解法1 的记号，此时向量v 必平行于向量叫X L ，可取直线L 的方向向

量为

i j  k

v = n 1 × n 2 ≈  1 2 3 =  { -  1 7 ,1 0 ,-  I ）,
2 3 - 4

于是直线L 的参数方程为:

［x =  ­  16-17x >
*y = 11  +  10 九

• . • . ­ , • ? , .• ； , ' , ■. .； ，二 • 、 .、 ：. • ' r - /.•、、，：• ， ; .-r 、. % ；,• ••：• - •< - - •.

、2 = 一£，

对称式方程为

7 +  16_ y - 11_  z
- 1 7  ∖~ -~Tδ~~一→ ,

注 此题两个解法的结果都是对的,这主要是因为直线的方向向量不是唯一的,两个解法

的方向向量取的不同，但它们是平行的.

二、两条直线的夹角

给定两条直线L ］和 L 2 ,设它们的方向向量分别为匕="】，加］,外},匕=，2，帆2，九2} .直

线 L ］与L 2 的夹角规定为它们方向向量的夹角心取锐角（图 1-47）.于是，当方向向量也与乙

的夹角为锐角0 时，有 cosJ = 4 方 不 但 是 ，方向向量匕，匕的夹角不一定是锐角，当为钝角

时，由于方向向量不是唯一的，一口也是直线L i 的方向向量，则方向向量一匕与v2 的夹角是

锐角仇无论何种情况，总有
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λCO sσ 
 
=  η

I
-
 V
--1-
 
∏
∙ 
-
v
--2-

1 ∖l1l 2 + m 1m 2 + n 1n 2 \ 八八
r =  ..........   ’ ----- , ................ . V10?

M  小 21 A/Z I Λ-m∖ -∖ -n∖  ∙ y∕l∖  ÷TW2 ÷∏2

显然，直线J 与匕2 垂直就是方向向量匕与匕垂直，直线

L 1 与匕2,平行就是方向向量匕与％平行，于是我们得到：

直线L ］与 L ?垂直的充要条件是

l λ l 2 + m 1m 2 + n λ∏2=^0↑
直线J 与 J 平行的充要条件是

-Z-1 = --m--↑ = --n-1-
12 帆2 九2

(14)

(15)

（此时，我们将两条直线重合看作平行的特殊情况）.

例
i  1 3 求

4
直
.  小

线L▼ ］：51 =  3"
z 7+~ l  =  WZ~4: 

与
. 

心χ
 
：

z=+~2   = =y3  = 二
Z Γ- l f Λ

的
Λ, 
夹
-μ- 
角
AL
.

解 此时直线J , L 2 的方向向量分别为

v1 =  { 2 , l , - 2} , v2 =  { 4 - 1, —1}.
设这两条直线的夹角为。，则由公式(13)得 尹

Λ ∣V1 ∙ V2 ∣ | 2 × 4  +  l × ( - l )  +  ( - 2 ) × ( - l )  |cosσ =  η---- ∏---- r =  「 ’ ' 一  ................. .............. . ’ ‘ - ……

" 1 1 3 1  /22 +  ― +  ( -  2) 2 *  /42 + (  — 1)2 +  ( — 1)2

： 9 _  9 「 1 L √ Σ
√9 × √ 1 8  √9 ×√9 ×√2 √2 2 ・

因此 J =  arccos哮 = ；.
2 4

例 14 求直线L 1：
{χ + 2 y + %  — 1 = 0∖x -  2 y + z  +  l =  0 与 L 2 ：

x  -  y  -  z -  1 = 0 ,
2 — y + 2 % + l = 0 的夹角θ.

解法 1 只需求出直线L ］和J 的方向向量力和心，再利用公式（13）即可.

在直线L 1 的方程中，平面 z + 2 y + N - 1 =  0 的法向量为n 1 =  { l , 2 , l ），平面 x - 2 y  +  z +
1 =  0 的法向量为几2 =  {1，—2 ,1 } .取直线人 的方向向量% =  {\加，?1} ,它与法向量/1］,/12都
垂直，则 叱 ∙ " ι = 0 " ι  ∙ " 2 = 0 ,即有方程组

I +  2m +  n —0,
解得 I =  - n , m  = 0 .

I -  2m +  n = 0 ,
取九= 1 ,则 Z =  —1 ,即 匕 ={1 ,0 , — 1}.同理，有 叫 ={1，1，0 } .所以，由公式（13）得

cos。 ∣l X l  +  0 X l  +  ( - l ) X 0 ∣ =  1
√2 ×√2 2

从而 θ = j .

解法2 在直线L 1 的方程中，平面 ι + 2 y + N - l  =  0 的法向量为{ 1 ,2 ,1 } ,平面之一

2 y + z  +  l  =  0 的法向量为{ 1 ,- 2 ,1 } ,故可取直线L ］的方向向量为

i i k
% = { 1 ,2 ,1 } X { 1 , -  2 ,1 } =  1 2 1 = { 4 ,0 , - 4 } .

i 1 一 2 1

同理,取直线乙2 的方向向量为
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■ 「一,.「 , ：
v2 = { l , - l , - l } ×  {1, - 1 ,2 }  =  {一3； -  3,0}.

由公式(13)得
a | 4 X ( - 3 ) + 0  义(- 3 )  +  ( - 4 )  X 0 | 12 1 为 η πcosσ =,' 丁  ’ ’ —  ” ------------------------ 故 θ ==一.

√ 4 2 +  02 +  ( -  4 )2 ×  √ ( -  3)2 +  ( -  3 )2 +  02 2 4  2  3

三、直线与平面的夹角

设直线L 的方向向量为y =  {Z,zn,九},平面〃的法向量为 ∕ι =  {A ,B ,C} .规定直线L 与

平面〃的夹角为外当直线L 与平面〃垂直时，中=怖；当直线
LJ

L 与平面〃不垂直时/是直线 L 与它在平面〃上的投影直线

1 /的夹角(图1-48),此时 0 ≤ 中〈方.

如图 1-46所示，设方向向量 v 与法向量％的夹角为夕，则

φ =  y  -  ¢ .于是 sinφ =  ∣cosd∣，从而

. = ∣v ・n | =  ∣Z A + τ n B + -  C ∣________
sinφ一 H  ∣n I - √ ∕ 2 + m 2 + ∏ 2 .√A2+B2+(7 (16)

显然，直线L 与平面口垂直就是方向向量v 与法向量〃平行，直线L 与平面”平行就是

方向向量y 与法向量冷垂直，于是我们得到：

直线 L 与平面71垂直的充要条件是

n

C
—I —m
A B

(17)

直线L 与平面n 平行的充要条件是

LA +  m B  +  n C =  0. (18)

例 1 5 求直线L ： =  r  =  " T ^ 与平面〃：x + y + 2 z - 3  =  0 的夹角φ及交点.
乙 X 1

解 直 线 L 的方向向量为v = { 2 , —1 ,1 } ,平面〃的法向量为∕1 =  { 1 ,1 ,2 } .由公式(16)有
∣v ∙ n | ∣3∣ 1 步 π

sιnφ =  y∖—
v∖∩∖n∖- r =娓- 乂----展-   =  v2 

, 故 φ =  V6

直线 L 的参数方程为

z  =  1 +  2%,
< y = 2  -  t,

、z =  3 十 九

此参数方程的意义是：随着参数力的变化，由参数方程确定的点P C c ,y ,z )在直线L 上变化.

当点P 变化到某个位置时，恰好落到平面”上，这正是所求的交点.求出此时的参数入它所

对应的点P 就是所求的交点.因此,将直线L 的参数方程代入平面〃的方程，得到

( l  +  2z) +  ( 2 - O + 2 ( 3  +  r ) - 3 = 0 ,
化简得3z +  6 =  0 ,从而± =  -  2.再代人参数方程，得
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z  = 1  +  2 X (― 2 ) ,
γ y =  2 -  (-  2) 9
、z =  3 +  (― 2 ) ,

于是点P ( - 3 , 4 , l ) 就是所求的交点.

习 题

1 . 求下列平面的方程：

( 1 ) 经过点(一1 ,2 ,1 )且法向量为〃 = ｛1 ,一1 ,2｝的平面；

( 2 ) 经过点(3 ,2 ,— 1)且法向量为 ∕ι =  ｛0 ,1 ,2 ｝的平面.

2 . 求下列平面的法向量及平面所经过的一个点：

(1) 5JC —3y —31 =  0; (2) 3 % + 4y+  7z +  14 =  0.

3 . 指出下列平面的特殊位置(是否垂直或平行于坐标轴、坐标面，是否过原点)，并画图：

(1) x  =  0； (2) 3y —1 =  0; (3) 2JC ~ y  — 6 =  0 ；

(  4) x  ~ ^ ∕3 y = 0 ;  (5) y + z  =  l ； (6) 6% +  5 ) - N =  0.
4 . 求平面2久―2y+  N +  5 =  0 的法向量的方向余弦.

5 . 求经过三点的平面方程：

( 1 ) 三点 P 1 ( 2 ,3 ,0 ) ,P 2 ( - 2 , - 3 , 4 ) , P 3 ( 0 ,β ,0 ) 5

( 2 ) 三点 Q 1 ( 4 ,2 , l ) ,Q 2 ( - l , - 2 , 2 ) , Q 3 ( 0 ,4 , - 5 ) .

6 , 给定平面“ °： 2 z - 8 y + z - 2  =  0 及点 P ( 3 , 0 , - 5 ) ,求平面”的方程，使得平面“经

过点P 且与平面口。平行.

7 . 设平面”经过两点P ι ( l , l , D 和 P z ( 2 ,2 ,2 ) ,且与平面“°：力+»一 N = 0垂直，求平面

∏的方程.

8 . 设平面灯经过点P ( l ,  —1 ,1 ) ,且垂直于两个平面 I L ： ι - y + z - l  =  0 和〃2： 2% +
y +  N +  1 =  0 ,求平面 IF的方程.

9 . 设平面“经过两点尸】(1 ,2 , — 1)和尸2( — 5 ,2 ,7 ) ,且平行于1 轴，求平面〃的方程.

10 . 写出平面2 χ - 3 j z - z  +  12 =  0 的截距式方程，并求该平面在各坐标轴上的截距.

11 . 求平面 〃]：x + y - l  =  0 与 “ 2： 2 z - 2 z - 1 5  =  O 的夹角 %

12 . 求点 P (1 ,2 ,1 )到平面 z + 2 y + 2 z - 1 0  =  0 的距离 2.

13 . 写出下列直线的对称式方程：

( 1 ) 经过点2 (2 ,—2 ,2 )且方向向量为｛1 , - 3 , 2 ｝的直线；

( 2 ) 经过两点P K 2 ,5 ,8 )和 「2( — 1，6 ,3 )的直线;

( 3 ) 经过点2 (2 ,—8 ,3 )且垂直于平面“：力+ 2) - 3 之一2 =  0 的直线；

, . ∙ [2z -  3 y + 6 N - 4 =  ° ，
( 4 ) 经过点P (  —1 ,2 ,5 )且平行于直线L ： ι ι 的直线.

l 4 z - y  +  5N +  2 =  0

14 . 改变直线方程的形式：

( 1 ) 将 三二= 一卷= 一 变为参数方程和一般方程；
、 3 □ 0
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x  =  1 +  2 t ,
( 2 )将 1丁 = 2 一九 变为对称式方程和一般方程；

z =  3 + 1
(3JΓ +  2y +  z -  2 = 0 ,

(3 ) 将 , √ ι o ι o 八变为参数方程和对称式方程.
lz + 2 y +  3z +  2 = 0

1 5 .求满足下列条件的平面方程：

⑴ 经 过 点 P ( 2 , ] , ] ) ,且 与 直 线 ,；二 ；二 = = " ' 垂 直 ;

( 2 )经过点P ( l , 2 ,1 ) ,且与两条直线∖τ  -∖-2 y  - z +  l =  0, ∣2JC — y  +  z = 0 9
L 1 ： ( 和 L 2  ： |∖x  -  y  ~r z  -  1 =  0 ∖x  — y + z  -  1 = 0

都平行;

(3) 经过点「(3 ,1 ,—2 )及直线口
x -  4 _  y +  3 _  z

5 =  2 = 1 -

16. 求直线 L 1 ：
(5x -  3、+  3z -  9 =  0 ,
ι3x — 2 y + z  -  1 = 0

与 L 2 ：
12JC +  2y -  z +  23 =  0 ,
∣3z +  8y +  z -  18 =  0 的夹角φ.

(
JQ -L- y -L> 3 n i~"̂ 0

与平面Z —) —2 +  1 =  0 的夹角φ.
x  -  y  -  z — 0

18 . 求 直 线 一 = 一 = 可 与 平 面 2 z + y + z - 6 =  0 的交点.
JL _L 乙

19 . 求平面1 +  3了+之一1 =  0 与 直 线 ： 0 9 的交点.∖x  -  2j∕ -  2z +  3 =  0

§ 6 二 次 曲 面

三元二次方程所表示的曲面统称为二次曲面.在本章§ 4 中，我们已经接触过一些二次曲
面，如球面1 + ∕ + ∕ = R 2、圆柱面， + ∕ = R 2、旋转抛物面N = ∕ + ∕ 等.本节将介绍其

他的一些二次曲面，并介绍判断曲面形状的一种重要方法一一截痕法.

6 . 1 椭球面

方程
2 2 2

- H-  ~y H— Γ =  l ( Q , 6 , C > 0 )  (1 )a b2 c
所表示的曲面称为椭球面.

显然，若使方程(1)有解，应有 b l ≤ α , R I ≤ 6 ,∣z ∣≤ c .
下面讨论椭球面的性质及形状.

一、对称性

将方程(1 )中的N 换为一之，由
2 2 / ∖2 2 2 2

~7 +  7F ~∙ ~2 ~ ~ 7  '̂  TF ' "Ta b c a o c
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可知方程（1）的形式不变，从而方程（1）所示的椭球面关于O z y 平面对称.同理,该椭球面也关

于 O年 平面及0 N C 平面对称.

二、图形描述

用平面％=九去截椭球面（1）,截痕（也称截线）为

二 +  匕 +  三 = 1, 二 +  匕 = J Ξ JL ,
十 /十  1  或 L h i \ a ^  b 2 c 2 （2）

z = h  [z =h.

当 I五∣> c 时，因 之 = V 0 , 此时以 的方程组（2）无解.这说明，截面之=九与椭球面（1）

c

无交点.因此,椭球面（1）必介于两个平面z =  ± c 之间.

当∣∕ d = c 时,截面为N = C和 N =  - C ,则截痕变为

⅛ = 0 , Γx=O,
这两个方程组各只有一个解：1 y = 0 ,和]）= 0 , 这说明，截面 z =  c ,z  =  - c 与椭球面（1）各

Z—C 12 =  一 C.

只有一个交点，分别为（0 ,0 ,C）和（0 ,0 , - c ）.
2 _ 1 2 2 _ 1 2

当∣∕ d < c 时，J ， > 0 ,在方程组（2）的第一个方程两端除以 得
c2 C

L h ： — h 2 ） - j （c2 —h 2）
c c

、N =无，

其中的第一个方程消去了 这说明,L我在O z y 平面上的投影曲线为椭圆.截痕L A 就是它在

O x y 平面上的投影曲线下上——  +  -r - ^ —  =  1 平移到高度为h 的截面上而得到的，于

-y （c 2 —h 2） —（c 2 - h 2 ）
c c

是截痕， 与投影曲线的形状相同，为椭圆.椭圆， 的两个半轴分别为 J 及 一 一 " ）和

/ 一 —/ ），它们的大小随无的变化而变化;椭圆g 的中心在Z 轴上的点（0 ,0 ,无）处.

由于方程（1）所表示的椭球面关于0 g 平面对称，因此我们只需考虑在上半空间的图

形.如果 0 ≤ ∕ι V c ,则椭圆L h 在上半空间.当h≈ 0时，截面 2 =  0 就是 O到 平 面 ，此时的截

痕为椭圆

Los⅛ + H *
、N =0.

椭圆L o 的两个半轴分别为α ,b.随着h 的增大，截面 z = 无升高，椭圆L h 的两个半轴变小.当

h ^ c 时,两个半轴都趋向于零，椭圆L h 缩成一个点.
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Z［ 将截面2=九由2 = 0 连续升高到Z = C ,截痕 L A 的变化

就勾画出椭球面(1)在上半空间的形状,再由对称性，我们可
彳 军 判断整个椭球面(1)的大致形状，画出其图形(图1-49).

仁 工 段 千 三 3 厂 )  同样,可考虑截面为］=九 及y = h 时截痕的情况.∖ ^ × ⅛  在上述的讨论中，我们是用平行于坐标面的平面(截面)去

) /  截曲面，根据截痕随截面的变化来判断曲面的形状.这种判断

图卜49 曲面形状的方法称为截痕法，它是用来判断曲面形状的重要方

法.在以后关于方程图形的讨论中还将频繁用到这种方法.

三、特殊情况

对于方程(1)所表示的椭球面来说，称原点。为它的中心，2Q ,26,2C 称为它的三个轴长.
当 Q = 6  =  C 时，方程(1)变 为 / + / + / = 。2,它表示球心在原点,半径为Q 的球面.

2 I 2 2 2 2
当α =6时，方 程 ⑴ 变 为 匕 4 +  "  =  1,它表示0产平面上的椭圆⅞  +  ⅞  =  l 绕 z 轴

a c a c

旋转所生成的旋转面，称为旋转椭球面.

方 程 ^ ~ - 4  =  1 所表示的曲面也称为椭球面，其形状与方程
a b c

(1)的相同，只是将椭球面的中心平移到点Τ。(］。，？。，2。)・称方程(1)为椭球面的标准方程.

6 . 2 椭圆抛物面

方程

Z =  -7 -∖- yy (α ,6 >  0) (3)
a b 2

所表示的曲面称为椭圆抛物面.

显然，若使方程(3)有解，应有≈≥0.

同样，我们来考虑椭圆抛物面的性质与形状.

一、对称性

根据方程(3)的特点可判断出，方程(3)所表示的椭圆抛物面关于0 m 平面和0户平面对

称.

二、图形描述

用平面z = 九去截椭圆抛物面(3),截痕为

“餐+%=人 (4)

z =h.

当∕ιV0时，方程组(4)无解.这说明，截面z = h 与椭圆抛物面(3)无交点.因此，在下半空

间没有方程(3)的图形，即椭圆抛物面(3)只在上半空间.

x 2 y 2 _ θ «2； =0,
当九= 0 时，方程组(4)变 为 |二 +庐 = ' 它只有一个解1y = 0 , 此时截面之=0与椭圆

£ =  0 , U  =  0,

抛物面(3)只有一个交点(0,0,0).
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当无> 0 时，截痕可变为

L &  ：

2 2L + 1 = 1
a zh b2h ,

[z≈h ,

其中第一个方程消去了 之.这表明，截痕心无在OQ 平面上的投影曲线为椭圆，此椭圆也是截

痕以 的形状.椭圆L z ι的两个半轴分别为 " T 和 石 彳 ，它们的大小随着九的变化而变化;

椭圆L入的中心在n 轴上的点（0 ,0 ,无）处.

随着h 的增大，截面z = h 升高，椭圆L h 的两个半轴变大.当h - + 8
时，截面z = h 无限升高，两个半轴都无限变大.

让截面 z = 九由2 =  0 连续地无限升高，截痕L&的变化就勾画出椭

圆抛物面（3）的形状（图 1 -50）.称（0 ,0 ,0 ）为此椭圆场物面的顶点，之轴

的正向为此椭圆抛物面的开口方向.

用平面y = h 去截椭圆抛物面（3）,截痕为

图 1-50

x" h z

a b

3  = h ，

L h i <

其中的第一个方程消去了孙这表明，截痕 L%在O " 平面上的投影曲线为抛物线，此抛物线

也正是截痕心人的形状，其开口向上（图 1-51）. 同理可知，用平面％=无去截椭圆抛物面（3）的

截痕也是抛物线.

三、特殊情况

当a = b 时，方程（3）变为 z =  ≡ ⅛ L 它表示0 " 平面上的抛物线％ =  W 绕 n 轴旋转所

a a

生成的旋转抛物面.

方程％ — 所表示的曲面也称为椭圆抛物面，它是由椭圆抛物面（3）平移得到
a b

的，即将顶点平移到点P o （O,O,%）处（图 1-52）. 称方程（3）为椭圆抛物面的标准方程.

例 1 下列方程所表示的曲面都是椭圆抛物面，其中 α ,b > O ,讨论它们的图形：

解我们可用截痕法判断这两个椭圆抛物面的图形，讨论过程从略.
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1）此方程所表示椭圆抛物面的顶点在原点，开口向下［图 l-53（a）］j2）此方程所表示椭圆抛物面的顶点也在原点，开口向右［图 l-53（b）］.

下面介绍其他的二次曲面，其图形的讨论留给读者，这里只给出标准方程和图形.

6 . 3 椭圆锥面

方程

z2 =  +  —■ （a ,6 >  0） （5）
a b2

所表示的曲面称为椭圆锥面，其图形关于三个坐标面对称（图 1-54）. 此时的椭圆锥面称为上下

开口的，原点 O 称为椭圆锥面的顶点.
例如，d = 2 / + 3 / 表示椭圆锥面.

当 Q = 6 时，椭圆锥面（5）变为圆锥面.

例如，i = ］2 + y 2 表示圆锥面.

6 . 4 单叶双曲面

方程 ∙~7 +  77 -  1  =  1 （0 , 6 , c > 0 ）
a2 b2 c2

所表示的曲面称为单叶双曲面,其图形关于三个坐标面对称（图 1-55）.
例如，］2 + ∕ - ∕  =  ι 表示单叶双曲面.

(6)
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(1) 9X 2 + 4 J ∕ 2 + 3 6 Z 2 =36 ；
(2) 2512 +  100丁 +4%？ 一5 0 z +  200y+  25 =  0.
2 . 判断下列二次曲面的类型，并画图：

1

2 2 2
( 1 )  ⅞ + y + γ = b

(3) —z =  2 x 2 ~∖~3y2 ;

(2)

(4)

z =  2 ,  + 3 /  ；

- z =  2(x — I ) 2

(5) 2 =  4—(2 x 2 + 3 J ∕ 2 ) ; (6) y = 2X 2 -∖~3Z 2 ；
2 2

( 7 ) T + T = 1 ; (8)
2 2

- - - P — =  1 .2 十 3 L

(9) z 2 = 2 x 2 + 3 y 2
i (10)，2 =  √z2z2 + 3 y

(11) z =  Λ∕6  — 3X 2 —2y 2 ； (12)। x 2 ~ y 2 =0.

+  3( y  — 1)2 ；

3 . 画出下列图形，并求它们在指定坐标面上的投影区域：
( 1 ) 由曲面N = ^ + 2 ∕ 及之=6 — 2 F —/ 所围的立体,求它在0 即 平面上的投影区域；

( 2 ) 由曲面z = l + 3Λ柱 面 / + / = 江 ( . > 0)及平面N =  0 所围的立体,求它在0%) 平

面上的投影区域；

( 3 ) 由曲面z = τ 2 + y 2 及平面 z = l 所围的立体,求它在O x y 平面上的投影区域；
( 4 ) 由曲面∕ + *  +  ( N - α ) 2 = α 2 (α > 0 )及 1 2 + / = 2 2 所围的立体，求它在小)平面

上的投影区域；

( 5 ) 由曲面z =  6— 及 2 =  在不丁所围的立体,求它在ON、平面上的投影区域；

( 6 ) 由曲面z =  √ P + 7 r 及 z = ^ 2 + y 2 所围的立体,求它在O z y 平面上的投影区域；

( 7 ) 由曲面2 2 + y 2 + z 2 = R 2及 i + y 2 + z 2 = 2 R z ( R > 0 )所围的立体,求它在Q cy 平面

上的投影区域；

( 8 ) 由O z y 平面上的曲线∕ =  2 z 绕力轴旋转而成的旋转面与平面z  =  5 所围的立体，求

它在 0 严平面上的投影区域.

空间解析几何与向量代数内容小结

本章的主要内容是向量和空间图形的方程表示.本章要求熟练掌握向量的各种运算并理

解其几何意义，熟练掌握常用的曲面方程.这些都是学习多元微积分的基础.在学习的过程中，
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读者应多做一些画图练习，以培养自己的空间想象力.

一、空间直角坐标系

空间中交于一点、有相同单位长度且相互垂直并构成右手系的三条坐标轴称为空间直角

坐标系.这三条坐标轴两两组成三个坐标面,它们又将空间分为八个卦限.这样空间中的每个

点都与由实数构成的三元有序数组（a , 6 ,c ）建立起一一对应的关系.空间中两点P 1（% ι,% ,Z 1 ）,

「2（孙 ，？2，右）间的距离为∖ P 1 P 2 ∖ = ，（22 -  ^ 1 7  +  （-2  - —1）2 +  （12 — 1了・
特别地，原点 0 到点P （z , ∕ , z ）的距离为

IO P  | =  √zx 2 +  y 2 +  z 2 .

二、向量代数

1 . 向量的定义

具有大小和方向的量称为向量；只朝小的量称为数量（实数）.向量可以用有向线段来表
示,以A 为起点, B 为终点的向量记为前.

2 . 向量的模

向量a 的大小称为向量的模，记为用 1 .模为 1 的向量称为单位向量;模为零的向量称为

零向量，记为0.对于两个向量的夹角。，规定0 ≤ 6 ≤ π .

3 . 基本单位向量

与工轴、）轴、z 轴同方向的单位向量分别记为 i , j , 3 称为基本单位向量.

4 . 向量的方向角与方向余弦

非零向量a 分别与1 轴、y 轴、z 轴的夹角a ,3 。 称为a 的方向角；cosa , co s f, c o s y称为

a 的方向余弦.

5 . 向量的坐标表示

若 a 分别在z 轴、' 轴、n 轴上的投影为a , 6 , c ,则

a —a i +  δ j  +  ck ,

记为a = { a ∕ , c } , 并 称 Q , b , c 为向量a 的坐标.此时 IQ I =  " T 西丁.对于给定的两点

M ∖ （力 1，y  1 ,Z ］）, M̂ 2 （% 2，y  2 , 22），有

M 1M 2 =  （x 2 — 不）1 +  （?2 — ）i ）j  +  （%2 -  z 1 ）k

=  {∙X2 -  21 ,以 一:V1，之2 -  Z l } ・
6 . 向量的线性运算

给定向量Q, P 及实数人可定义向量的加法a + P 及数量乘法人a,统称为向量的线性

运算.

线性运算满足下列运算律：

1）加法 交 换 律 a + β = β + a i

2）加法结合律 （a + P ）+  y =  a  +  （/J + ，）；

3）数量乘法结合律 乂〃Q）= 〃a a ） =  a 〃）a,其中人与〃是实数；

4）数量乘法对于数量加法的分配律 。+〃）。=痴+〃*其中人与〃是实数；

5）数量乘法对于向量加法的分配律 X a + P ）= W + / P ，其中入是实数.

7 . 向量的数量积

给定向量a 与%它们的数量积定义为a - P =  la i  I川 cos外其中 q 是a 与p 的夹角.
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数量积满足下列运算律：

1 ) 交 换 律 a ∙ β = β ・a ；

2 ) 结 合 律 λ (a  ∙ ∕J )  =  ( λ a ) ・P = a ・(邛)，其中人是实数；

3 ) 分 配 律 (c r+ P) ∙ γ = a  ∙ γ + β  ∙ Y.

二 '一 , ''<-, '•'< ''
8 . 向量的向量积

给定向量a 和P ，它们的向量积定义为一个向量，记为Q X /h满足：

1) ∣βrX P∣ =  ∣a ∣ I川 s in p ,其中φ 是Q 与 β 的夹角；

2) 0 X A 的方向垂直于Q 与。所在的平面,并且与符合右手法则.

向量积满足下列运算律：

D 反 交 换 律 a × β ≈ - ( β × a ) ;
2 ) 结合律 入3 X ∕n  =  a < r ) X p = Q X ( " ) ,其中;I 是实数；

3) 左分配律 r × ( a + j∣) = r × a + r × p ,
右 分 配 律 (o + A ) X γ = a X y + p x r

■ - .. . . . , , ■--- ... •- -- ■■ ' ■/ .,'「 「 ・ ・•「・、.、 *>• • : j  ∙.∙ ∙ ' ∙ ∙ . - , ∙ . ∙ J ' ∙ ∙ ∙ ∙

9 . 向量及其坐标的有关公式

给定向量a = {a 1 , a 2 , a 3 ) ,β =  { d 也 ，/ }及实数人，则

1) λa = {λa1 f λa 2 9λa3 } 9a ± β  = {a1 ± b 1 ,a 2 ds∑b2 ^a3 ± b 3 }.
2) a  ∙ β =  ∖a∖∖β∖ cosh =许 d + a 2 6 2  +々3 6 3 ,其中中是向量。与0 的夹角，于是可推知

o ∙ β a ιb 1 + 。2》2 +  a 3、3
I 0 " 川 d  a∖ + a ； + a ： ∙ Jb∖  +  6； +  乂

4 ) 向量a 与P 平行的充要条件是它们对应的坐标成比例，即箸= 占
。2 。3

5 ) 向量a 与。垂直的充要条件是Q ∙ JJ =  O ,即 a 1b 1 + a 2b2 + a 3b3 = 0.

6 ) 若 Q =  { a ιR 2 ,a 3 } ≠ 0 4 9 。° =占 0 称为向量窃的单位化向量，它表示与向量@同方
∣a  I

向的单位向量，并 有 此 时

Q。=  H -…&一— •…・丁 上 一 .丁 」 一 ］∖>Ja∖ ~∖~ CL∖ ~∖~ CL∖ / a ： +  a ； +  a ： / a ； +  a ； +  a ； I

= {cosa, cosβ, cosy} ,
其中 cosa , COS∕9 ,COS7 是向量 (X的方向余弦.

三、空间中的曲面与曲线

1 . 曲面与曲面方程

给定曲面S 及三元方程F ( x 9y 9z ) = 0 .如果曲面S 上点的坐标都满足方程F ( x 9y 9z ) = 0 9
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反之，方程 F ( z o , z ) = 0 的解所对应的点都在曲面S 上，则称曲面S 为方程F ( z , y  , N ) =  0
所表示的曲面.

两个方程F ] ( l , y , z ) = 0 和 F 2(z ，y ，z )= 0 表示同一个曲面的充要条件是它们为同解

方程.

2 . 空间曲线的方程

一条空间曲线可以看作两个曲面的交线，它的一般方程具有如下形式：

(F (x  9y  , z )  = 0 ,
∣G (z ,y  9z )  = 0 .

一条空间曲线也可表示为参数方程的形式：

X = / ( ，)，
[ y = y 6 ) ,  ( α ≤ % ≤ A ) ∙

N = Z (1)
3 . 旋转面方程

一条平面曲线C 绕它所在平面的一条直线L 旋转一周所生成的曲面称为旋转曲面(简称

旋转面)，其中曲线C 称为该旋转面的母线，直线 L 称为该旋转面的旋转轴.

O” 平面上的曲线C ： =°'绕n 轴旋转所生成旋转面的方程为

lx = 0

∕ ( ±  V x 2 +  y 2 , N ) = 0 ;
绕 y 轴旋转所生成旋转面的方程为

/(? , 士 J x 1 +  z 2 ) = 0 .
类似可得其他坐标面上的曲线绕坐标轴旋转所生成旋转面的方程.

4 . 柱面方程

平行于定直线L 并沿定曲线C 移动的直线I 所生成的曲面称为柱面，其中动直线 I 在移

动中的每个位置称为柱面的母线，曲线C 称为柱面的准线.

以 0%丁平面上的曲线C ： 为准线，母线平行于z 轴的柱面方程为

f  (1 , j θ  = 0 .
类似地，方程 g ( y , z )  =  0 和 ∕ ι ( % ,z ) = 0 一般分别表示母线平行于Z 轴和丁轴的柱面.

5 . 曲线在坐标面上的投影

在空间曲线C ： Γ 1 =°，的方程中，经过同解变形分别消去变量” ,之，则可得

凡 (％ ,y  ,%) = 0
到曲线C 在 O y z平面、 平面及O x y平面上的投影曲线，分别形如

(F (y 9z) = 0 ,  (G(x 9z) = 0 ,  (H ( J : 9y )  = 0 ,
1 z = 0 ,  1 ) = 0 ,  1 z= 0 .

四、空间中的平面与直线方程

1 . 平面方程

1 ) 点法式方程：给定空间中的点「。(]。0 。，之。)及非零向量〃 = 5 1 ( } , 则经过点P o

且与向量〃垂直的平面方程为

A (x — x 0 ) +  B (y — y 0 ) ~F C(z -  z 0 ) = 0 9

这里向量n 称为该平面的法向量.
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2） 一般方程：A z + B y + C z + D  =  0 ,其中A ,B ,C 不全为零.

3）截距式方程：三 +（+三 = 1 ,其中α " , c 全不为零，它们分别是平面在了轴、N 轴、n
a b c

轴上的截距.

4）两个平面之间的关系：

设平面”】和风的法向量依次为由= （4 1 ，5 ] ，孰 }和 "2 =  { 4 2 1 2 （ 2 } .平面 111与凡

的夹角θ 规定为它们的法向量的夹角（取锐角），这时

cosσ =  -；
In 1 ∙ 1 ∣AIA2 + B 1B 2 +  C 1C2 1

∏ r =  ~~. ...... .... .. ........ ’ “ … 二
g  I g  I √ A " ∙ + C j  - √ A " B " α

A B C
平面∏1 与∏2 平行的充要条件是优= /  = 戈 ；

平 面 与 凡 垂 直 的 充 要 条 件 是 A ]A 2 + B ]B 2 + g C 2 = 0 ∙
5）点 P 0 Cx0 9y 0 ,zo）到平面 A τ + B y  + C z  + D  = 0  的距离为∖A x o -∖-B y o + C zo+ D  \

√A 2+ B 2+ C2 .
2 . 直线方程

]）一般方程 彳 = ：∖A 2χ  ~∖~B 2y  ~^C2z-∖-D2~O.
2）若直线L 经过点「。（“。0 。，％。），且与向量 v = { Z ,a ，〃} ≠ 0 平行，则直线L 的方程

如下：

①
g  

对
“
称
A
式
i
方
»工

程
口 

：
力
一

-
；—
io  

=
y
--

-
-

y
--Q=

 
-

Z
--

-
--

Z
-Q;I m n

（x  =%o + 〃，
②参数方程：（y = y o + M 3  — 8 < l V  +  8 .∖z = ZQj r n t

这里向量y =  {∕ ,m ,几}称为直线L 的方向向量.

3）两条直线之间的关系：

设直线L 1 和 L 2 方向向量分别为v1 =  {Z1 ,m 1 ,叫}和 V2 = （∕ 2，叫 ，孙}.直线J 与 1>2的
夹角6 规定为它们的方向向量的夹角（取锐角），于是

| v1 ∙ v2 ∖ ∖l 1l 2 + m 1m 2 + n 1n 2 1

M  "  "21 Λ∕ZJ + m ∖ +  n∖ ∙ [ l∖ +  Tn； +

直线L 1 与 L 2 平行的充要条件是? = 竺1 = 之 ；

Z2 帆2 «2
直线L 1 与 L 2 垂直的充要条件是Z1Z2 ÷W1^2÷W1W2 =O.
3 . 直线与平面的关系

设直线L 的方向向量为y = { z ,m ，眉 ，平面”的法向量为〃 =  {A ,B ,C } .直线L 与平面〃

的夹角φ 规定为直线L 与它在平面〃上投影直线L '的夹角（取锐角），这时

. __ I v ∙ n | _  | IA +  mB +  nC ∣
s mφ  一 ∣v ∣∣n ∣ — √z2 + τ n 2 + n 2 . √A2 +B 2 + ^ ς *

直线L 与平面〃垂直的充要条件是上 空  = 1
/1 JD O
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直线L 与平面〃平行的充要条件是 ∕A + m B + 九C =  0.
五、二次曲面

三元二次方程所表示的曲面统称为二次曲面.通常使用截痕法来判断二次曲面的形状.一

些常用的二次曲面方程的标准形式如下：

1）球面：球心在点P o （zo ,yo ,N °）,半径为R 的球面方程为

（支 — JCQ）2 +  （y -  yo）2 +  （z — z0）
2 ≈ R 2 （图 1-57）.

例如，球心在原点，半径为R 的球面方程为

， +  J  +  z 2 = R 2.

2）椭球面：

-7  +  — ^ = 1 ,  其中 α , 6 , c > 0  （图 1-58）.
a b c

这时 2 4 ,2 6 ,2 c称为椭球面的三个轴长.

例如，（ + 4 +  [  =  1 , 1 + 2 / + 3 之2 =  1 2等均表示椭球面.

4 y lb
3）椭圆抛物面：

≈ = 4  +  ⅛ , 其中 α " > 0  （图 1-59）.
a 2 b2

例如，z = ∕ + ∕ ,  - z = x 2+ y 2 等均表示椭圆抛物面.
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复习题一 I

4）椭圆锥面:

」 十仁,
Z 2 ' 7 2 ,

a b
其中 α ,b>O （图 1-60）.

例如, d = ∕ + y 2 表示椭圆锥面.

5）单叶双曲面：

其中 α,6,c > 0  （图 1-61）.

6）双叶双曲面：

+  =  其中 a , b , c > 0  （图 1-62）.
a 0 c

例如，，一"2一 / =  1 表示双叶双曲面.

复 习 题 一

一、填空题

1 .已知两点4 （4,一7,1）,5（6,2,2）间的距离为11,则 z = .

2,设 n 轴上的点P 到点A （—4,1,7）和B （3,5,-2）的距离相等，则点P 的 坐 标 为 .

3 . 已知向量。的模为2,它与］轴、y 轴、n 轴的夹角分别为9 , 2 怖，则。= .

4 . 若向量。= ｛入，- 3,2｝与 》= ｛1,2,一入｝垂直，贝 ! ! 入 = .

5 . 已知 |0|=3,|6|=5,|。+ 川 = 6,则|。一万| = .

6 . 若向量α,b ,c 两两的夹角都为? ，且 ∣α∣= 4 ,∣l H = 2 ,∣c ∣= 6 2 ! l∣Q +  b + c ∣
0

8. O x y 平面上的曲线, = e' '绕 ］轴旋转所生成旋转面的方程为_______ .

lz = 0
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9 . 柱面y =  2 1 的母线与 轴平行，其 准 线 为 .

10 . 曲面y = ， + / 是 θ y z 平面上的曲线 绕 轴旋转所生成的旋转面.

二、单项选择题

1 . 已 知 向 量 芯 ={4,一4,7}的终点为@(2, — 1,7),则起点「的坐标为 ( )

(A) (-2,3,0)； (B) (2,-3,0)； (C) (4,-5,14)； (D) (-4,5,14).

2 . 设向量。与 b 平行但方向相反，且∣Q∣>∣b∣>0,则下列式子中正确的是 ( )

(A) ∣α+b IV IG | — |b | ； (B) ∣α+b | >  |α | 一 |b | ；

(C) ∖ a+b I =  ∣α I +  ∣b I； (D) ∖ a+b ∖ =  ∖ a∖ -∖ b∖ .

3 . 已知向量a =  {l,l,l},则垂直于向量。及轴的单位向量 b =  ( )

(A ) 与 {1, 1  1,1} ； (B) { — 1,1,0} (C) -y-{l>0, — 1} ； (D )与 {l,0,l}.

4 . 通过点M ( - 5 , 2 , - l )且平行于O及平面的平面方程为 ( )

(A) x +  5 =  0； (B) y —2 =  0； (C) z +  l =  0； (D) χ -1 =  0.

5 . 设一条空间直线的方程为高=牛=9 , 则此直线经过的点是 ( )
U JL 乙

(A) (0,0,0)； (B) (0,1,0)； (C) (0,0,1)； (D) (2,1,2).

6 . 设一个球面方程为， +  (3 , -1 )2  +  (N +  2 )2 = 2 ,则下列点中在该球面内部的是( )

(A) (1,2,3)； (B) (0,1,-D; (C) (0,1,1)； (D) (1,1,1).

7 . 下列曲面中经过原点的是 ( )

(A) 1 = y +炉 + 2 ； (B) / + ? 2 + , 2  = ］；

(C) z = y 2 -hτy2 ; (D) z =  (x +  1)2 Λ~y2,

8 .曲 面 z = 6 + / 的图形关于 ( )

(A) O y z 平面对称；(B) O x y 平面对称； (C) Ozτ平面对称； (D )原点对称.

9 . 在空间直角坐标系下，方程3z+5y =  0 的图形是 ‘ ( )

( A )经过原点的直线； (B )垂直于之轴的直线；

(C )垂直于z 轴的平面； ( D )经过n 轴的平面.

10 . 在空间直角坐标系下并轴的对称式方程为 ( )

(A) 口  =  2  =  ±
( A ) o  o 1

y = z -  3

三、综合题

1 . 证明：以三点人(4,1,9),8(10, — 1,6),。(2,4,3)为顶点的三角形是等腰直角三

角形.

2 . 在 O y z 平面上求与三点A(3,l,2),B(4,-2, — 2),C(0,5,l)等距离的点的坐标.

3 . 设一个边长为a 的正方体底面放置在O z y 平面上，其底面的中心在原点，底面的一个

顶点在x 轴上.在空间直角坐标系中画出该正方体，求出其各顶点的坐标.

4 . 设有三个力层={1,2,3},玛 = { - 2 ,3,-4}#3 =  {3,-4,5},求其合力F 的模与方

向余弦.
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5 . 证明下列结论：

( 1 )对于任何向量α 与P ，恒有 I。• / ≤  H I I川 ，当且仅当它们平行时等号成立.(提示：

利用数量积的定义.)

( 2 ) 对于任何实数α 1 ,α 2 ,α 3 ，/ 也 应 ，恒有∖a 1b 1 + a 2b2 +  a 3b3 ∣ ≤  Ja∖ +  a ； +  a ；・ ^Jb∖ ÷  b∖ ÷  b∖ ;

并指出等号成立的条件.(提示：利用上题的结论.)

6 . 设 ∣a + b  I =  ∣a - b  I , 向量 a =  {3, - 5 ,8 }量={ —l , l , z } ,求 z.

7 . 设 la I =√3 , ∣b ∣= l , 向量a 与b 的 夹 角 为 三 ,求 向 量 与 a —b 的夹角.
6

8 . 证明：两个方程组F [ " ' ' 'N’ =0'与 『 2) ' ) ' ?  =  ° '表示同一条曲线的充要条件
G  ( l , y  ,z ) = 0  {G2 ( T  9y  9Z ) =  0

为它们是同解方程组.

9 . 求与三点A ( 3 ,7 ,—4 ) ,B (  — 5 ,7 ,—4 ) ( (  — 5 ,1 ,—4 )的距离都相等的点的轨迹.

10 . 将空间曲线方程E ：+ / + d  =  64，化为参数方程.∖y + z  = O
[2x2 +  / +  之2 =  ]6,n . 求以曲线C ： 2 :  2 为准线，母线分别平行于力轴和了轴的柱面方程.∖x 2 - y 2 + z 2 = 0

12 . 求点A ( 2 ,3 ,D 在 直 线 彳 =亨 =等 上 的 投 影 点 的 坐 标 .
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多元函数的微分学

一元函数的微分学讨论因变量与一个自变量的关系，它研究的

是因变量受到一个自变量因素的影响问题.但是，在实际问题中，因

变量往往受到多个自变量因素的影响.因此，有必要研究多元函数

的微分学.本章主要研究二元函数的微分学，它是一元函数的微分

学的推广，其申很多结论对于三元及三元以上的函数都成立.

§ 1 多元函数的基本概念

先看下列多元函数的例子：

1）长方形的面积A 与它的长R 和宽y 有关系A = » . 我们称面积A

是长Ι与宽y 的二元函数；

2）在市场上购买某种商品所花的费用F 与该商品的单位价格p 和购

买量 q 有关系F  =  pq.我们称费用F 是单位价格p 与购买量q 的二元函数;

3）将一笔本金R 存入银行,所获得的利息L 与本金R 、年利率厂及存

款年限方有关系L = R （1 + 厂V —R （按复利计算）.我们称利息 L 是本金

R 、年利率〃及存款年限上的三元函数.

通过这三个例子可以看到，实际问题中的一些量受到多个变量因素的影

响.由此就产生了多元函数的概念.本节主要介绍二元函数及其有关概念.

1 . 1 平面点集

平面中某些点所构成的集合称为平面点集（简称点集）.在建立平面直

角坐标系后,平面上的每个点都可以用它的坐标来表示.因此，点集也可以

用点的坐标来表示.

例如，点集 D = ｛（z,y）∣ G T 7 ' <α ｝表示到原点的距离小于1 的点构

成的集合［图 2-l（a）］.有时为了方便，经常将这个点集简记为D ： √√+√

(a)
图 2-1

(b)
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§ 1 多元函数的基本概念

V I ,或直接写为 衣 针 V L 又如，点集D = { G c ,y )∣] > O } 表示横坐标大于零的点构成的

集合,简记为D ： z > 0 [ 图 2 -l(b )] .
我们经常用二元不等式、不等式组或二元方程来表示平面点集.平面上所有点构成的集合

记为 R2 ，或一8 < z  V  +  8 , - 8 < y V  +  8 .

给定点2 0 (1 。，？0) ,点集{(0 3 0 |，(力一力。)2 + 。一多)2< 8}  ( 8 > 0 为常数)称为点P 0

的 3 邻域(简称邻域)，记作U N P 。)，它表示与点P o 的距离小于》的点构成的集合[图2-2
( a ) ] ,有时将它简记为U (P 0 ) .称点集α ( P ° ) ∖{P°}为点 P o 的)去心邻域，记作 “ (P 。)，或

简记作6 ( P 。)，它表示从邻域5 ( P ° ) 中去掉点P o 后的集合[图2-2(b)].

(a) (b)
图 2-2

在平面上由一条或几条曲线围成并且连成一片的点集称为区域，这些曲线称为该区域的

边界，边界上的每个点称为该区域的边界点.如果区域含有它的所有边界，则称该区域是闭区

域；如果区域不含它的任何边界点，则称该区域为开区域.

如果平面点集D 包含在以原点为圆心的某个圆中，则称点集D 是有界的；否贝!J,称点集

D 是无界的.点集的有界性表示了点集分布的“延伸性”.从直观上看，当点集分布在平面的有

限范围内时，则它是有界的；当点集的分布延伸到无限远处时，则它是无界的.

例如，区 域 区 b ∣< l , < ∣V 2 和 ∣%∣≤ 1 , 3 ≤ 2 ∙
D 1 也可表示为一1 < 力V I , -  2 < y < 2 ,它的图形见图2-3( a ) ,其边界分别为直线x =  l,

i  =  - 1 , 9 = 2 0  =  —2 上的线段，并且边界上的点都不属于D ] ,从而 D 1 是开区域.显然，D]
是有界的.

D 2 也可表示为一 1 ≤ O ≤ 1 , - 2 ≤ 3Z≤ 2 ,它的图形见图2 -3 (b ) ,其边界与D 1 相同，并且边

界上的点都属于。2 ,从 而 是 闭 区 域 .显 然 ，。2 也是有界的.

图 2-3

区域的边界是区域的重要特征.若要画出一个区域,应先画出它的边界.在确定区域的边界

时，通常将区域表达式中的不等号改为等号.例如，对于区域G1：y - z > 0 ,  G2 ： 丁一 0 > 0 ,将表

达式中的不等号改为等号，则它们的边界都为y 一刀=0 .这条边界将整个平面分为两部分，那么
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不等式所表示的是哪一部分呢？我们可以在其中一部分上取某个点(不在边界上)，如果它的坐

标如果满足不等式,则这个点所在的部分就是不等式所表示的部分;如果不满足不等式,则另一

部分就是不等式所表示的部分.此例中我们取点( 0 ,1 ) ,它满足G 1和 G 2中的不等式，从而G］和

G2 表示的部分分别如图2-4(a)与图 2-4(b)所示.因边界3∕ - χ  =  0 上的点都不属于G1，故 G1 是

开区域，且它显然无界；因边界v - ι = o 上的点都属于G2，故 G2 是闭区域，且它显然无界.

上述关于平面点集的概念可以推广到空间R" =  {(小 ，卬 ，…，z Q l z ∈R,z∙ =  l , 2 j ∙ ∙ , τ O
5 > 3 ) 中的点集上.

1 . 2 二元函数

定义1 设 z , y , z 是三个变量.如果变量z , y 在一定范围内变化时，对于变量z , ∕ 的每

一组取值，变量n 按照某个法则f 总有唯一确定的值与变量％,)的值对应，则称变量之是变

量 ι , y 的二元函数(简称函数)，记为 z = ∕ ( z , y ) 或 z =  z ( z ~ ) , 并称以/为自变量，称 z 为

因变量.

为了简便,我们也用符号八"0 )田(巧？)，之(7 0 )等来表示变量2 0 的二元函数，有时

还用对应法则f , g等来表示二元函数.

与一元函数类似，我们将二元函数z =  f ( z , y ) 的自变量x , y 的变化范围称为该函数的

定义域，记为。广对于自变量％,y 的某组固定的取值ι = % ° ,y = y o ,如果按照对应法则/得

到的因变量 z 的值是 N o,则记之为 No = f  (%o,jyo),Zo = Z  (% o,yo),Z o = ∕ ( I , ' ) ∣ … 0，
> β >0

z Q =f(.x ,y)∖ )或 No = z ( z  , ? )| ),其中 No 称为二元函数 N =  /(巧 ))在点(1 0，?0)处
I 《才0 ∙> 0 > । ι ∙ r o t > o 2

的函数值.二元函数N = ∕( Z  , » )的所有函数值构成的集合称为该函数的值域，记为R f .

通常我们把变化的％, y 记为(χ , y ) , 将它看作平面上的点P ( z , y ) , 则二元函数 z =
了包可)的定义域D / 就可以看作平面上的点集，点 P 在点集D , 内变化.因此，二元函数2 =
f  (巧？)就是平面点集D f 到实数集的映射(图2-5).
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二元函数的定义域及其对应法则f 是确定一个二元函数的两个基本要素.但是，对于一

些常用的函数，有时并不给出定义域，其定义域被默认为使得二元函数N = " z ~ ) 有意义的

点(N,、)构成的集合.

一元函数了 =/殳)的几何图形通常是平面上的曲线.与之类似，二元函数N = " Z 0 ) 的
几何图形通常是空间中的曲面：将点G r ,y )和它所对应的之值放在一起可以构成空间中的点

M ( z , y , z ) ,当点( z , y ) 在 D / 上变化时，点 M 在空间中变化的轨迹通常是空间中的一个曲面

工于是，点 M 的坐标可以写成( 1 , y " G c , y ) ) .这时，曲面E 在 平 面 上 的 投 影 就 是 二 元

函 数 z =  f ( z 0 ) 的定义域D ∕( 图 2-6).

例 1 求函数z =  " z , y ) =  Λ - χ 2 ~ y 2 的定义域并画出该函数的图形.

解 若要该函数有意义，应使得根号里的式子满足

1 — JC2 — j^2 ≥  0 , 即 x 2 +  y 2 1.

这就是该函数的定义域D f.
在所给的函数表达式两端取平方，得

z 2 =  1 -  x 2 -  y 2 即 x 2 +  y 2 +  z 2 =  1.

此方程表示的图形是球心在原点，半径为 1 的球面.因N > 0 ,故该函数的图形应是上半球面

(图 2-7).
二元函数与一元函数有着非常密切的关系.设二元函数％ = f ( z , y ) , 点 P o ( x o ^ o ) ∈

D f . 当固定y。，让 ]变 化 时 ，N = ∕ ( z , y 0 ) 就是关于 1 的一元函数，记为 F ( x ) .  一元函数

F G c ) = f  G c ,y °)的定义域为直线y = y 。上的线段

LyQ = { ( z , ) o )∣∙ r∈[ α , b 1 } [图 2-8 (a)],

其中L y °在 1 轴上的投影为闭区间[a , 6 ] .同理，当固定](),让？变化时，2 = / ( 斗 0 )是关于

)的一元函数,记之为G ( y ) .一元函数G ( y ) = " z 0 , y ) 的定义域为直线z = z 。上的线段

L xθ = { ( 2 o ,y )∣y G [ c , d ] } [图 2-8 (b )],

其中 L X Q 在 ？轴上的投影为闭区间[ c 显然

F ( x 0 ) = G ( ty0 ) = f ( x o
二元函数的某些性质可以通过这样的两个一元函数来讨论.
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例如,设函数 z =  f ( x , y ) = χ - ］- y 2 — s in τ ) ,取点 P o (1 ) 2 ) .固定 丁 =  2 ,则 z = z  +  4 -s in 2 z
===F (% )；固定 z  =  l , 则 z =  l +  y2 - s in j ∕ =^=  G ( j ∕) .于是 F ( 1 ) = G ( 2 ) = ∕( 1 ,2 )  =  5 —sin2.

设函数/(巧 ))在点集 D 上有定义.如果存在M > 0 ,使得对于任何(ι , 30  ∈。，都有

" ( " , y ) ∣≤ M 成立，则称 ∕ ( z , 3O是 D 上的有界函数;否则，称为无界函数.

例如，函 数 /殳 9 )= - ^ 工 工 ^在 定 义 域 R 2上是有界的，因为此时 _ _ 1____  ≤ 1 ∙
z  + )  + 1 τ 2 + y 2 +  l

而函数g ( ι 0 )  =  - 7 ⅛ 下在其定义域* ∖{ (0 ,0 )}上是无界的.
X -↑-y

三元及三元以上函数的定义与二元函数的定义类似，如 " = ∕ ( l , y , z ) = ∕ + ∕ + z 2 是

变量 z , y , z 的三元函数,其定义域是整个空间R、二元及二元以上的函数统称为多元函数.

1 . 3 多元函数的构造

很多复杂的多元函数往往是由几个简单的函数经过加减乘除四则运算或复合而得到的，

还有些函数是由多元方程所确定的隐函数，这就是多元函数的构造问题.

一、多元函数的四则运算

我们只以二元函数为例.给定函数 ∕ ( z , y ) 及 g ( % ,y ) ,且 D ∕f W g ≠ 0 ,则可用四则运算

构造新的函数：

1 ) 函数的加法：F ( z , ? ) = / ( “ ，y ) + g ( z , y ) ,  D p = D f ∏ D g ι
2 ) 函数的减法：F ( z , y ) = ∕G , y ) - g ( z , y ) ,  D p ≈ D f ∏ D g ;
3 ) 函数的乘法：F ( x ,3 z ) = ∕( x ,3 ∕) g ( x ,3 z ) ,  D F =DZ∩D^
4 ) 函数的除法：F ( z , 3O = 华 工 ，D F = D ∕n D g ∖{ ( z ,y ) l g ( z ,y )  =  O}.

g ( 1  9y )
例 2 求下列函数的定义域：

A/4 X
1) F (巧 y ) =  ln(y —1 )  —ln r ; 2) F ( z  , y ) =  0 ——  —一

√ χ 2 ÷ ^ 2 ~ l
解 1) F ( z  , y )是按照加法的方式构造的.令 ∕ ( z , y )  =  ln(y  —1 ) ,则 D f i  y —% > 0］图

2 -9 (a )L令 g ( z , y )  =  ln x ,则 心 ：力>0［图2-9(b)］. D ∕与D g 的交集即为F ( z  , ? ) 的定义域,

即 D f ∏ D g = D p ： y - l > 0 且 z > 0 ［图 2 - 9 ( c ) l可见,DF是开区域，且无界.
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图 2-10

2) F ( z , 3 ∕ ) 是按照除法的方式构造的，应有

D F ： 4 — x 2 — jz2 ≥ 0 . S . J72 + J ∕ 2 ~ 1 > 0 ,

即 D F ： l V i + y 2 ≤ 4 ( 图 2一IO ). 可见，Q F 既不是开区域，也不

是闭区域，且有界.

二、多元函数的复合函数

多元函数的复合函数比一元函数的复合函数复杂得多.

若函数“= / « ) , u =  g (巧” ，则复合后构成的新函数为

u -F{ x , y )  =  f ( g ( t , y ) ) ,
它是二元函数.这时，称 V 为中间变量，称 F ( z , y ) 为复合函数.

如函数u=f(v) =  eυ 9v =  g(τ 9y ) =τ + y，则复合函数为

u = ∕ ( g ( x ，夕) ) = ex + y.

若函数w =  ∕ ( u  ,p) ,u =  (∣)(x ,y , N) ,u =  g (z  ,y  ,之)，则复合后构成的新函数为

w = F ( j 3 ,3 ∕, z ) = ∕( ¢ ( j r , j z , z ) ,φ ( x ,3 ∕, z ) ) ,
它是三元函数.这时，中间变量是u 和次例如，设函数卬=  f ( " , v ) = Ι υ — 〃，" = " ( z , j ∕ , z )  =
xyz ,v =  φ (x  9y , z ) = x + y  +  z ，则复合函数为

的 = f(ψ(χ，y ，N )，中(工，y ,z)) =  ι +  y +  z -  xyz.
若函数z= f ( u  , s τ υ )  ,八=中(1) ,w = 入G ) ,则复合函数为

n =  F ⑺ = f(ψ(t)呼 G) C(t)),

它是一元函数，中间变量分别是“ ，u ,w .例如，设函数z =  f(u,v 9w) =  (u +  v)w ,u-ψ(t)=z

sinZ ,p =  (p(t) =  cost ,w = λ ( i )  =  ̂ 2 ，则复合函数为

2 = / (3 。)，9 (力，入“)) =  (sinr +  cost)」.

此外，还有一种复合函数，它只对部分中间变量进行复合，比如对于函数Z = f (2 ,〃),
u =  gCx  , y ) ,复合函数为

n = F ( z  ,y ) =  f  (z  ,g ( z  ,)))・
例如，设函数之="巧〃 )=2 ，〃= 8 (2 ,3 0 = Z  +  5由力则复合函数为

z = f  ( x , g ( ι , y ) ) = —三 一 ,
x  +  smy

例 3 已知函数 ∕ ( n y )  =  - 7 ‰ , 求 / ( 1 ,三).
x 十 y ∖ y f
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解 因 " … ) = 岳 , 取 L 】，L ? 则有

注 如果我们熟悉了复合函数的演算，可直接将表达式 ∕ ( z o ) 中的Z 换 为 1 ,将 V 换

例 4 设 f  ( z + y  ,工- y ) = χ 2  —J  ,求函数于(］，y ) .

解 令 " = ∙ r + y  , v = z - y  ,解此方程组得

u +  V U -  V
—  n = F ∙

代入 f  (% + y  , z - / ) 的表达式，得

— ( 空 ) - ( 宁 ) i

于是 ∕ ( x  ^ y ) = χ y .

注 本例的特点是：已知函数复合之后的表达式，求函数复合之前的表达式,这里所用的

解法具有一般性,还有更简单的解法：因

∕ ( x  +  y  9x  — y )  = x 2 — y 2 = ( 1 — y ) ( ∙ z + jy ) ,

故 ∕ ( u  , v )  = UT; , BP f ( x 9y ) - x y .

设有若干个自变量，由它们各自的一元基本初等函数出发，经过有限次加减乘除四则运算

及有限次复合得到的可用一个式子表示的函数称为多元初等函数(简称初等函数).初等函数

是多元微积分中经常用到的函数.例如，集 = …工+… 一短皿产十 后三等都是初等函数.
τ  ~ry

初等函数的定义域往往被默认为使得初等函数有意义的点构成的集合，它经常被省略.

三、隐函数

给定二元方程F ( z , y ) = O ,如果该方程有解，则可以确定一个一元函数y = y ( z ) .确定的

方法是：给定力的一个值，根据这个方程唯一确定y 的一个值，使得数组z , y 成为方程F ( Z , 3 ∕ )

= 0 的解(如果有解的话).按照这样的法则让y 对应于巧就得到人为z 的函数y = y G c ) ,称

之为由方程F ( x , ^ ) = 0 所确定的隐函数.

例如，从方程。- 2y = 0 中解出了 =今,它就是由该方程确定的隐函数.
U

显然，若 y = y ( * ) 是由方程F ( n y )  =  0 所确定的隐函数，则复合函数F ( z , y ( z ) ) 三0.

相对于隐函数,y  =  " ι ) 形式的函数称为显函数.当然，由方程F ( z , y )  =  O也可以确定］为y

的隐函数 l = % ( ) ).

显函数可以很容易化为隐函数.例如，对于显函数y = ∕ ( z ) , 它就是方程y - f ( z ) = O 所

确定的隐函数.反之，若将隐函数表示为显函数，有时很困难.从上面的例子可知，只需从方程

F ( z , y ) = O 中解出y = y ( z ) ,就可以使得隐函数变为显函数.但是，有些方程很难解出)或1

来，即使能解出来,其表达式也非常复杂.因此，有很多函数都通过方程用隐函数来表示.
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同理,对于有解的三元方程F G , y , z ) = O ,可以确定z 为7  的二元函数z =  z ( z ~ ) .

此时，复合函数F (巧力 z(z,y))≡ O.当然，由 F G r , y , % ) = O也可以确定隐函数z=ι (y,z)

及 y=jy(l,z).

1 . 4 多元函数的极限

在一元函数中已经有了极限的概念.尽管各种类型的极限不尽相同，但它们有共同的特

点：自变量的变化趋势引起了因变量的变化趋势.多元函数的极限也是如此.这里只讨论二元

函数的极限.

定义 2① 设函数∕(z,y)在 点 P o l i。，/。)的某个去心邻域l>(P°)内有定义.若当点

P G c , y )无限接近点P o 时，在点 P 处的函数值∕(ι,y)与某个实数A 也无限接近，则称 A 是

函数f ( z ~ ) 在点 P o 处的二重极限(简称极限)，记为

工
l
一
i
工
m
0
∕(x 9y) = A  或 

(x,y)
l
-
i
(
m
x
 ∕(x 9y) = A .
0,y0)

广为

注 二重极限表明了自变量力B 的变化趋势所引起的因变量之的变化趋势.需注意以下

几点：

1 )在定义2 中，要求函数f ( N , y )在点 P 。的某个去心邻域内有定义.这表明，在点 P 无

限接近点P 。的过程中，点 P 永远不等于点P 。；也表明，极限值 A 与函数∕Cr,y)在点 P 。处

是否有定义无关.

2 )对于二元初等函数的极限，我们有如下结论：

若 f ( n  ”是初等函数,尸。(力。0 。)6 ， ，则 l i m " z 0 ) = f ( z ° ~ o )  .这个性质与一元
k 与
yfy0

初等函数的极限类似，它就是后续内容中将提到的初等函数的连续性.在下面的讨论中，我们

将直接使用这个结论，如 limj7^ =  0 • 2 =  0, limy = 2 等.
χ**0 Λ-*O

3 )二重极限的性质/一元函数极限的总质类似，如极限的加减乘除四则运算公式，极限

的保号性等.在下面的讨论中，我们也将直接使用有关性质和公式.

例 S 求下列二重极限：

(1) limln(x÷3∕2 ) ； (2) lim 则在^ ∙.
X—2 x→0 X
y-1 y-* 2

解 ( 1 )由于ln(∕+y2)是初等函数，而(2,1)是其定义域中的点，因此在点(2,1)处的极

限值就等于在该点处的函数值，即

limln(x + /  ) =  1∏(2 +  12 ) =  1∏3.

1

( 2 )注意点(0,2)不是包包的定义域中的点,我们有
x

① 严 格 来 讲 ，二元函数的极限需用， -3”语言来定义：

设函数 / ( a y ) 在点P oQ o,y°)的某个去心邻域0 (P o )内有定义, A 是一个实数.如果对于任意给定的e > 0 ,总存在

» 0 , 使得点P。的去心邻域立 (P0)U讥 P。),且当点P ( z ,y ) e a ( P ())时,总有不等式|7 • G r a - A |V £ 成立，则称A 是

函数f G , y )在点Po 处的二重极限.
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⅛ 第二章多元函数的微分学

1. sin2ιy 1. sin2rcy n 1. sin2xjz 1. λl ιm -------- =  lιm - ------ ∙ 2jz =  lιm - ------- ∙ hm2y.
L O  x  x→o ∆xy  z →o ∆xy  x →o
y f  2 y f  2 y f  2 y - 2

令 2 x y - u，则当 z f  0 ,》, 2 时 0 , 从而

1. sm 2ιy 1. sιnu 1lιm - ----- =  h m ------=  1.
x-*o ∆xy M-*O u
k  2

而当y —2 时 , 2 j ∕ f 4 ,因此

Em 包 包 =  lim 叵 ∙lim 2y  =  l ∙ 4  =  4.
x -o  x  χ→o xy  x -o
y→2 y-*2 y-*-2

定理 1 函数八％,、)在点 P o ( % o , y 0 )处的二重极限存在的充要条件是，当点P G c , y ) 以

任何方式趋向于点P o 时，函数 f ( l , y ) 的极限都存在且相等,(证明略)

这个性质类似于一元函数中左、右极限与极限的关系.在一元函数的极限l i m ∕( z ) 中，自

变量沿/ 轴趋向于点2 。只有左、右两种方式，所 以 l i m " z ) 存在的充要条件是它的左、右极
x-*xo

限都存在且相等.但在二元函数的极限中，由于平面上的点P ( z , y ) 趋向于点P ° G o O o )的方

式有无穷多种，所以要求点P 以任何方式趋向于点P 。时的极限是同一个数值A . 如果点P

只以某些特殊方式趋向于点P 。,比如沿某几条路径趋向于点P o，即使这时极限值都是同一个

数值A ,我们也不能断定二元函数的极限存在.

由定理1 可知，对于二重极限 l im f  ( z ~ ) , 如果能够找到两

>^*>0

条不同的路径，使得沿这两条路径( z , ∕ ) f  (小，？。)时的极限不

同，贝!j l im f  ( z , y )一定不存在.

>- *>0

例 6 证明：二重极限 l i m - ⅛ 。 不存在.
二 产 + /

证 让 点 P (% , y ) 沿下列三条不同的路径趋向于原点

0 ( 0 ,0 ) (图 2-11)：
L x ∙ x 轴,此时点P 的坐标为(z , 0 ) ,当1 - 0 时 ,P ( z ,0 ) f O ( 0 ,0 ) .
L ,：) 轴.此时点P 的坐标为(0 , y ) .当 y f  0 时 , P ( 0 , y ) f  0 ( 0 ,0 ) .
L ：直线)=了.此时点P 的坐标为(“ , 1 ) .当 x →0 时 ,P (巧 (0 ,0 ).

在 L x 上，lim - 2∙ ≈∏m  三 金 = o ；在 L  ± , l im  2 = lim  * 吕 =0 .据此，我们
χy-→*o0  χ + y

，
 X→o X  + 0  χ→0 χ +  V y-*o 0 ÷V

y→0 ， ，

并不能断言 l i m * ½  =  0.
χy-→*o0  x ~τ,y

因为在L 上有 l i m F ‰  =  l im ~ ⅞ F r  =  A∙WO,所以 lim 年 」 不存在.
工二2 z 十y L 0 χ -↑-χ 6 工—o χ 十 y
y→0 J y→0 J

L 5 多元函数的连续性

定义3 设函数" z , y ) 在点PoG co,y°)的某个邻域内有定义.如果

l i m ∕( x , 3 ∕ ) = ∕ ( x 0 ,›o)>
>•*>0
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则称函数 ∕ （z , y ）在点P 。处连续；否则，称函数八巧））在点P o 处间断.

简言之，函数在某点处连续，就是函数在该点处的极限值等于在该点处的函数值.这与

一元函数连续的定义是一致的.按照这样的理解，我们可将连续的概念推广到二元以上的

函数.

若一个函数在区域D 的每个点处都连续，则称该函数在区域D 上是连续的（多元函数在

边界点的连续性可参考一元函数在区间端点的连续性给出）.如果二元函数z =  ∕ （z , y ）在区

域 。上连续，则它的图形给出的是一个无孔隙、无裂缝的曲面，称之为连续曲面.关于多元函

数的连续性，我们不加证明地给出下列结论：

1）由连续函数经加减乘除四则运算得到的函数仍是连续函数；

2）连续函数与连续函数的复合函数仍是连续函数；

3）初等函数在其有定义的区域内连续.

我们知道，如果一元函数在闭区间上连续，则它有一些特殊的性质.二元函数也有类似

的性质.

定理 2 （最值定理） 如果函数“ 在有界闭区域Q 上连续，则 函 数 在 D 上

一定有最大值和最小值.

由定理2 可知，有界闭区域上的连续函数一定有界.

定理 3 （介值定理） 设函数 ∕ （z , y ）在有界闭区域D 上连续，M 和 a 分别是函数

“ z , y ）在 D 上的最大值和最小值.对于任何实数c ,只要满足 τn ≤ c ≤ M ,则至少存在一点

（了,夕）∈D ，使得 f （x 9y ）=c.

习 题 2T

1 . 画出下列平面点集，并指出它们的边界，说明它们是开区域还是闭区域,是有界的还是

无界的：

（ 1） D  ： j r ≥ O , j ∕≥ O ,x + ^ ≥ l  ； （2） D ： ∣z ∣ +  ∣y ∣V L
2 . 求下列函数的定义域D ,并作出。的图形：

(1) z = √ z - √ y  ;

⑶ z = 守 ；

X -ry

3. 设函数“ z , y )  =  - ⅛
x 一y

4 . 已知函数 f(x  ,jz)=l∏ z ,
(1) ∕ ( i o + 无，，o + 4 )一∕ ( N

(3) ∕ ( 1 + A , 1 ) - / ( 1 , 1 ) .
5 . 求下列二重极限：

(1) l i m ⅛ ≡ ¾
L 0 χ - yy-*ι J

1. s in 2 ( ∙+ y 2 )
(3) lιm 2 2 ；

Ly→O0  x -rJy

(2) z =  ln(y — 2J7 ÷ 1 )；

√ ∑ + y
(4) z =  — = r .

Vjc-y

，求 〃 2 , 1 ) " ( 1 号).

，In ? ,求：

o ^ o )； (2) / ( 2 , 1 + ^ ) - / ( 2 , 1 )；

(2) lim arcsin √ x + j ∕ ；
χ**0

y - l ∕ 2

(4) lim 口 ⅛~4,
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6 . 求下列函数的表达式：

( 1 ) 圆锥体的体积V 是底半径厂与高九的函数.

( 2 ) 圆弧的长度，是圆的半径厂与圆心角中的函数.

(3 ) 在边长为y 的正方形铁板的四个角上都截去边长为z 的小正方形，然后将它折成一

个无盖的方盒子.求该方盒子的容积V 与 l  ~ 的函数关系.

7 . 给定曲线

z = z ( t )  9

C ： γy = y ( t ) ,  (α≤i ≤f e)

及曲面S ： F ( z , y , N)= 0 ,证明：曲线C 在曲面S 上的充要条件是

F ( z ( z ) ,y Q ) ,z ( z ) )  ≡  0 (α ≤ X ≤ 6 ) .

8 . 证明：函 数 在 点 (0 ,0 )处的二重极限不存在.
工 y

9 . 指出下列函数在何处间断：

(1) N 2 ̂ "̂i 2 ；X + /
⑵ N =  *

y  - χ

§ 2 偏导数与全微分

2 . 1 偏导数的概念

在研究一元函数的变化率问题时，我们引入了导数的概念.对于多元函数，我们也需要研

究它的变化率问题.由于多元函数的自变量不止一个，因变量与自变量的关系比较复杂，所以

当我们研究多元函数的变化率问题时，首先考虑的是因变量关于单个自变量的变化率问题.这

就引出了偏导数的概念.

定义 1 设函数2 = f ( z , y ) 在点(z o ,y ° )的某个邻域内有定义.固定y = 打 ，对一元函数

F C c ) = f ( z ,y o )的自变量1 在点X。处给出增量A c ,则有函数增量

ΔF = F ( x 0 ÷  Δ ^) — F ( x 0 ) = ∕ ( ^ o  +  △] , ? ()) 一 ∕ ( x 0 ，yo).
若极限

1. ΔF r  ∕ ( x 0 + ∆ x ,jz o ) — ∕ ( x o >^o) 八、hm - -  = l ιm ---------------- ；---------------------  (1)
Δτ→ 0 ∆ χ  Δr→ 0 ∆ J C

存在，则称此极限值为函数z = " z , y ) 在点(Ro，y。)处对z 的偏导数，记为

获  1;二;；' a f I , ，工(”。沙。3  右 ( z 。，？。)， n」；君 或 之 」 5 ~ 。)・

同样，函数z =  f ( z , y ) 在点( ζ 。,7。)处对 y 的偏导数定义为极限

1. ” " 0 ，九 +△》) - f ( l o B o )  ”、lιrπ " 9 (2)
Δy-*O

记为

或  1；二；：' a f  I , 八 (1 。~ 。3  N y (% o ,y o ) ,叼|；二；： 或 2 J ( χ 0 .y0)∙
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§ 2 偏导数与全微分

定义 1 中的增量 A F  =  f （l o + ∆ ∙ τ , y o ）- f  （% o，V o ）称为函数 N =  ∕ （N , ? ）在点（z °  , y ° ）

处关于 1 的偏增量，记 为 △丁.类似地，函数 z = f （∙ r , y ）关 于 y 的偏增量定义为△产=

∕ （1 o , y 0 + A y ）- f （% o，y o ）. 相应地，称 AN =  ∕ （% o +  Δ χ ,3 ⅛  +  A y ）- f （z o , j ⅛ ）为函数之=

” 在点（1 0 ,3 ⅛ ）处的全增量.

注 D 从对］的偏导数的定义中可知，九 （力。~ 。）就是固定y = y 。时，对一元函数F （z ）

= / （2 ，? 0 ）求在点了0 处的导数，即 F ' （Z θ ）= f r （1 0 ，? 0 ）. 同理，九 （力0 ，？0）就是固定R = N θ

时，对一元函数G （y ）= " z ° , y ）求 在 点 处 的 导 数 ，即 G ' （y ° ）= 九 （1 。，”）.

2 ）九 （小 ，3 。）仅仅表示函数 f （n y ）在点（了。，% ）处沿 1 轴正向的变化率;八（1 。，）。）也

仅仅表示函数 f  （工，y ）在点（z 。, y 。）处沿了轴正向的变化率.这两个方向上的变化率并不能反

映函数 ∕ C c , y ）在其他方向上的变化率,相关问题将放在后续内容方向导数中加以讨论.

3 ）在偏导数记号九（z 。，刈）和 九 （1 。，八）（有些教材记为了；（诙 0 。），/；（- 0 。））中，

下标N 和 V 仅仅是自变量位置的记号，因此一些教材中将这两个偏导数分别记为 ∕ 1 （x 0 0 。）

和 f  2（r 0  >3zo）•

如果函数z = ∕ G c , y ）在区域D 内每一点（2 ，））处对 z 的偏导数都存在，那么这些偏导数

就构成 3  的二元函数，称之为函数 z  =  f 3 y ）对 2 的偏导函数，记为 I i , M f c （z , ∕ ）,

或 巴.类似地，可以定义 N = f （巧 ？）在区域 D 内对 y 的偏导函数，记 为 重 ，算 ，
σ y  σ y

∕ y （x , > ）√ y  , ∕ 2 或 N y ・
在不至于混淆的情况下，偏导函数也简称为偏导数.偏导数的概念可以类似地推广到二元

以上的函数上.由偏导数的定义可知，若对某个自变量求偏导数，就是先将其余的自变量看作

常数,再对这个自变量所确定的一元函数求导数，此时可运用一元函数的求导法则.

例 1 求函数之="2 — 3］）+ / 在点（1 ,一2 ）处的两个偏导数.

解 对“求偏导数，把 y 看作常数，此时/ 也是常数,于是得

az‰= （x 2 ）̂  — （3 z y  ）； +  C y 3 ）χ = 2 N —  3 y  +  0 ≈ 2 x  — 3 y ，

空
蚤 =  2 +  6 = 8 .

χ =  l
y =  - 2

对 y 求偏导数，把 χ 看作常数，此时 χ 2 也是常数,于是得

纂= ( x 2 )y — (3zy )； + ( y 3 )y  =  0 — 3x +  3 y 2 =  — 3x ÷  3 y 2 ,

副…=-3 +  1 2 = 9 .
J  I y=≡ - 2

例 2 求函数〃 = / 1 + / + 之2 的偏导数.

解 此函数是复合函数，中 间 变 量 是 炉 +/+/.

先对力求偏导数O , Z 都看作常数，则

]
2 / # 2  +  72  + .2

∂ u

∂ x
( x 2 + √ + √ ) r

Λ  0  **z "

lt j x i  +  y 2 +  z 2 Λ∕ T 2 +  y 2 +  z 2, u
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同理，有

3« _  y  _  y  ∂u _  z  _  z
力 —√ √ + ∕ + z 2  -  J  次 ~  fJ χ 2 + y 2 j r z 2 ~  U .

― —  χ 2 +  y 2 ≠Q
例 3 设函数 ∕ ( X , ) ) = 卡 2 + ∕ '  J  '求 f ( " 7 ) 在原点(0 , 0 )处的两个偏

、0 , X 2 + /  = 0 ,

导数.

解 因 为

.(Δ JC +  .0一 ) •, . ..0...  — Q
∕ ( 0  +  Δ x ,0 )  - ∕ ( 0 , 0 )  _  ( Δ x + 0 ) 2 + 0 2 _八---------------； =  - = 0 ,

∆x ∆x
所以由偏导数的定义可知

九 (0 ,0 ) = limΔz-0
∕ ( 0  +  ∆ x , 0 ) - / ( 0 , 0 ) 二八

= V.
∆x

同理，有 九 （0 ,0 ）= 0 ∙
注 在本例中 , z 2 + y 2 ≠ o 意味着1 , y 不同时为零;/ + / = 0 意味着z , y 都为零，表示

原点（0 ,0 ） .当 i + ∕ f θ 时" （1 , y ）的表达式为年《 ，它是初等函数，这个表达式在原点

（0 ,0 ）处没有意义,但函数 ∕ （z , y ）在原点（0 ,0 ）处的值是单独定义的.所以，函数/（巧 ））在其

整个定义域上已经不是初等函数了，在原点（0 ,0 ）处不能用例 1 和例 2 中的方法直接求偏导

数，只能用偏导数的定义求偏导数.此外，在 § 1 的例 6 中，我们知道这个函数在原点（0 ,0 ）处

的二重极限 lim 年 。 不存在，从而在原点（0 ,0 ）处不连续.本例还说明了，尽管函数 f （z , y ）
x→0 X 十：yy-*0 ，

在原点（0 ,0 ）处的两个偏导数都存在（称为可导），但在此点处不连续.从中可以看到，一元函数中

“可导必连续”的性质在多元函数中不再成立，即在多元函数中可导不一定连续.这是因为偏导数

反映的仅仅是函数在坐标轴正向上的变化率，不能全面反映函数在其他方向上的变化率.

2 . 2 高阶偏导数

设函数N =  " * , ' ）在区域D 内有偏导数五=九（巧丁），狼 = 九 （4 y ）. 如果这两个偏

导数在。 内仍有偏导数，则称它们的偏导数为函数z =  " z , y ）的二阶偏导数.例如：

对空求关于 x 的偏导数，记为 j ⅛ ，即 f ⅛ = 兴 空 ），或记为 f x x （3 ），九 （3 ），- ；

o x  ∂ x  OX o x  ∖∂ x  f
对空求关于）的 偏 导 数 ,记 为 普 ，即 普 = ; ■停），或记为人,（3 ），九 （7 ），

∂ x  d x d y  d x d y  σ y  ∖∂ x ）

x y  f

对箓求关于”的 偏 导 数 '记 为 募 '即 嘉 = 5 即 ’或记为% （3 ）‘九1（3 ），

N y r  ；

对 求 关 于 ）的偏导数，记 为 票 即 奈 噌 怎 ），或记为了» （7 ）小 （2 ），2 » .
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分2 7 分2 ?
函数 z =  ∕ ( z , y ) 的二阶偏导数共有四个，其中将森和融称为 二 阶 混 合 偏 导 数 .

类似地，可以定义三阶偏导数、四阶偏导数……n 阶偏导数.二阶及二阶以上的偏导数统

称为高阶偏导数，而 空 ，空可称为一阶偏导数.
o x σy

例 4 求函数z = Z 3 —3 / y + J 的所有二阶偏导数.

兴 豹 = 袅 -  3JE2 + 3 3 ∕ 2 ) = - 6 JC,
σ yσ x o x  'dy / o x

∣⅛ = 兴 豹 号 ( - 3 1 + 3 / ) = 6  券
∂y σy ^σy / σy

可以看到，在例 4 中两个二阶混合偏导数相等.我们可以证明下述定理：

∂ 2
z  ∂ 2

z
定理 1 如果函数z = f ( z , y ) 的两个二阶混合偏导数τ~ r ∙ 及丁丁 在区域D 内连续，σxσy ∂ yσ x

则在该区域内这两个二阶混合偏导数必相等，即丁
∂ 2
丁z

 
 =  丁

θ 2
丁
z
.(证明略)

o xo y  σ yo x

这个定理说明，在二阶混合偏导数连续的条件下，关于 x  , y 的求偏导数次序可以交换.在

实际应用中，我们通常都默认二阶混合偏导数是相等的.

例 5 设函数N =  1Π4 阡 丁 ,证明：该 函 数 满 足 |孑 + = = 0.
o x  ∂y

证 由于 z =  ∙ ∣ l n ( z 2 + v 2 ) ,所以

同理，有 3z =  y
∂y x 2 Λ -y 2 *

再计算二阶偏导数：

∂ 2z _  θ / x  \ __ ( x 2 + j ∕ z ) _ x  ∙ 2x _  y 2 —x 2

∂ x 2 ∖χ 2 -∖- y 2 / ( 7 + / ) 2  ( χ 2 + j ∕ 2 ) 2 1
∂ 2z _  3 / y  \ _  ( x 2 Λ -y 2 ) - y  ∙ 2y _  x 2 -  y 2

∂ y 2 'x 2 ']~y2 f ( x 2 + jz 2 ) 2 (J:2 + ιy 2 ) 2 ,
于是

∂ 2z _  y 2 - x 2 x 2 - y 2 __
万  5 7 = " + ∕ ) 2  十 " + y 2 )2 = U ∙



94 ：承 箜 蓼 芝 (三 技 2023
J 第二章多元函数的微分学

2 . 3 全微分

对于一元函数y =  f ( z ) , 如果它在点z 处的增量△»可以表示为

∆y =  / ( x +  ∆ x ) —∕ ( x )  = A ∆x +  o ( ∆J7) , (3)
其中A 不随变量A z 的变化而变化，它仅与z 有关 ,o ( A c )是 △工的高阶无穷小量(醍-0 ) ,
则 称 函 数 在 点 z 处可微，称 d y = A A c 为函数 ∕ ( z ) 在 点 x 处的微分•此时有A =
∕ , U ) .与一元函数类似,二元函数也有可微的概念.

定义2 设函数z = f ( z , y ) 在点(ι , 3O 的某个邻域内有定义，其全增量为

△n = f (Z +  Λτ ,y  +  △? ) — f ( z  ,丁). (4)
如果全增量可以表示为

∆z =  A∆x +  B ∆ j∕ +  o (io ) , (5)

其中A , B 不随变量A r , 的变化而变化，它们仅与n y 有关，p =  √7X Q τ 干 国 产 ,o (p )是

p 的高阶无穷小量( p f θ ) ,则称函数z = f G c ,y )在点(z , y ) 处可微，并称A ∆ x + B ∆ 3∕ 为此函

数在点(re , y ) 处的全微分，记为 dz , 即 dz = A ∆ JΓ + B Δ J ∕.
注 p 表示点P (z  , y )与点 P'(∙z +  △% ,y  +  △y ) 的距离(图

2 -1 2 ).当 A r f  0 , Ay f  0 时，意味着 P '( N +  ΔJC , y  +  Δ> ) f
P ( z  , y ) ,则有 p f  0 .反之，若 p f  0 ,则也有 A χ f  0 .根
据 。(p )的意义，就有

一 丁一.。/ — 一=一 四 j
,二:√ (Δ ^ ) 2 +  (Δ 3 ∕ ) 2 p f。 p

由可微的定义，有 — d N = o (p ) ∙这说明，当点P 与尸'的

距离p 很小时，差 △=一也 比 p 小得多，此时 A z ~ d z .全微分

d z = A ∆ ^ + B Δ 3 ∕ 是变量 — ，△)的线性函数(一次函数)，它的

形式比较简单.这说明，函数N = ∕( z , y ) 的全增量可以用一个简单的线性函数来近似表示.

令 5 。= 3 ,则 o ( p ) = 3 ° .由 I一 °(P)= o 可 知 limα> =  0.于是，(5)式可以写为

p ρf  0 p p f  0

∆z =  A∆x +  BΔ3∕ +  ωp. (6)
显然，当函数z =  f ( l θ ) 在点( z , y )处可微时，它也在点( z , y ) 处连续∙
如果函数N = F ( z , y )在区域D 上的每一点处都可微，则称该函数在区域D 上可微.

定理2(可微的必要条件)如果函数2 =  " R , y ) 在点(z , y ) 处可微，则函数 ∕ ( z , 3O在点

( a , y ) 处的两个偏导数都存在，且(5 )式中的常数A , B 恰是函数/(%,))的两个偏导数，即

A = ∕ ∖r ( z , y ) ,  B = f y <<x ^ ) .  (7)
证 设函数 z = f ( z , y ) 在点(z , y ) 处可微，则在点(巧y ) 的某个邻域中(6 )式成立.令

△y =  0 ,此时 p =  Λ∕ ( Δ X )2 =  ∣∆x | ,则(6 )式变为

∕ ( z  +  ∆x ,y ) — / ( 1  , y ) = A Δ x  +  ω | ∆x | .
I Ay I

当 A c ≠ 0 时,上式两端除以A c ,而 liπw =  lim s =  0 且 彳 」=± 1 有界，则根据偏导数的定
∆Λ→o pf o 4  τ

义有



高等数学！工本）（2U23年版 j ； 9 5

§ 2 偏导数与全微分

f g y ） =  lim £0土竺 ⅞!  二工区9 = lim（A +  3 修 ）= A ,
Δ τ -O  ∆ X  Δx→ 0 \  /

其中用到 l im s学 ∙ =  O∙
Δr-O ∆X

同理可证 f y {χ 9y ）= B .
根据定理2 ,当函数N =  " L 0 ）在点（, y ）处可微时，d z = f c （ι ~ ）A c + f y （ι , y ）与 ∙

与一元函数一样，将 △工4  分别记为d % ,d ∕,分 别 称 为 关 于 自 变 量 的 微 分 .于 是 ，函数

z = f （z , y ）的全微分可记为

+ ^ - dj  ̂ 或 dz = / 2 （z  ,jy）d% +  f  ）（1 ,y ）dy. （8）

在一元函数中，可微与可导是等价的，即“可微必可导，可导必可微”.定理 2 表明，在多元

函数中，可微必可导,但是，对于多元函数，可导不一定可微.例如，例 3 中的函数

x 2 +  y 2

0,

x z +  y 2 ≠  0,

1 + ^ 2 = 0

在原点（0 ,0 ）处的两个偏导数都存在，但在原点（0 ,0 ）处不连续，从而在原点（0 ,0 ）处不可微.这

是因为，假如函数〃斗丁）在原点（0 ,0 ）处可微，则它必连续，从而矛盾.

定理 3 （可微的充分条件） 若函数z = f （z o ）的两个偏导数在点（z , y ）处连续，则函数

f  Cr , y ）在点（z , 3O 处可微.（证明略）

例 6 求函数 z =  f { τ  ,J ∕） =  一在点（1, —2）处当 A r= 0 . 02,Δ j∕ =  - 0. 0 1时的全增量与
y

全微分.

解 此 时 点 G c,jO为(1 ,一2 ) ,当 A c= 0 . 0 2 ,△» =  - ( ) . 0 1时，全增量为

△z  = / ( 1  +  0. 0 2 , - 2 - 0 . 0 1 ) - / ( 1 , - 2 )

= < L ± 2 ^ ^ ,  1 ¾ - 0 .017 6.
—2 — 0. 01 — Z

因为偏导数为九=红 ,九 =一［ ，所以全微分为

y y
2  T  T  2

dz = — ∆x — •
y y

在点(1 , - 2 ) 处，当 △%=(). 02,Δ 3 ∕ =  - 0 .0 1  时，有
9  V  1 1 2

d z = - - × 0 . 0 2 - - 7 ×  ( - 0 .0 1 )  = - 0 .0 1 7  5.
—2 22

从中可以看到A z * d z .

例 7 求函数z =  M 的全微分.

解 因为2 1 = 上
1 

/
三 
，叼 =一 3τ  

一
—
,所以

y y
] 王 χ  i  ]

dz = ­ ey d x ---- re ,  dy = —τe y （y d r  -  z d y ）.
y  y  y

全微分的概念及其有关结论都可推广到九（〃>3）元函数上.例如，对于可微的三元函数
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u = f ( x  9y  , z ) ,有

du =孚 也  + 乎 " + ∣̂-dz.
ox σy  oz

例 8 求函数〃 = 一  1……一 的全微分.

√ √ + √ + √

解 此时〃 = (1 + / + / )6 , 则

1 _2 γ
u x = — —( x 2 +  y 2 ÷ z 2 ) 2 . 2x = ------------------------P

同理，有

y _  z
“ y ­  £ ， " N -  T

( x 2 +  3,2 -i~ z 2 ) τ  ( x 2 j r y 2 +  z 2 ) τ

于是

. x  1 y  , z 1du = ------------------------f  α jr-------------------------d y --------------------------az
(^c2 -∖~ y 2 +  jz：2 ) 7  (jc2 -∖- y 2 +  z 2 ) 7  ( J?2 -∖- y 2 +  z 2 ) 7

z  dz +  y dy +  之 dz
" + ∕ + z 2 ∕  ∙

习 题  2-2

在点(0 ,0 )处连续，但两个偏导数都不存在.

(2)

(4)

(6)

(8)

z =  2  -  77= +  ln5
y 方

Z = X-- -+---)- .
x  - y

z =  s in (x j ∕) +  cos2 ( Q Y  ) ;

U = J C  κ

1 . 证明：函数 N =  √ ^ 7■石

2 . 求下列函数的偏导数：

(1) z = x 3y - x y 3 ;

(3) z = z e - ；

y
(5) z =  arctan ——；x

(7) u =  sin (x 2 +  j ∕2 + z 2 ) ；
3 . 设函数 f  (% , y ) = z + ) — ∕ i + y 2 ，求 九 (s ,。.

4 . 设函数 “ z , y )  =  ( l + 母 》，求 九 (1 ,1 )∙
5 . 求下列函数的所有二阶偏导数：

力
(1) z = x 3 ~∖~y3 —2 x 2y 2 ； (2) z =  a rc tan一；

y
(3) z = x y ; (4) z - ^ y c o s ( x - y ) .
6 . 设函数 ∕ ( x , > , z )  = x y 2 + y ∕  + z ∕  , 求 ∕ x i ( 0 , 0 , l ) , ∕ x x ( l , 0 , 2 ) , ∕ y x ( 0 , - 1 ,0 ) ,

(2 ,0 ,1).

7 . 设函数 f  (n  ,y  ) =  ln (6 + 仃 ) ,证明：1 算 + y 算 = ] .
ox σy L
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玲2 分2 n
8 . 设函数〃 =  ∕ i + ∕ + z 2 ，证明:此函数满足 6  +  K  +  K  =  - ∙

dr σy σz u

9 . 求下列函数的全微分：

(1) z -xy-∖ ~~-^ (2) N =  l n ( l + ∕ + / ) ;
y

(3) 2 = 旷 ； (4) 〃= —

1 0 .求函数2 = 上在点(2 ,1 )处当Ar =  0. l,A y  =  - 0 .  2 时的全增量与全微分.
x

§ 3 复合函数与隐函数的导数和偏导数

3 . 1 复合函数的导数和偏导数

对于可导的一元函数)=/(〃 )和〃 =  ),它们的复合函数了=/(9 (2 ))也可导，且

-d-y-  z= --d-y-   • -d-u- .
dx dw dx

我们在§ 1 中已经讨论过，多元函数的复合情况要比一元函数的复合情况复杂得多.因

此，有关的偏导数问题也难以用同一个公式来表达.这里只就几种特殊的复合情况进行讨论,

从中归纳出复合函数求导的链式法则.

定 理 1 如果函数" =  g ( ι ) 及 U =  Q (N ) 都在点 x 处可微，函数之=/(〃，曾)在对应点

(〃，.)处也可微，则复合函数N = " w ( z ) ,  “(了))在点力处可导，且有

dz _ d z  du 3z dv
石 = 5 T 石 + 需 •石 ∙ (1)

证 这时复合函数是关于X 的一元函数.在点X 处给自变量以增量△力，则中间变量

w(z ) 与 “ ( z )也有相应的增量

△〃 =  +  A r) — φ (jr) , ∆v = ψ {x  +  AJ?) — ^ ( X ) .

由此使得因变量z =  f ( " , G 有增量

∆z = ∕ ( u  +  ,τ; +  ∆,υ ) - - ∕ ( u , υ ) .
由于函数N =  ∕ ( " , U )在点( " m )处可微，根据§ 2 中的公式(6)有

△n =  A ∆u +  B Au +  卬 p ,

其中 A ,B 与 Xu , ∆ ,υ 无关 ,p =  √z(△〃)？ +  - 2 ，且当 p f  0 时 , 3 - 0 .
当 — r o 时，(2)式两端除以△①，则有

∆z λ ∆u . ∆υ , P
~ ~  =  A - ---- F B - ---- F ω ——.∆J7 Δ□7

由于函数" = w ( ° ) 及 v =  " ( z ) 在点］处可微，从而它们在点Z 处连续，因此当Z k c - o 时,

Δu→O,Δτy→O.于是，当ΔJC- * O 时 , p , 0 ,从而3 f  0 .再由中(工)及 “ ( 1 )的可微性知，当 ΔJS→ O

时，有

∆u du ∆v d,υ
一一 ■, — > >   ,   - >1  ,∆x dr ΔJS dr

从而《 = 士 府 「京 有 界 ,所 以 肥 产 . = o .故由⑶式得

(2)

(3)
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1. ∆z λ du . n  dvlιm - -  = A —— r B —・Zkr∙*O ∆χ dx ax

根据导数的定义可知，函数 z = f （φ （G , 叭G ）在低X 处可导，且

dz du 1 d  dυ
石 = A 五 +  B 石 ∙

又因为函数之=  /(〃，.)可微，根据 § 2 中的定理2 可知A =  F , B  =  P , 所以公式(1 )成立.

称(1 )式中复合函数的导数五为全导数.

例 1 对于复合函数2 = / , 其中〃=2 ,。=了，求全导数^1 .

解这时复合函数是关于 z 的一元函数.因为

θz v - 1 ∂z v du dv—  — vu ， — = u  ∖n u , -  =  1 9 —  =  1)
σu ∂v cue d r

所以由公式(1)得

¥  = v u v ~1 ∙ 1 +  u v ∖mι ∙ 1 —x  ∙ x x~λ +  τ x lnx = x x (1 +  laz  ).
d r

注 如果把中间变量〃 = Z ,U = 2 代入2 = / , 则复合函数为Z = Z " ∙再用一元函数的求

导方法可得同样的结果.

定理2 如果函数〃 =  w C r,3∕ ) 及 v =  3 ( z , y )在点(z , y ) 处都是可微的，函数 z = f ( u , G
在对应点(〃小)处也可微，则复合函数％=小？(巧3/)通(巧)))在点(力0 )处的两个偏导数都

存在，且有

∂z ∂z ∂u , ∂z ∂v ∂z ∂z ∂u . ∂z ∂v / /、--- Z=Z -' • "■ —4— ・一 • —■" 9 --- =  ->    -j-   • ' 一" ( 4 )
∂x 3u ∂x ∂v ∂x By 8u ∂y  ∂v ∂y *

事实上，此时中间变量〃与。的两个偏导数都存在.在求会时，把 V 看成常数，此时 u 和
OT

。都是2 的一元函数，所以可运用公式(1 ).这时，只需把公式(1 )中的导数符号改写为偏导数

符号,就可得到公式(4 )中的第一个公式.同理可得出公式( 4 )中的第二个公式.

注 公式 (4 )中符号
θ
在
<x 

，在
a? 

的意义分别是对复合之后的
a
自
? 
变
∂z
量巧3 求偏导数，而 守 ，守

ox  σy σu σv
的意义分别是对复合之前的中间变量〃通求偏导数.

例 2 对于复合函数N =  "21I W ,其中u ≈ x + y  ,U =  %—y ,求偏导数案，称.

a -  t-α  xr θz n 1 θz U2 ∂u ∂ U ∂ V 足 ”
解 因 为 - = 2u ln v »—  =  一，丁 =  1 ,不_ =  1 ,丁 =  1 ,丁_=  — 1 ,所以du σv v ∂x  ox oy oy

∂z ∂z ∂u . ∂z ∂v o 1 1 l u 2
— = — ∙ ~— F — ∙ —  =  Zu lnv ∙ 1 H----- ∙ 1
∂ x  ∂u ∂x ∂v ∂x  v

=  2(x  + y ) ln ( z  — j ∕)  +  红土

χ  -  y
∂z ∂z ∂u ∂z ∂v u 2
— = — ∙ -：— H — ∙ —  =  Lu lnτ∕ ∙ 1 H----- ∙ 1 - 1)
∂y ∂u ∂y ∂v ∂y v
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=  2 (z  +  j ∕)ln (js  -  y ) —(♦ 十犯
χ -y

注 如果将中间变量u = x + y  , v =χ - y代入 2 =  ∕ h w , 则有 z =  ( j7 + j ∕) 2 l n ( χ - ^ ) .对

它直接求偏导数可以得到同样的结果.

定理 3 如果函数〃 = w ( z ,y )在点(z , y ) 处可微，函数2 = / ( 〃)在对应点u 处也可微，则

复合函数2 = / 。(巧？))在点(巧3 )处的偏导数存在，且有

∂z dz ∂u ∂z dz ∂u /匚、— = — • —  , —  =  — • — . ( 5)
3x du 3x 3y du ∂y

事实上，此时 2 = ∕ ( " ) 是中间变量〃的一元函数，而我们也可以将它看作中间变量

的二元函数，只是当P 变化时函数值并不变化，即对于变量P 来说"(〃)是常数，于是IΞ = 0.
运用公式⑷，并将IΞ

改为手即可.
σu au

AN AN
例 3 对于复合函数L /  ,其 中 〃 =石 “ ，求 偏 导 数 获 行

解 因 真 =  e " ,等 =  3 d s in力 翌 =  ∕ c o s y ,故由公式(5 )可得
du ox oy

段 = 孚 ∙ f ^  =  eu ∙ 3j72 sinj∕ =  3j72 sinj∕ ∙ e * \” ,
ox αu σx

∂z dz ∂u u 3 3 χ 3 i^― =  ­  ∙ =  e ∙ x cosj^ =  x cosj∕ ∙ e L

注 如果将中间变量〃 = ] 3 s in y 代入z =  e " ,则有N =  由此直接求偏导数可以得到

同样的结果.

由以上三个定理给出的复合函数求偏导数(这里将导数也看作偏导数)的公式可以归纳出

它们的两个特点，称之为链式法则：

1) 所求的偏导数的个数是复合后自变量的个数；

2 ) 每个偏导数都是若干项的和，这些项是对各中间变量的偏导数乘以这个中间变量对该

自变量的偏导数，因此项数就是中间变量的个数.

根据链式法则，公式(1 ) ,(4 ) ,  (5 )都可以统一起来，只需注意当遇到一元函数的情况时，相

应的偏导数符号应改为导数符号.根据归纳出的链式法则，我们就能够写出其他多元复合函数

的偏导数.

例如，假设以下函数都可微，考虑复合函数的导数或偏导数：

1 ) 若函数N = f  (〃逸，皿)，而 〃 (2) , V =  D ( ,)  ,τυ =  τ υ " ) ,则复合函数

n =  f (u(t) ,p(t) ,tuυ(t))

的导数为

dz ∂z du ∂z dv ∂z dw=   •   -   •   -   • ----  •
d ∕-- Θu-- (⅛--- ∂v-- dt-- ∂w -- dt

2 ) 若函数之二” 八 5 的人而“二点巧?八守二八—“ . =如 殳 四 3 则复合函数

z =  f(u(x 9y) ,v(x 9y) 9wCx

(6)

的偏导数为
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+θE
ax

+= au‰  aw
a∑

・az-
av

au +・ 狼

az =

狼

(7)

3）若 函 数 w = f （u

的偏导数为

,已),而 〃 =  〃(z , y , z ) , u  =  v (R ,y ,N
训 =  f (w ( ∙r  ,y , z ) , τ ∕( ∙ r , v , z ) )

3W

次

au
ax

=

等aw =
¾Γ

σv
(8)

σw  θw
∂z ∂u

∂u 8w
∂z ∂v

例 4
偏导数.

解

w =  F （u

因为

设函数 3  =  F ( z , y , z ) , z  =  9 (z  , y )都可微

• -
3
-
v

∂z *
，求 复 合 函 数 皿 =尸 （了,?,夕（巧 ）））的

这个复合函数只对其中的一个中间变量 z 进行了复合，我们可以将它看作由函数

笠，N ）和中间变量 u = x  ,v = y  9z = φ （x  , y ）复合而成，复合之后的自变量只有两个.

Bu ∂u λ  ∂v  λ  ∂ V  R -
菸 = 1 ,戒 = ° 莅 =° '狼 = L 所以

au

办

aw-

办
θw  3w ∂u  3w ∂v Θw 3z 8w-- ：=：---• --- -4---  • -- - --  •--= ---
∂ JC ∂ U ∂ JC ∂ V  ∂ JC ∂ Z  ∂ JC ∂ U

1
r 1 ∂w c , 3w

+  a 7 ∙ 0  +  a 7
3z
3x

3w , 3w  ∂z
= 一一” -4- --  • --

∂u ∂ z  ∂x
θ
. 
w
一—

 
 =

∂
 ..

w
.

 
.. • 

∂u
‘一

 ' -. j--∂--w--  > ∂..v..  -. I-- ∂-z-υ--  • ∂—z 一  =  
σ
一―

w
"' 
 ∙ Q八 . —∂，一w一"  • 1]

 
 -I. - 3--w--  • ∂‘’ z・

By ∂u By ∂v ∂y ∂z ∂y ∂u ∂v ∂z ∂y
_  ∂w 3w  ∂z

∂v ∂ z  ∂ y '
或者记为

∂τυ  ∂F ∂F
∂ x  ∂x ∂z

∂z ∂w __ ∂F  ∂F ∂z
∂ x '  ∂y ∂y  ∂z ∂y * (9)

注 这 是 一 个 比 较 复 杂 的 复 合 函 数 ，但是如果掌握好链式法则，我们仍可以处理好求其偏

导数的问题.与此类似的复合函数在隐函数的偏导数中将有应用.此外，公式 （9）中 的 记 号 袈

ox
与 算 的 意 义 是 不 同 的 ，要表示对复合后的函数求关于自变量力的偏导数，而 票 表 示 对 函

∂x o x  σx
数 F （z  ,y  , z ）求关于第一个变量 x 的偏导数,即 F 1 （x o * ）.

例 5 设 『是可微的二元函数，求 / ）的全微分袅.

解 设 2 = / （〃，©）,〃 =工y ,u = ， 一J , 则

丁  = f uu x +  f vv x = y f u +  2 x f v ，OX
∂z
∂y = f uu y +  f vv y ==xfu -  2 y f v ,
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从而 dz = { y f u +  2 x f v )Λx +  (<xfu — 2 y ∕∖ ) d ) .
注 心 与 人 仍 然 是 复 合 函 数 ：九 =九 (玄 y，/ 一 / ) , 九 = ∕ , ( ∕ y

*例 6 设〃 = " % , 、)具有二阶连续偏导数，而 I =  ∕c o s九) =  6飞血,证明:

∂ 2u a ?” _  _2s / 3 ? u । 3 2u ∖
彳 十 苏

7 =e 1萨 十 潢 J・
证 因 为

注 意 到 算 仍 然 是 中 间 变 量 为  3  的复合函数，并 且 普 = 普

σx  σy σ xo y  ∂y∂x
，所以

3 2 tt a (8u s \ 1 θ  (∂u 4 . \^ ^ f c e c ° s z ) ⅛ ⅛ e s m ^
■ 」「 ，[ ： 、.・〕 「 ， - '  / '・ . . .  . : ，二 、 ，「 [ 一、」「 「 「 ，」 」 ',、二'：、一 」•….

=  ∙ e ' cost+ ^ -  ∙ es cos^) ÷ 舁 (段 ) ∙ es s i n ? ∙ - - ( e s sini)
©$ ∖σx f ox σs J [ps ∖3y f σy  σs

Γ ∕82M 3X  8 2U ∂ y  ∖ ∂u -1= U寿 ∙ 方 + 砺  ・ ^ - ) e  cosz +  - e  c o s ,

+ t  . θ Ξ + θ ⅛  ∙ ^ t s s i n r + - e^sinz
z  ∂s ^ a y

2 as r  s ι n f ⅛ e  s l n z

8 2U 2 2 ι c  — 2〃  2s . l- r e  c0s ¢ + 2  r ­ τ~e ςosr sιn∕4-
∂ x 2 θxθy

∂ 2 u
a?

⅛ ⅛ n ^ + ^ √ c o 3 ∕
θχ

一 寮 豹  飞 飞 沛 一 穿 ∙ ⅛ <e , sint)] + 样 篇  ・e E + >  ∙ ∣ (e i cosθ

Γ ∕θ 2tt 陵  ∂ 2u ^y∖  s . sL ∖a√ ・深  +  流 狼 • aΓ∕e sln^^‰e 8 ”
-、」二］小；至二釜二之.；匚 ¥ 二 ：F 「二汩:承⅛:二

≡
∂ x  . B2U By \ , ∂u .

∙ a7+ 5√ * aΓ∕ecos^ e smz

∂ 2U 2s . 2 c  θ 2 ^  2s . 1 θ 2 M  2 s  2

= ~~τe2 sm2 1 - 2  -  - ..e2 cosrsι∏r+τ~~re2 cos2^—ox  oxoy ∂y

+ 〔
∕ . c 守不.；• ：£：、，已期

∂∙U 3u ∂u 、
— e^cos∕ —⅛ -e ■ siτu.ox σy

将 这 两 个 关 于 的 二 阶 偏 导 数 相 加 ，可得

爸崎及⅜

3 . 2 隐函数的导数和偏导数

在 § 1 中，我们引入了隐函数的概念.这里我们讨论隐函数的导数和偏导数问题.
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定理4（隐函数的导数和偏导数）

1）设函数FGc, y）在点（了。，3。）的某个邻域内具有连续偏导数，且

F ,（zo,yo）≠0, F （NO ,y0） =0, （10）

则方程F （z , y）= 0 在点（1o,y0）的某个邻域内可唯一确定具有连续导数的隐函数y =  ∕（z ）,

使得Vo=∕（zo）,并有

¥  =  - 富. （11）

Ax F y

2）设函数F （z,y,z）在点（z o o 。* 。）的某个邻域内具有连续偏导数，且

F z （JC0 ，Vo，之。）≠ 0， F （"o，:yo，No）=  0, （12）

则方程F （z ,∕ , G = 0在点（Ro,?。，% ）的某个邻域内可唯一确定具有连续偏导数的隐函数

N=∕（Z ，/ ）,使得 Nθ=∕（lθ，»0），并有

证隐函数存在性的证明省略，只证公式（11）和（13）.

1）由隐函数的定义可知，复合函数F （z " （z ））三0.在这个等式两端对N 求导数，由链式

法则（参照例4）可 得 翌 •苧 = 。.将普解出，得到
ox σy ax ax

∂F
dy ∂x F x
石 = _ # 二 一 弓 ，

狼

即公式（11）成立.

2）由隐函数的定义可知，复合函数F （z , y " （z, y））三0,在这个等式两端分别对1 和y

求偏导数，由链式法则（参照例4）可得

从而公式（13）成立.

∂F , 8F 8z 八 ∂F  , ∂F  ∂z 八

∂ JC ∂z
• =0,

OX σ5—y σΛ ―z  * o丁y  =°∙

分别将 I Ξ 与空解出，得到
ox σy

∂F ∂F
∂z _ 3x F x ∂z _  ∂y _  F y

∂ JC ∂F
--  ■

F z ∂y ~  ∂F  ~  久 '

∂z ∂z

例 7 给定方程F + ∕ = R 2 （R > O ）, 求由此确定的隐函数 （0 ）的导数兽.
dx

解 令 F （z, y）=∕ +∕ 一R2,则 几 = 2 z , F , = 2 y .由公式（11）得

-d-y ：= --F--Λ- =X---X-
dx F y y'

例 8 给定方程e—» —2— 0,求由此确定的隐函数z = f （z , y）的偏导数穿窝

解 令 F( z , y , z ) = e - » - 2 z  +  e*4(j
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F x =一 ？屋”, F y = - χ e ~ 3  F z = - 2  +  ez .
由公式（13）得

∂z F x y e xy ∂z F y ^ x C xy

Hz F z ez — 2* 3y F z ez — 2,

注 1）对于隐函数存在的条件，在求隐函数的导数或偏导数时经常被默认是满足的，不

再加以讨论和强调.

2）在例 7 中，导数学应该是关于1 的一元函数，而这里得到的导数学= 一 人 却 是 二 元 V
dz d r y r

函数的形式,这里应该将变量？理解为z 的函数y = y （z ）,所以得到的导数实质上仍然涯关

于 7 的一元函数.根据隐函数的定义，此时 J /的取值与z 的取值有关, z 与的一对取值标满

足方程 ∕ + y 2 = R 2 .同样，例 8 中的偏导函数中含有变量之，此时 N 应理解为。7 的函数

N = 之（力，）），2 的取值与1 , y 的取值有关,x ,y ,% 的一组取值应满足方程e~xy - 2 z  +  ez = 0 .

*例 9

数 *

给定方程］2 + ∕ = R 2（R > O）,求由此确定的隐函数 v = y （R ）的二阶导

解 在例 7 中，我们已经求得一阶导数学= 一二,求二阶导数时应牢记y 是自变量
dx y

比的函数.

由商的导数公式得

(Lcz d r

再将一阶导数/  = 一二代人得

最后由 ∕ + ∕ = R 2得 盘 =__E
城  y

2 । 2
x -r y

2 i 2
y - _— X 十 y
y y

2 2 2
例 1 0 设 方 程 ?一 个 一 ? =  1 确定了 2 为z , y 的二元函数，求全微分d%∙

乙 J 4
解所给的方程两端乘以 12并移项，则该方程可变为

6J72 —4 /  — 3 d  —12 =  0.
令 F （x ,y 9z） =  βτ2 —4：y 2 - 3 Z 2 —12,则有偏导数

F jr =  12z, F y =  ~-8y, F z =  -^z,

由定理4 中的公式（13）有

3z _  _  F jc_  12J7 _  2x ∂z _  F ,  _  _ 8y _  4y
∂N F z — 6N z , ∂y F z —6z 3%'

再由全微分公式得
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∂z  ∂z 2x  4y
dz = ^ - dτ ~r— dj∕ =  — cLc — — d j ∕.

习 题 2-3

1 . 用链式法则求下列复合函数的导数或偏导数，并通过将中间变量代入复合函数后再对

自变量求导数或偏导数来验证所得的结果：

( 1 ) 设 z =  土 ,∙r =  e ' ,y  =  lm ；
y

(  2) ⅛  z = x z y - x y 2 9x  =z rcosθ, y  =  rsinθ ；

( 3 ) 设 z = ∕l m 7  ，u =  3y — 2z ；x

( 4 ) 设 n =e" = ∙ r siny∙

2 . 求下列复合函数的偏导数及全微分，其中 f 是可微函数：

(1) z —f  (x 2 —y 2 , exy ) ; (2) z — f(^χ-∖ ----- ,y d  ) ;  (3) z ~  f  (^xy +  — j .

3 . 设〃 =  f ( z , y " )  ,R = Z (S ,£) ,y  = . ( s  “ )，求复合函数的偏导数裂，穿.
os σt

4 . 设 之 =? + 9 (〃)，〃 =/一 》2 ,其中尸是可微函数,证明：

∂z ∂z
y 丁 + 1 — = x .ox oy

* 5 .设函数/具有二阶连续导数或偏导数,求下列函数的二阶偏导数:

(1) z =  y ( x 2 + j 2 ) j  (27 z = ≈ f(x + y  . x y ) ; ⑶  Z =  / (2N , 1 ) .

6 . 求由下列方程所确定隐函数的导数或偏导数：

( 1 ) 设 zy  — lny = α  ,求 案 ；

(2) 设 In / Y + y '  =  arctan ■，求 学;
x  ax

a? a?( 3 ) 设 “ + ' + z  =  e -  E +乙 求 翼 和 郎

(4) 设 z* = V ，求蚤■和£ ；

( 5 ) 设 z + 2 y  +  2 z - 2 √ ẑ 逅 = 0 ,求 J8z  和∂? z ；
ox σy

( 6 ) 设 / —4 ] + ∕ + ∕ = o , 求算和导.
∂y oz

7 . 求由下列方程所确定隐函数％ =  ∕ ( ι , y ) 的全微分：

(1) χ 2 + y 2 + z 2 = 2 z  ; (2) x cosj∕ +  y cosz÷ z cosx =  0.
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* o  >nf  z 八七第，a ? z  a 2 z
8 ∙ 设 e - R "  =  ° '求 寿 '斤 '萩 ？

9 .设 2sin(z +  2y — 3 z ) = z  +  2y — 3z ,证明：̂-÷^∣∙ =  1

§ 4 偏导数的应用

4 . 1 多元函数的极值与最值

一、多元函数的极值

在一元函数中，我们曾引入了极值的概念.这个概念同样也可以引入到多元函数中.

定义1 设 函 数 N = f ( x , 3O 在 区 域 D 上有定义，点

P o ( z o ~ o )的某个邻域U U D ( 图 2-13).

1 )如果对于U 中异于点P o 的任何点P  (了，？)，总有不等

式“不 ?) <八 l 0 ，了0)成立，则称“ 1 0，?0)为函数∕ (z,y)的

一个极大值，而称 P o 为极大值点；

2 ) 如果对于U 中异于点P 。的任何点P ( ι ~ ) ,总有不等

式/(了,” > “须 ，) 0)成立，则称/包 0，?0)为函数” 了，3；)的

一个极小值，而称 P o 为极小值点.

注极大值和极小值统称为极值，极大值点和极小值点统

称为极值点.以极大值为例，由定义1 可知"(z° ,y。)是函数 八 巧 ？)在 U 上的最大值，但它

不一定是D 上的最大值.故极大值是函数在局部范围内的最大值.显然，如果f( x 0 ) 在 D 上

的最大值在点P 。处取到，则它一定是极大值.同理，极小值是函数在局部范围内的最小值.如

果 ∕ G, y )在 D 上的最小值在点P 。处取到，则它也一定是极小值.总之，极值是可疑的最值,

极值是局部范围内的最值.这个概念对于一元函数以及多元函数都是一样的.此外，这里所要

求的极值点P o 应是函数定义域的内点，即 P o 不是定义域的边界点.

定理 1 (极值的必要条件) 设 函 数 z =  ∕ ( z , y )在点

P o ( % o ~ o )处的两个偏导数都存在，且此函数在该点处取得极

值，则

九 (20，》0 ) =  0, f / X 。9^0)=0.

证 不妨设z =  " z , y ) 在点 P 。处有极小值,由极小值的

定义知，在点 P 。的某个邻域 U 内，对于异于点 P 。的任何点

P ( z , y ) ,都有 " x o ) >∕ ( I° , y° )成立.在这个邻域中取点

P(nyo)≠ Po(z° ho)(图 2-14).令一元函数 F ( % ) = f ( n v° ),

则在邻域U 内恒有

F ( x )  =∕(J7 ,?o)>  ∕(x0 ,»0)=  F(Zo)

成立.这说明，一元函数F ( % )在点χ0 处取得极小值.由于f c (z°,y°)存在，所以 F ( z ) 在点

人 处可导,根据一元函数极值存在的必要条件，有
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F ' （%o）= O , 即 乙 （之0，丁0）= 。.

同理有 f y ( x 0 ,)o )= O ∙
使得八（z , y ）= 0 ,九 （巧 y ） =  0 的点称为函数f （z , y ）的驻点.

例 1 讨论函数 r （n y ） =  3 1 + 4 ∕ 的极值.

解 由 于 总 有 ∕ （z , j O > 0 , 并且只在点（0 , 0 ）处才有

“ 0 ,0 ）= 0 ,因此 f  （0 ,0 ） =  0 是最小值，从而是极小值.这个函数

的图形是第一章中讨论过的椭圆抛物面（图 2-15）. 从图形上也可

以看到，该函数只有极小值 / （0 , 0 ） = 0 .对该函数求偏导数得

九 （巧 ））=6% ,九 （z  , y ） =  8 y.令 f c （% , y ） =  0 , f ,  （z  , y ） =  0 , 解

方程组

∕X （JC ,›） =  6JC=0,

f y （X , y ） =  8y = 0 ,

得到唯一的驻点（0 ,0 ）,从而验证了定理1 的结论.

定理 1 可简述为：可导的极值点一定是驻点.反之，驻点不一定是极值点.

例 2 对于函数 ∕ （l , y ）= ι y , 讨论点（0 ,0 ）是否为该函数的驻点或极值点.

解 对该函数求偏导数得f c （% ,y ）= ∕ ，九 （z , y ）= z ∙ 令 九 殳 ，？）=  0 ,九 （巧 3/） =  0 ,由
此可解得驻点（0 ,0 ） .但是，（0 ,0 ）不是该函数的极值点.

事实上，对于点（0 ,0 ）由任何邻域U ,总可以在第一象限的U 中

找到点P i （斗 ，y 1），这时 7 1 > 0 , y 1 > 0 ,于 是 /（不 ，力）= 4 3 / 1 > 0 ；

也可以在第二象限的U 中找到点P 2 （z 2 θ 2 ）, 这时 以V 0 ~ 2 > 0 ,

于是“阴 ，）2）= 力2y2〈0（图 2-16）.
假定驻点（0 ,0 ）是极大值点，则极大值为 / （0 ,0 ） =  0 .于是，存在

（0 ,0 ）的一个邻域5 , 当（巧 j O ∈l Λ 时 " （巧 y ）≤ ∕ （0 ,0 ）= 0 .但总

有 P 1 （x 1 0 ι ）∈U ι，使得/ （不 ，川）> 0 ,矛盾.假若驻点（0 ,0 ）是极小

值点，则极小值为 / （0 ,0 ）= 0 .于是，存在（0 , 0 ）的一个邻域L Λ ,当

（̂, 3∕）∈U 2 时，" 1 0 ）> / （0 ,0 ） =  0 .但总有「2（孙 ，？2）£ 。2，使得了（巧 ，山）< 0 ，矛盾.所

以，驻点（0 ,0 ）不是函数了（%,、）的极值点.

由例1 和例 2 可以看到，驻点不一定是极值点，但它是可疑的极值点.下面的定理给出了

驻点是极值点的充分条件.

定理2 （极值的充分条件） 设函数/（了，》）在其驻点（z ° , y ° ）的某个邻域内具有连续二

阶偏导数.令 A = / »  （%o ,》（）），B 二九八%。,? o）,C = f y y （%o ,> 0 ） 9Δ ≈ B 2 - A C ,于是有：

1）如果△< （）, 则点（Z o ~ o ）是函数 f  （z , 3 ∕ ）的极值点，且当 A < 0 时，f  （Z o ,y ° ）是极大

值；当A > 0 时，/ G r o ，）。）是极小值.

2）如果△> （）, 则点（z o ,y ° ）不是函数" z , y ）的极值点.

3）如果△ =  （）, 则函数/（工9 ）在点（z o ，? 。）处有无极值不能确定，需用其他方法判别.

证明略.

由定理1 和定理 2 可归纳出求函数f  （%0 ）的极值的步骤:

D 解 方 程 组 份 ;二 ;求 出 八 7 ）的全部驻点;
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2）对每个驻点包。，”），计算

A = f xx （x 0 »3̂ 0）» B = ∕∖ty（z o ,y o ）, C = f » （i o ，yo）, Δ =B 2 —A C ；

3）根据定理2 判断在驻点（1 。，y。）处函数 ∕ （x ,y ）有无极值、有何种极值.

例 3 求函数 f C x 9y
y）=zx 2 ~ ~ x y + y 2 +χ -2y 的极值.

解 先求出驻点.解方程组

第一个方程乘以2 后与第二个方程相加可得3z = 0 , 即％ = 0 ,再代入第一个方程可推出y =  1,
于是得到驻点（0 , l ）∙

函数了（%” ）的二阶偏导数为

匚工（力，？）= 2 , 一»（巧 、）= —I ,  f ” （i , y ） =  2.
计算驻点处的二阶偏导数值：

A = % （0 , υ = 2 ,  B = Λ ∕O , 1） =  - 1 ,  C =  Λ ∕O , 1 ）= 2 .

由于 4 > 0 0 = 8 2 —4 。= - 3 < 0 ,因此 /（0 ,1 ） =  -  1 是极小值.

例 4 求函数 f （,x ,y）-τ3 - y 3 - 3 x 2 +27y 的极值.

解 求偏导数得心（% ，丁）=  3%2—6%，九 （力，？）=  —3 /2 + 2 7 .令

九 （1 ~ ） = 3 3 — 6z = 0 ,  （x （x  — 2） = 0 ,√⅞ /
f y （x  ,y>  =  — 3丁 +  27 =  0, 1（、-  3） （y +  3） =  0,

其解为

（x  = 0 ,  fx = 0 ,  （x = 2 9 仔 = 2 ,
l y = 3 ,  ∖y =  -  3 9 ∣y = 3 ,  ∖y =  -  3 ,

从而驻点（％0，八）有四个:（0 ,3 ）, （0 , - 3 ）, （2 ,3 ）, （2 , - 3 ）.
在驻点处计算二阶偏导数

A = ∕ x x （x 0 >3, o） = 6 io  -  6, B =  （1o ,y0） = 。， C = f yydxQ ,y0） =  ~ 6 j ∕0 »
并令A =B 2 — A C 列表 2 -1进行判别.可见，函数 f （z , y ）在点（0 ,3 ）处取得极大值 / （0 ,3 ） =
54,在点（2 , —3）处取得极小值f （2 , - 3 ） =  — 58.

表 2T

驻点 A B c Δ≈B2-AC 有无极值 极值

(0,-3) -6 0 18 108 无 —

(0, 3) ~6 0 -18 一 108 有 极大值 54

(2,-3) 6 0 18 -108 有 极小值一 58

(2, 3) 6 0 -18 108 无 —

对于偏导数不存在的点来说，也可能是极值点.例如，函数 2 = 在 万 r 在点（0 ,0 ）处的

两个偏导数都不存在（见习题2 -2中的第1 题），但由极值的定义，该函数在点（0 ,0 ）处取得极

小值.因此，二元函数的极值点可能是驻点或偏导数不存在的点，即这些点都是可疑的极值点.

三元及三元以上函数取得极值的必要条件与定理1 的结论类似.例如，设三元函数〃=

“ l ，3 /,2）在点「。（1 。,九 /。）处取得极值,且在点「0 处的偏导数都存在，则

，？0，20）=  0 ， ∕y （x 0 ，3 o，No）=  0 ， f z（Z o，？o ,No）=0.
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二、多元函数的最值

在数学上，函数的最大值和最小值问题(统称为最值问题)通常包含两个方面的内容.首

先，需要解决最值的存在性问题：什么样的函数，自变量在什么样的范围内存在最值？对于多

元函数，我们已有的结论是：有界闭区域上的连续函数一定有最值.但是，在其他情况下函数

是否有最值往往需要对具体情况做具体分析.这个问题在数学上一直是很困难和复杂的问题.

其次,需要解决在函数最值存在的前提下如何求得最值的问题,求最值的基本思想是：在给定

的区域上找出全部可疑的最值点，在这些可疑的最值点上比较函数值的大小，最大者为最大

值，最小者为最小值.如果最值在区域内部(不在边界上)取到，则最值点一定是极值点.于是,

极值点是可疑的最值点，从而驻点和不可导点都是可疑的最值点.在实际应用中，我们经常用

这种方法来求函数在开区域内的最大值或最小值.但使用这种方法的前提是所求的最值必须

存在.而最值的存在性可以根据实际问题的情况来认定，不必再进行理论上的讨论.例如，若根

据实际情况已经认定可微函数” z , y ) 在区域。的内部有最大值或最小值，并且在。的内部

求得了唯一的驻点(可疑点)，则该点处的函数值就是所求的最大值或最小值,如果函数在闭区

域上存在最值，则最值可能在区域内部取到，也可能在边界上取到.因此，可疑的最值点不仅是

区域内的驻点和不可导点，也可能是边界上的某些点，这时还需要在区域的边界上讨论函数的

取值情况.

例 5 在 O z y 平面上求一点P ( z , y ) ,使得它到三点P ι ( O ,O ) ,P 2 ( L O ) ,P 3 ( O J )的距离

的平方和最小，并求最小值.

解 点尸与 J ∖ , P 2 , P 3 的距离的平方分别为∖ PP1 ∖2 = x 2 + y 2 , ∣ P P 2 ∣2 = ( X - 1 ) 2 + 3∕ 2 , ∣ P P 3 ∣2 = x 2 +  ( 3 ^ - l ) 2 ,
它们的平方和为 Z = (% 2  +  y 2 ) + [ ( j c - l ) 2  +  y2] +  [%2 +  (3/ — I ) 2]

= 3J72 +  3y 2 - 2 ∙ r - 2 y + 2 .
问题归结为在开区域R 2 内求函数N 的最小值.

铲 =  6 ι - 2  =  0,
解 方 程 组 得 到 驻 点 (六,不).

∂z z, c 八 ' 3 3 '
-  =  6 ^ - 2  =  0∖βy

由实际问题考虑，函 数 Z 的最小值一定存在且驻点是唯一的，可以断定函数 z 在点

C / )处取得最小值，最小值为z C " ) = [ .
\ 0 o / ∖J J ∕ J

例 6 用铁板制作一个容积为32 m3 的无盖长方体水箱，问：

当水箱的长、宽、高分别为多少时，用料最省？

解 若使得用料最省，应使得表面积最小.设长、宽、高分别为

∙ τ , y , z (单位:m )(图 2 T 7 ),则表面积为

S= xy-V2yz-∖ -2xz.
但是水箱的容积被限制为32 r i ? ,应 有 N"  =  32 n ? ,于 是 Z =
-
32
-
 
-
m
--

3 
.由

. 
此u 得z a到

χ y
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S = S ( x  9y) +  — +  — (单位：m 2 ).
χ y

因此，这个问题归结为在开区域D ： z > 0 0 > 0 上求函数S(z,y)的最小值.

解方程组

-- =γ -- -- ZZΞ  0

由该方程组的第一个方程可得≡⅛ ^  =  0,于是1 /  =  64；同理，由该方程组的第二个方程可

x

得力/ =64.所以τ2y = x y 2,由x > O , y > O 可知x = y ，再代入式\ =  6 4就有/  =  64,即力=4

(单位：m),进而得？=4 (单位：m) .于是，函数S(x, 3∕)的驻点为(4,4).

由实际问题考虑，函数S(z,y)的最小值一定存在且驻点是唯一的，从而所得驻点就是最

小值点.此时，由z = 丝立可得％ =  2 m .因此，当长和宽都为4 m ,高为 2 m 时，用料最省.

三、条件极值

前面讨论的极值问题，对自变量除了定义域的限制外，别无其他限制条件，一般称之为无

条件极值问题.但在实际问题中，会遇到对函数的自变量还有附加条件的极值问题.我们将此

类极值问题称为条件极值问题.

例 7 在直线1 + y  =  2 上求一点，使得该点到原点的距离最短.

解 对于平面上的点(z,y),它到原点的距离为H =  √∑r ∏产.由于这个点在给定的直线

上，所以它的坐标应满足方程z + y = 2 . 因此，这个问题的数学提法是：在约束条件z + y  =  2

下，求函数d =  ∕ i + y 2 的最小值.通常将函数d 称为目标函数.

这个问题的解法比较简单.若使。达到最小，应使p =  d 2 = Y + ∕ 达到最小.由约束条件

可得》=  2一工,代人p 的表达式得0 =  /  +  (2—。)2=2%2一4% + 4 .用一元函数求极值的方法，

令 p' =  4ι-4 =  0,得到驻点ι =  l.再代入约束条件，可得) = L 由实际问题考虑, d 的最小值

一定存在且驻点是唯一的，从而直线R + 3Z =  2 上的点(1,1)到原点的距离d =  √zF 不F  =  √Σ

是最短距离.

这个问题可以很快解决是因为能够很容易地从约束条件z + y  =  2 中解出？ =  2 - z ,否则

这样的问题解决起来将非常困难•这个问题实际上就是条件极值问题.

二元函数条件极值问题的一般提法是：在约束条件w(z,∕ )=O下,求函数Z =  ∕ ( R ,3O的

极小值或极大值.

下面给出求条件极值的一般方法.

定理3［拉格朗日(Lagrange)乘数法］ 设二元函数∕(z,y)和 φ(x ,y)在所考虑的区域内

具有连续偏导数，且 外 殳 0) ,外 (了,))不同时为零.令

L(z ,/) = / (7 ,y) +  入w(ι,y) , (1)

其中常数久称为拉格朗日乘数,L(z,y)称为拉格朗日函数.求拉格朗日函数L(ι,y)的两个

偏导数，并建立方程组
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L x ( x 9y )  = f c ( z ,y )  ÷ λ φ x (x  9y )  = 0 ,

< L y ( z , ∕)  = ∕∖ ( ∙r ,y )  + λ φ y (x 9y )  = 0 ,  (2)

小工 ,y )  = 0 .
如果函数 f  (z  ,y  )在约束条件φ (x  >jz) = 0 下的极值点是(小，yo ) , 则存在入()，使得 λ 0 ,x 0 , j ∕0
是方程组(2 )的解.(证明略)

拉格朗日乘数法给出了求二元函数条件极值的一般方法，它的步骤是：

1 ) 根据目标函数和约束条件写出拉格朗日函数(1).
2 ) 建立方程组(2).
3 ) 求出方程组(2 )的全部解.如果解，了。,文是方程组(2 )的解，则点包。,文)是可疑极值点.

4) 判断点(入沙。)是否为极值点.

注 拉格朗日乘数法只给出了在点殳。，？。)处取得条件极值的必要条件，即(/。，外)是可

疑的极值点，而是否为极值点还需具体分析.此外，在求解方程组(2 )时往往没有必要将相应的

篇解出.

我们用拉格朗日乘数法去解例7 中的问题•此时，约束条件可以写为z + y  —2 =  0 ,构造拉

格朗日函数

L ( x  ,y )  = Λ∕ X 2 +  y z +入(之 + »  — 2).

解方程组

才
L x ( JC ,y )  =  , 一- — 一 + λ  = 0 ,

L y (x  ,y )  =  - - y ---- PΛ = 0 ,
√ ^ r + √

x + y - 2 = 0 .

由第一和第二个方程可得, " = :  =  Y = F ，于是 z = y .代入第三个方程，可得Z = 1  =  L

所以点(1 ,1)就是可疑的极值点.

从几何意义上讲，所求的最短距离一定存在，而可疑点只有一个，故点(1 ,1 )到原点的距离

最短，最短距离为d = √ ∑ .可见，得到的结果与例7 的结果是一致的.

注 在此题求解的过程中没有解出相应的4 ° ,且最短距离存在性是由实际问题事先认

定的.

三元及三元以上函数也有条件极值的问题，如在约束条件 a ( z , y , z ) = 0 下，求函数

f ( z , y , z ) 的极值.例如，例 6 中的问题就可以表述为：在约束条件 I 3∕Z =  3 2下,求函数

S +  2yz +  2xz

的最小值.这实质上就是三元函数的条件极值问题.对于这类问题，我们也有类似于定理3 的

结论.

定理4 设三元函数 ∕ ( z , y , z ) 和 w ( % ,y ,z )在所考虑的区域内具有连续偏导数，且

外 (ι , y  ,z )  ,% ( z  ,y  , z ) ,外(力，y , z ) 不同时为零.令

L ( τ , y  ,z )  = ∕ ( x  ,y > z ) + λ φ ( x , j z ,z ) ,  (3)
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其中常数人称为拉格朗日乘数 , L ( z , y , z )称为拉格朗日函数.求拉格朗日函数L ( z 0 , z ) 的
三个偏导数，并建立方程组

L x (x  9y  , z )  ≈  f x Cx 9y  9z )  + λ φ x (x  9y  9z )  = 0 ,

L y (x  ,y  9z )  = f y (x  9y 9z )  + λ φ y (x  9y  9z )  =  0,
s (4)

L z ( ι , y  ,N ) =  ∕ ∖ ( x , y ，N ) + λ φ 2 (x 9y  ,JZ) = 0 ,

Sp(<x ,y  ,N ) = 0 .
如果函数 ∕ ( % , y , z ) 在约束条件 p ( z , y , z )  =  0 下的极值点是(力。，)。，？。)，则存在 4ο ,使得

M , % O O O ,NO 是方程组(4 )的解.

例 8 用铁板制作一个长方体箱子，要求其表面积为 9 6 ∏ Λ 问：怎样的尺寸才可使箱子

的容积最大？并求最大容积.

解 设箱子的长、宽、高分别为了~ , z ( 单位：m )(图 2 -1 8 ),则箱子的容积为V =  i " ∙ 由

于限定表面积为96 m2 ，则 有 2 z y +  2 y z + 2 zz  =  96 m2 ，即 τ y  Λ~yz -∖~xz =  48 m2 . 所以，问题归

结为：在约束条件 ∙r v + y z + ∙r z  =  4 8下，求函数V = 2 y z 的最大值.根据实际情况知z  ,丁 , z 都

大于零.

构造拉格朗日函数

L (x  yy , z ) —x y z  + λ  Qxy -ir y z  Λ-xz -  48).
解方程组

L x (x  9y  9z )  ≈ y z  + λ ( y  +  z )  =  0,

L y ( ι , y , z )  = x z  +  λ (x  +  N ) = 0 ,
<

L z (x 9y  J Z ) = x y  ÷ λ ( x  ÷ ^ )  = 0 ,

x y  +  yz +  zz  =  48.
该方程组的前三个方程分别乘以n ,y  , z ,则有

x y z  = —λ (x y  + Z N ) , x y z  =  - λ { x y  +  yz) , x y z  = ­ λ ( x z  +  y z ).

于是

— λ { τ y  +  x z )  =  ~ λ  Cxy + y z )  =  -  A ( x z  + y z ) .  (5)

如果入= 0 ,由 ι , y , z 都大于零可知，上述方程组中前三个方程都不可能成立，于是;l≠ 0 .  (5)

式除以一;I 可得

x y  -∖ -χz = x y  -ir y z  ~ x z  ~∖~yz.

由第一个等式 τ y ir x z  = x y -∖ -y z可得尤z = y z ,再 由 z > 0 可 得 z = ∕ . 同理可得;y =  z . 于是

ι = y  =  z ,再代入原方程组的最后一个方程，可 得 3 1 = 4 8 ,即 i = 4 ( 单位：m ) ,从而 j ∕= 4 ( 单

位 ：m ),z  =  4 (单位：m ) .这样点(4 ,4 ,4 )为可疑的极值点.

由实际问题考虑，箱子容积的最大值一定存在且可疑的极值点是唯一的，从而当长、宽、高

都为 4 m 时，箱子的容积最大，此时容积为V=43 m3 = 6 4 m 3 .

注 此题也可以化为无条件极值去求解.由约束条件 ι y + y z + m  =  4 8 可以解出 z =

普 受 ,再 代 入 目 标 函 数 得 V = V G ,y ) = 及 号 铲 '则 问 题 转 化 为 求 函 数 V Q 3 在开区

域 D ： ι > 0 , y > 0 上的最大值.
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此外，还有含多个约束条件的极值问题.例如，在约束条件W ( z , y , z )  =  O 和 4GC O , N ) =  0

下，求函数 f ( z , y , z ) 的极值•此时，拉格朗日函数为

L ( z , y , z ) = / ( z , y , N ) + 4 f ( % , ; y , z ) + " " ( z , y , N ) ,

其中常数λ中 是拉格朗日乘数.令拉格朗日函数L ( l  ,y , z )的三个偏导数等于零，将它们与两

个约束条件放在一起建立方程组并求解.若得到的解为λ0 邛。, x 0 ，N。，则点( 1。，y。，如)就

是可疑的极值点.

4 . 2 偏导数的几何应用

一、空间曲线的切线与法平面

定义2 给定空间曲线L,设 P 。是曲线L 上的一个定点，P 是曲线L 上异于点P o 的点，

⅜ 称直线Po尸为经过尸。的一条割线.当点P 沿曲线L 无限接近

Λ P o 时，割线P° P的极限位置P°T称为曲线L 在点P 。处的

切线.经过点P o 且垂直于切线的平面”称为曲线L 在点P 。

处的法平面(图2-19).

给定空间曲线
Z  = % ( £ ) ,

b L  ： <y = y  ( 2 )，
图 2-19

z =z(t),

其中函数”(£),?”),z ( Z )具有连续导数且导数不同时为零.曲线L 上的点 Po(z° ,y° ,z° )对

应的参数为1。，即 z ° = z 6 ° ) , y o = y α o ) , % = z & o )  .我们来推导在点P o 处的切线与法平面

的方程.

如果在外处有增量△力，则

△z = z  ( % + △ £ ) — ] ( [ ( ) )， = y  (%o +  △ £)— y ( , 0 )， = z ( E o  +  △2) — N ( E o ) ,

即

+  △] = z ( %  +  △,) , ) ( ) + △ ? = ) ( % + △ £ ) ,  No +  A z  = 2 ( , 0  +  △，).

于是，曲线L 上参数力- o + A Z对应的点为「(2 — ,)。+ 的 ，知 +醍 )，从而割线尸°F的

方向向量可取为向量冗了 ="3 a } , 也可以取为与向量时平行的向量垮，善 , 弥

当Δi-0时，点 P 沿L 趋向于点P o , 此时有

管- J 0 ° ) ,瞽f∕ α ° ),号—S,
即 f  {z,(to),∕αo),∕&o)} ≠ 0.

∖ LΛ I ∕ 4ΔC LΛ L I

这表明，当割线趋向于切线时，割线的方向向量趋向于切线的方向向量.因此，可以取切线

P°τ的方向向量为$ =  {， ( % ) ) ( % ) , / ( % ) } .于是，切线P°τ的方程为

X —  X Q 丁 一》0 Z —  Z Q

χ, (^ 0 ) / ( ，o) z f(t0 )
(6)

由于切线P 0T 的方向向量就是法平面〃的法向量，因此根据平面的点法式方程可得到
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法平面〃的方程

* (£ 0 )(7 —Z o ) + y '6 o ) ( y - ?0) + ，(£()) (之一%o) = ° ・ (7)

我们将向量｛∕ 6 0 ) , / a 。)，∕ α ° ) ｝称为曲线L 在点p 。处的切向量.

⅛ =  2cos0,
例 9 求螺旋线1y =  2sin6, ( - 8 < J <  +  8 ) 在点 P° ( 2 ,0 ,2π )处的切线方程和法平面

z = θ

方程.

解 点 Po 对应的参数为 e 0 = 2 π .因为 /  =  —2 s i n 6 , ∕ =  2 c o s 6 , ∕ =  l , 所以 X ( 2 π ) = 0 ,

j √ ( 2 π ) = 2 , ∕( 2 π )  =  L 于是，在点 P o 处的切向量为s =  ｛0 ,2 , 1｝,切线方程为

x  — 2 y  z 一 2π
" V ^  =  1  =  ~^^1 ~ ~ ，

法平面方程为

0 ∙ ( z  — 2 ) + 2 ∙ ( y  — 0) +  1 ∙ ( z  — 2 π ) = 0 ,  即 2 y + z  — 2 π = 0 .

｛1 = 1 (£) ,
在某点P ° (z °  ~ 。)处的切线的问

题，其中 1 。= 2 (£。)0 。=八 £。).如果， a ) , / a )连续且不同时为零，同样可以得到在点p 0

处的切线方程为

% - %o y -  y Q-- -------=  - - ------. (8)
% (£o) y (%o)

这时 o % y平面上的向量｛∕ a o ) , ∕ a o ) ) 是切向量.

事实上，我们可以将平面曲线L 看作空间曲线

x  = ∙τ  (土)，

< y  = ) " ) ,
、z =  0,

此时切向量为｛/ a 。)，/ a 。)，。｝ ,因此，空间中的切线为

% -% o y  -  _ z

，(分) / G o )  θ

它就是O z y平面上的切线

z  —N。_ y  — y。
i ' a ° )  y 'a ° )

二、空间曲面的切平面与法线

设曲面》的方程为F ( z , ∕ , z ) = 0 .假定函数F ( a , v , z ) 具有连续偏导数且三个偏导数不

同时为零.设「。(近，？。，2。)是曲面£上的一点,「是曲面£上经过点尸。的曲线，曲线「的参

⅛ = x ( r ) ,

数方程为 7 = y ( 力)，点 P o 对应的参数是力= M ,即％O= R G O) ,  yo = y ( % ) ,  N o = z ( fo ) ,函数

3 = z ( z ) ,

1 (加沙(，),之(，)具有连续导数且导数不同时为零.因为曲线「在曲面工上，所以
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F ( z ( x ) , ) ([) , N (E))  ≡  0, 从而 ^ F ( x ( r )  , j z ( f ) ,z ( r ) )  ≡  0.

由链式法则可得

F jc( z ,y  , z ) z ' ( t )  + F , ( z , y  , z ) y '( t )  + F z ( % , )，N)N'Q ) ≡  0.
取 2 = to，则有

F x ( x 0 ，？o ,zo)∙τ '(fo ) ÷  F y (Xo，？o，No)y '(to)+  Fz ( x 0 ，/。，Zo)/ (£o) = ° ∙  (9)
令向量 〃 = {F1(力o , ∕o  ,No)，玛 (Zo，:Vo ,Zo) ,F z (Zo ,yo ,Zo) } ,s =  { , ( t o ) ，/ (£o)，/ (%)}, 向
量 ' 在几何上表示曲线「在点P 。处切线的方向向量，则(9 )式可表示为 /1 ・$ = 0  .这说明向量

n 与 s 垂直.

显然，向量〃只与曲面W 上的点P 。有关.当点P o 固定时，向量n 就唯一确定下来.但向

量 s 不仅与点P 。有关，也与曲线「有关.(9)式说明，曲面E 上所有经过点尸。的曲线的切线

都与固定向量〃垂直.于是，这些曲线在点P 。处的切线都位于同一个平面”上(图 2-20) ,我
们将平面”称为曲面£ 在点P 。的切平面.因为切平面I I 经过点P 。，且与向量〃垂直，所以由

平面的点法式方程可得到切平面〃的方程

F H(∙ZO，丁0，20)(1 - Xo ) +  F y ( x 0 9 y Q 9z 0 ) ( y  — y Q) +  F* (z0 ,y0 , Z())(N ~~ Z 0 ) = 0 . (10)

图 2-20

经过点P o 且垂直于切平面∏的直线称为曲面E 在该点处的法线.此时,法线的方程为

JC — XQ _  y -  ―0 _  N — No
F x ( x 0 ，？0，No) F y(Zo，Vo ,2o) F z ( x 0 , y Q , z o y

在点尸。处，垂直于切平面的向量称为曲面£ 在该点处的法向量，则法向量可以取为

n = {F x ( x 0 ，% )，F y(2o , ∕o  ,zo) ,F ar(%o，Vo，20)}・
将 W 单位化得

n n = f F 工 , 马 , 轧

W∖ 一 I√FX
2 + F∕ + FZ

2 √FX
2 + F∕ + FX

I  √FX
2 + F∕ + FZ

2

从而法向量的方向余弦为

cosa =  . * ......— , cosβ = ' ， 一 ― — ― '一 , cos/ =  ----------- 人 , (12)
√ F x

2 + F y
2 + F x

2 √FX
2 + F ∕+ F Z

2 √ F x
2 + F y

2 + F x
2

其 中 玛 , F y , F τ 分别表示乙(％0,30 ,20)，凡(2 0，) 0 ，次)，工(2 0，》0,20).
如果曲面》的方程以z = " z , y ) 的形式给出，又知「。(乱，,。，玄)是曲面£上的一点，则

N o = f G o ，? o).令 F ( z  3y  , z ) = f  ( l  ,y )  —n ,则曲面 W 的方程就变为F(<r ,y  , z ) = 0 .此时，有

F x = ∕ x ( x ^ ) t  F y = f K ∙z ,y ) ,  F z =  - 1,
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在点 P 。处的法向量可取为

〃 = { f z ( l θ ，) o)，f y (No，Vo)，一 1}.
由(10)式得到在点P o 处的切平面方程

Λ c ( l θ ~ θ ) ( l  — %o) + / \ (1 0，) o)(y — ) 0 ) — (2 -  No) =  0 (13)
或

z  — z 0 = f x ( χ 0 ,y ° ) (z  —χ 0 ) +  f y (^o ,y o )(y  -  ?o)・ (14)
再由(11)式得到在点P o 处的法线方程

% —Zo =  y ~~-0 =  N -  No (]5)
九(％0，丁0) 九 (1 0，？0) — 1 •

如果取一作为法向量，则其方向余弦为

- f  工 n - f  y 7 ] ∕ ι 公∖cosa =  : -- -------  一一 ， cosβ = , ........， c o s ∕ =  , • 一一, (16)
√1 +  Λ 2 + Λ 2 √ I  +  Λ 2 + Λ 2 √ I  +  Λ 2 + Λ 2

其中 f ^ f y 分别表示f c (Z θ ,y ° ) ,九 (5 ~ 。).此时，由于C θsy> 0 ,所以法向量一/1与 N 轴的

夹角/ 是锐角.

例 1 0 求椭球面2 / + / + /  =  1 5在点(1 ,2 ,3 )处的切平面方程和法线方程.

解 令 ” ] . 2 )= 2 / + ) 2 + % 2 — 15,则 F H= 4 X , F , = 2 3 ∕ , F Z =  2N ,从而

F x ( l ,2 ,3 )  = 4 ,  F √ l , 2 , 3 )  = 4 ,  F z ( l ,2 ,3 ) = β .
故取法向量为∕∣ =  { 4 ,4 ,6 } .于是,切平面方程为

4 ( ι  - 1 )  + 4 ( ) —2) + 6 ( z  — 3) = 0 ,  即 2z + 2 y  + 3 z -  15 = 0 ；

法线方程为

x  -  1 _  y  -  2 _  z -  3 即 x  -  1 _  y  -  2 _  z  — 3
4 =  4 =  6 ,  μ 2 =  2 = 3 .

例 1 1 求椭圆抛物面z = 2 x 2 + y 2 在点（1 ,2 ,6 ）处的切平面方程和法线方程.

解所给的曲面方程是显函数形式的，故切平面方程与法线方程应分别按照公式（13）和

（15）来求.

求偏导数得仁= 4 z ，3  = 2 y  ,于是在点（1 ,2 ,6 ）处有

右（1 ,2）= 4 , 叼（1 ,2 ） =  4,
从而所求法线的方向向量为〃 =  {4,4, 一1 } ,它也是所求切平面的法向量.

根据公式（13）,所求的切平面方程是

4（% —1）+ 4 （? —2）一（之一6）= 0 , 即 4 z + 4 y  —z — 6 =  0;
根据公式（15）,所求的法线方程是

1 一］_ y _ 2 _ z  _  6
4 =  4 = " z z P

4 . 3 方向导数与梯度

一、方向导数

在讲偏导数的定义时，我们曾提到函数z =  ∕ （% ,y ）的两个偏导数案 ,靠  分别表示该函

数在点（力沙）处沿N 轴和）轴正向的变化率.但是，在很多实际问题中，往往需要知道某个函
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数在一点处沿除坐标轴外其他方向的变化率，还需要知道该函数沿什么方向的变化率最大.这

就要引入方向导数的概念.

设函数 z = f  （z , y ）在 点 P （l ,  V）的某个邻域内有

定义 "是从点 P 引出的一条射线，@ （力+ —  ,? +  4 ? ）是

射线/上异于点 P 的一点，则两点 P 与 Q 间的距离为

p =  ∕ （3  +  3 ）2 （图 2-21）. 此时，函数〃巧 y ）的全增

量为

△n = f （z  +  △] , ?  +  △? ）— f （z  ,y ）,
于是

△z f （τ  +  S x , y  +  Δ3∕） — f （x  ,3/）—— = ------------------------------------------ （17）
P P

表示函数八 1 , “ 在两点P 与Q 间沿方向Z（指射线Z 的方

向）的平均变化率.如果当点Q 沿射线/趋向于点P 时，（17）式的极限存在，则将这个极限值

称为函数f  （巧 ？）在点P 处沿方向Z的方向导数，记为萼或当 .当点 Q 沿射线/趋向于点P

时，必有p -* 0 ,于是

∂z
31

lim 臣 = Um £（%上一 ♦ 土竺？一"一生?）
p—0 p pf 0 P

(18)

定理 5 如果函数2 = / （% ,y ）在点尸（了,y ）处可微，则在点P 处沿任意方向/的方向导

数存在，且有

∂
三

z
7
 
 =  g

∂
-
z
c
 
osα +

. 
 
∂
- c

z 
o s βn ,ol ox σy

其中α , 0 分别是Z与工轴、y 轴的夹角(图2-21).
证 由可微的定义知，函 数 在 点 P 处的全增量可以表示为

∆z = / (x +  △1 ,、+  △)) — ∕ ( x  ,y )
8z a . ∂z . . / 、

= - ΔJC +  —  ∆j∕ +  0 (p).
ox ∂y

显然，A r=pcosα  ,△?  = p c o s£ .由(18)式可得

(19)

卜” )
P 7

∂ z .. ∆z ]. 8z .— = 11m —  =  hml ∑- cosα ÷
ol p-0 ρ

∂z .= — cosa 士
ox

从这个定理可以看到，方向导数中射线/的意义仅仅表示一

个方向，这个方向可以用单位向量｛cosα ,co sf｝来表示.

例 1 2 设函数z = ∕ 3, " 是由点（1 ,1 ）出发与 z 轴、y 轴正

向所成的夹角分别为Q = 《，β = ^ 的一条射线（图 2-22）,求该函
0 D

数在点（1 ,1 ）处沿方向 I 的方向导数引 .
σl I （1,1）

图 2-22解 因 为
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5L D = 2 ^ L D =2' | J L - L ，D = 1 ，

π √3 c π 1
cosα =  cos — =  — , cos/? =  cos - -6 Z 3 Z

所以由公式（19）可得

∂z
∂Γ <1,1)

= 2  × y +  1 ×  y  =√3 +  - - .

方向导数的概念可以推广到三元函数上.设函数〃 = / （巧 A N ）在点 P （z , ' , z ）的某个邻

域内有定义"是由点P 出发的一条射线，点 ◊ （了 +入 0  +  4、，之+ 4之）是射线I上异于点P
的一点.函数八巧山％）在点？处沿方向/的方向导数定义为

3 /  _ 8 u  / （j7 +  ̂ τ,y +  ∆j∕ ,z  +  ∆ z） -  f{χ 9y , z ） /
~7' =  7ζτ =  l im -------  , （N0）
σl σl P-0 ρ

其中 0 =  / （5  +  3 ）2 +  3 ）2 是两点尸与Q 间的距离.如同定理5 ,若函数u =  f a  9y,z）

在点 P （N 0 , N ）处可微，射线I 的方向余弦为cosα ,cosf,cos7 ,则该函数在点P 处沿方向I 的

方向导数为

— = — cosα +  -cosβ +  — cosy. (21)
oL σx oy σz

例 13 求函数 u = f ( x  ,y 9z ) = x y + y z  +  zx 在点(1 ,1 ,2 )处沿方向角为 α =  60°,0 =  45°,
7 =  6 0 °的方向/的方向导数.

解 由题设得 κ -  =  y + z  ,不- = ι +% ,不- = z + y  ,于是
στ oy ∂z

软 I = 3 , 豹  = 3 , 豹
ox  I (i,ι,2) ∂y I (i,ι,2) ∂z I (1,1,2)

此时，方向 I 的方向余弦为 cosα =  cos60° =  < ,cosS = cos45° =  g , cos7=  cos600 =  J , 故由公

乙 乙 乙

式(21)得

i τ  I = 3 × y  +  3 × ^ y ÷ 2 ×  y  =  y  (5 +  3√2).
∂l 1(1,1,2) 2 2 2 2

二、梯度

当点尸固定，方向I变化时，函数 ∕ （n y ）的方向导数雪也随之变化.这说明，对于固定
OL

的点，函数 f （z , y ）在不同方向上的变化率也有所不同.那么，在 点 P 的什么方向上，函数

f （ι , y ）的变化率可以达到最大？为此，我们引入梯度的概念.

给定在区域。 内可微的函数 ∕ （z , y ）,则在区域。 内点包。，,。）处可唯一确定一个向量

九 （1 o ,yo）i +  九 （z o ，?o）j ， （22）

称 之 为 函 数 在 点 （1 0 ,0。）处的梯度，记为 g r a d ∕（% ° o °）, 即
gr ad ∕（i o ，？0）= ∕ χ （̂o >>o）t + ∕ y （i o ，）0）j  =  { ∕χ （̂o，？0），九 （之0，？0）}・ （23）

假定 g r a d ∕（jc0 ，?o）≠0 ,并设方向I 的方向余弦为cosα ,cosg .记 向 量 /= {cosα ,cos0},
则 ez 是单位向量，它可以表示方向Z .由公式（19）可知，函数 z =  / （“，》）在点殳。，外）处沿方

向I 的方向导数可以表示为两个向量的数量积形式，即
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g∣a z  । (工0 ，九)
=  ∕ ∖ ("o,yo)cosα +  f y ( x 0 ,> 0 )cosj3 = g r a d ∕( x 0 ,3, o) • 也・

于是，由数量积的定义可知

IIaι । (工0 .北)

而也是单位向量，所以有

∣g rad ∕(j7 0 »^o) I lez I cos0.

II
eft I (工0 0 0 )

= ∣g r a d ∕(x 0 >3, o) I cos。，

其中θ是梯度g ra d ∕(x 0 ,y0 )与单位向量ez 的夹角(图2-23).梯度 g r a d ∕( x 0 0 。)由点(工。，义)

唯一确定，当方向I 变化时 , 6 随之变化，从而方向导数 曾
OL (工0 ~ 0 )

也随之变化.当 6 =  0 时，cos。=  1 ,这时单位向量也与梯度

gradf(% o,yo)的方向一致，从而方向导数—OL 达到最大值
(工0 ~ 0 )

∣g ra d ∕(x 0 ,J⅛) 1.这说明，函数z =  f(%  , ) ) 在点(了0 ,y o )处沿梯度

方向的变化率最大.更准确地说，沿梯度方向函数的增长速度最快.

同理，沿梯度方向的反方向函数的下降速度最快.

梯度的概念可以推广到三元函数上.设函数f ( n v , z ) 在空间区域G 内可微，则对于区域

G 内的点心。，？。，2。)可唯一确定一个向量

f x (1 0，？0，No)i +  ∕ y (Xo，？0，No)j  + ∕z ( ^ 0 ，) 0 ,No)k
= { ∕χ ( ^ 0 ^ 0  ,No) ,fy (z o  , j ∕0 ，之0) / z (%0 ,» 0，次)}, (24)

称之为函数 ∕ ( z , y , z ) 在点(％。，？。，卬)处的梯度，记为 g ra d f (z ° ,y o ,N o ) .类似地，可以证明

在点(1o ,yo ,No)处，函数 f  (z  ,y , N ) 沿梯度方向的方向导数达到最大值∣g r a d ∕( i o ，' o ，卬)1.
例 1 4 求函数N =  l n ( l + J ) 的梯度.

解 因 故 函 数 z =  l n ( ∕ + J ) 的梯度为
ox  % + y  8y x  ~τy

gradln(x2 +  / ) 2y
X 2 +  y 2 J  + y

例 1 5 设函数 ∕ ( % , y , N ) = ∕ + / + ∕ , 在点(2 ,1 , — 1 )处求方向人使得该函数在此点

处沿方向I 的方向导数达到最大，并求方向I 的方向余弦和最大的方向导数.

解 根据函数梯度的意义，函数沿梯度方向的方向导数最大.因

g ra d ∕(x ,› ,2 r )  =  { f x , f y , f z } = { 2 z ,2 y ,2 z } ,

故 g rad ∕, ( 2 , l , - 1) =  { 4 , 2 , - 2 } ≡ - g .因此，该函数在点(2 ,1 , —1)处沿 g =  {4,2, —2}方向的

方向导数最大. g 的方向就是所求的方向Z.将 g 单位化，得

- = ♦ =唇条-都
于是所求的方向余弦为

76 0 娓 娓
cosα =  —  9 cosβ = —  > cos/ = — —.3 6 6

函数f ( z , y , z ) 在 点 -  处的最大方向导数就是该点处梯度的模，为
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∣g r a d ∕ ( 2 , l , - l ) ∣= √ 2 4 = 2 √ β .

1 . 求下列函数的极值：

(1) z =  4 ( x - y ) - x 2 ~ y 2 ;

(3) z  = x j ∕ +  - +  — (巧？> 0 )；
1 y

2 2
(5) z =  77-- ∙̂ +  l ( a , 6 > 0 )；

b2 a

(2) z= z e2x (x -∖~y2 ÷ 2 jz )；

( 4 ) 2 = χ 3 + J  ；

( 6 ) 之=5 — + τ )  .

2 . 用拉格朗日乘数法求下列条件极值问题的可疑极值点，并用无条件极值的方法确定是

否取得极值：

( 1 ) 目标函数z = z y ,约束条件1 + y  =  l ;

( 2 ) 目标函数之 =/+*,约束条件生 +3 = 1 ( 。，6 为常数)；
a O

( 3 ) 目标函数〃 = x  —2y +  2 z，约束条件x 2 + y 2 ÷ z 2 = 1 .
3 . 将一个正数。分为三个正数之和，使得它们的乘积最大.

4 . 造一个容积为27 n ? 的长方体水箱，如何选择水箱的尺寸可使得用料最省？

5 . 在斜边长为1 的一切直角三角形中求出最大周长的直角三角形.

6 . 求内接于半径为R 的球且体积最大的圆柱体的高.

7 . 求内接于椭圆9  +  ,  =  1(Q ,6 > 0 )且面积最大的矩形的边长.

8 . 求下列曲线在指定点处的切线方程和法平面方程：

( 1 ) 曲线z  =  W 0  =  f , z  = 产，在£ =  1 对应的点处；

( 2 ) 曲线 7 = 严，3，=  1 — 3 % = * ,在点(1 ,0 ,1 )处；

( 3 ) 曲线N =  3cos9,y =  35山夕，之=4小在点(如2 , 8 四，，处.

' 4  L t /

9 . 求出曲线z = x , v = ∕ , z = ∕上的一点，使得该点处的切线平行于平面1 + 2 3 ∕ + N =  4∙

10 . 求下列曲面在指定点处的切平面方程与法线方程：

( 1 ) 曲面 z = y  +  l n - , 在点(1 ,1 ,1 )处；

( 2 ) 曲面心=力2 + / ，在点(3 ,4 在)处；

( 3 ) 曲面 6 =  0 ,在点(1 ,2 , —1)处；

( 4 ) 曲面百一%+%? =  3 ,在点(2 ,1 ,0 )处.

11 . 求曲面 ∕ + 2 y 2 + 3 i = 2 i 的平行于平面z + 4 y + 6 z  =  0 的切平面方程.

12 . 在曲面z = z y 上求一点,使得这个曲面在该点处的法线垂直于平面z  +  3 y + z  +  9 =  0,
并求此法线的方程.

13 . 证明：

( 1 ) 球面上各点处的法线通过球心；

( 2 ) 平面上任意点处的切平面都是该平面本身.
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14 . 求下列方向导数：

(1)函数2 = " 2 —/ 在点(1,1)处沿与工轴正向成60°角的方向I 的方向导数；

(2)函数2 = / + / 在点(1,2)处沿从点A(l,2)到点B(2,2+√ D的方向，的方向导数;

(3)函数u=jcy 2 + z 3 -jcyz在点(1,1,2)处沿方向角为α = 《，。=子 ，7 =  ? 的方向/的

方向导数；

(4)函数〃 = 3  在点(5,1,2)处沿从点4(5,1,2)到点8(9,4,14)的方向2 的方向导数.

15 . 分别求函数〃 =  ̂ 2 + 2 /  + 3z2+g, +  3z - 2y — 6之在点 O(0,0,0),A(l,l,l),

B(2,0,l)处的梯度.问：在何处该函数的梯度为0?

16 . 求函数z 在点(4,2)处的最大变化率.

多元函数的微分学内容小结

多元函数的微分学是一元函数的微分学的推广和发展，两者的处理方法有很多相似之处.

由于自变量个数的增加，多元函数的微分学又产生了很多新内容，如偏导数、全微分、方向导

数、条件极值等.本章以二元函数为主讲述有关内容.

一、多元函数的定义、极限、连续及其性质

1 . 多元函数

设 z, y , z是三个变量,如果变量不？在一定范围内变化时，对于巧》的每一组取值，变

量 ％按照某个法则,总有唯一确定的值与z , y 对应，则称变量n 是变量n o 的二元函数(简

称函数)，记为z="z,3θ ,z =  z G r o ) 或 " n y ) , 并称变量z , y 为该函数的自变量，称变量

n 为该函数的因变量.自变量的变化范围称为该函数的定义域，通常记为D / ；因变量z

的变化范围称为该函数的值域，记为R/.

二元函数z=∕ Gc,y)的定义域 是 平 面 上 的 点 集 ，其几何图形一般是空间中的曲面，

这个曲面在Chcy平面上的投影区域是。尸

三元及三元以上函数的定义与二元函数类似.

2 . 二重极限

设函数f ( n 30 在点P°(zoO°)的某个去心邻域O(Po )内有定义.如果当点尸(z ,y)无

限接近点P o 时，在 点 P 处的函数值∕ (z ~ )与某个实数A 也无限接近，则称 A 是函数

f (ι,y)在点P o 处的二重极限(简称极限)，记为

limf ( 1 , y ) = A  或 lim f ( 1 , y ) = A .
工一工。 ( x , > ) → (x 0 ,y 0 )
>"*>0

定理 1 函数f(z,y)在点P o G 。，？。)处的二重极限存在的充要条件是，当点F(ι,y)以

任何方式趋向于点P Q 时，函数∕(x0 ) 的极限都存在且相等.

用这个定理判断函数f(z,y)在点P°(z°,y°)处的二重极限不存在是很方便的.例如，若

点 P(z,y)沿两条不同的路径趋向于点P 。时，函数f(z,y)的极限不同，则极限lim"z,y)
N —  0
y-̂ y0

不存在.
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3 . 连续性

如果 l im f  ( l , y ) = f  (%o，Vo)，则称函数 f (巧？)在点(10 ,y ° )处连续.

厂
j
”̂
*x0

初等函数在其有定义的区域内处处连续.

4 . 最值定理

如果函数”巧口在有界闭区域D 上连续，则函数 f ( z , y ) 在 D 上一定有最大值和最

小值.

由此可知，有界闭区域上的连续函数一定有界.

5 . 介值定理

设函数 ∕ ( z 0 ) 在有界闭区域。上连续 ,M 和加分别是函数/(卫9 )在 D 上的最大值和

最小值.对于任何实数c ,只要满足加≤ c ≤ M ,则至少存在一点(了，夕)G D ,使得了殳，夕)= c .
二、偏导数与全微分

1 . 偏导数

设函数％ =/ ( 1 , ? )在点(工0 ,3⅛)的某个邻域内有定义.固 定 ,对一元函数F ( ] )  =
f ( n y ° ) 的自变量在口处给出增量△币则有函数增量

ΔF = F ( j r 0 + △] ) — F  ( ^ 0 ) =  ∕(R o  + A z , / o ) -  ∕ ( ^ o  >3, o)∙
若极限

1. ΔF [. / （io  +  A r ,）（）） 一/ （J：。，、0）lιm - -  = h m ---------------------------------------
Δx→O ∆ x  A r f  0 △1

存在,则称此极限值为函数z = ∕ ( χ , y ) 在点(力。，？。)处对 I 的偏导数，记为

豹 ”  九 (7 。，》。)， Zx (,a=o ,yo), zx | x. xθ 或 Z」  •

同样，函数之=/( % , ) )在点(％o O o )处对y 的偏导数定义为

1. f(10，？ 0 +  △ » )  —  / ( 1 0 ，) 0 )h m ； ：~ ,
△y f  0 △ y

记为

第 u 。' 乳 二 ” 九(了。，？。)， … 。，" ) ， 叼|；二；。 或 叼|(…

*z  j  ∙y 0 ,  ∙y ∙y 0 y  -y o

类似地，可定义三元及三元以上函数的偏导数.

对多元函数中的某个自变量求偏导数，就是将其余的自变量看作常数，对这个变量求一元

函数的导数.

2 . 高阶偏导数

设函数z = " z , y ) 在区域D 内存在偏导数寸=  f c ( ι , y ) , 热 =九 (”,?).如果这两个

偏导数在。 内仍存在偏导数，则称它们的偏导数为函数z = ∕ ( z , y ) 的二阶偏导数.函数之=

f ( z , y ) 的二阶偏导数共有四个，它们分别为

1 O = 翡 = % (3 ) = 九 ( 2 3
或记为 f u  , z 1 1 ;

怖 圜  = £ ^ = ，具7 ) = 九 ( 3 ) ' 或记为 / 1 2 , 狗2 ；
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导 圜 = 募 = 八 ( 3 ) = Μ (3 )，
或记为 f  21 » 2：21 ?

擀 管 ) = 券 = ，" (K ) = % (3 )，
或 记 为 《/*2 2 ，之2 2，

其中 f xy (z  , y )及 f yx (x  称为二阶混合偏导数.

定理 2 如果函数f ( z , y ) 的两个二阶混合偏导数f r, ( z , y ) 及 f% (% ,y )都连续，则它们

相等.

3 . 全微分

设函数 N = ∕ ( Z , V ) 在点 ( z , y ) 的某个邻域内的全增量为

∆z = ∕ ( x  +  Ar ,y +  △? ) —∕ ( x  9y ) .
如果它可以表示为

△z =  A ∆x +  B +  o (p ) ,

其中A , B 不随变量∆ x ∕ y 变化而变化，它们仅与z , y 有关 ,p =  j A i + A 3,2 ,0 (p )是。的高

阶无穷小量( p f θ ) ,则称函数z = f ( z , y ) 在点( z , y )处可微，并称A A τ + B ^ v 为该函数在点

(力，y )处的全微分，记为 dz.
当函数z = f ( 巧 y )在点(巧？)处可微时，有

九(了，) ) =  A , f y {x ,y )  = B .
记 A x = d x  ,Ay =  dy ,于是

a? 分夕

dz = f x (x  9y )d r  +  f  y ( JC 9y )d y 或 dz = - d τ  +  — dy.
∂x σy

定理 3 如果函数 ∕ ( z , y ) 的两个偏导数在点(1 , 、)处连续，则该函数在点(z , y ) 处
可微.

类似地，可以定义三元函数" = " z 0 ' z ) 的全微分，并有

4 . 可微、可导及连续之间的关系

在多元函数中，可微、可导及连续之间的关系与一元函数的情况有所不同.对于多元函

数，有：

1 ) 可微必可导，可导不一定可微；

2 ) 可微必连续，连续不一定可微；

3 ) 可导不一定连续，连续不一定可导.

5 . 复合函数的导数或偏导数

复合函数的求导公式(链式法则)：

1 ) 若 N = f( u  , D ) , M = W ( Z )," =  "(％)可微，则复合函数 ̂ = ∕( φ ( j c )  , " ( ∙ r ) )可导，并有

-d-z-- ≡: ∂ z  •  du  -|.- --∂-z-- •  dx ; •
dx ∂u dx ∂v Ax

2 ) 若 z = ∕ ( "  ,o )  = w (z  ,y )  ,a  =  e (∙r  ,y )可微，则复合函数 z =  ∕ (w(i , y ) ) 的
偏导数存在，并有

∂z ∂z ∂u . ∂z ∂v ∂z ∂z ∂u ∂z ∂v= — — • ■ -I--- •   9   =  ——  • ——  -4— —  •  •
∂x---∂u ∂x ∂v ∂x ∂y ∂u ∂y ∂v ∂y
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3 ) 若 7 =  "〃),〃 =中 (- 3 0可微,则复合函数2 = " 少包,3 ) ) 的偏导数存在,并有

∂z dz ∂u ∂z dz ∂u
∂x  du ∂x ∂y  du ∂y *

6 . 隐函数的导数或偏导数

1 ) 设函数F G c ,y )在点C r° ,y ° )的某个邻域内具有连续偏导数，且

F y ( x 0 ,j⅛) K  0 ， F ( x 0 ，yo) =  0 ，

则方程F ( z ~ ) = 0 在点( l ° , y ° )的某个邻域内可唯一确定具有连续导数的函数y = f ( z ) ,使

得 y o = " % o )，并有

苴
石 一 Fy 5

2 ) 设函数F ( N 0 , Z ) 在点( z ° ,y ° ,z ° )的某个邻域内具有连续偏导数，且

F z (x 0 ，y o，% ) ≠  0, F(%o ,了0 ,之0) =  0,
则方程F ( z , ) , z ) = 0 在点(z 0 ,y o ,z ° )的某个邻域内可唯一确定具有连续偏导数的函数z =
∕ ( z , y ) ,使得 z 0 = fC x 0 ,y 0 ) ,并有

∂z  ■ ..  ΣΞZZ F--x  ---  . ∂z - --  ZZZ F--y- ---
∂x Fz ∂y  F /

三、二元函数的极值

1 . 极值的定义

设函数 f ( z , ∕ ) 在区域D 上有定义，点入(之。，？。)的某个邻域5 = ：。.

如果对于U 中异于P 。的任何点P ( z , y ) ,总有不等式 ∕ ( z , y ) < f  ( z ° ,y ° )成立，则称

∕ ( z ° , y ° ) 为函数 " z , y ) 的极大值，而称P 。为极大值点.

如果对于U 中异于P o 的任何点P ( Z Q ) , 总有不等式“ 巧 v ) > f ( z o 0 ° ) 成立，则称

/ (2 。0 。)为函数“力之)的极小值，而称「。为极小值点.

2 . 取得极值的必要条件

如果函数 f  ( z 2 ) 在点 P ° ( z ° ,y ° )处的两个偏导数都存在，且此函数在该点处取得极

值，则

f ，第 0，？0) =  0， f y  (^ 0，/ 0 ) = 0 ・
使得函数 f  ( N ,y )的两个偏导数都等于零的点称为驻点.与一元函数类似，可导的极值点

必是驻点，但极值点不一定是驻点.

3 . 取得极值的充分条件

设函数 小 ,))在驻点(诙，y 。)的某个邻域内具有二阶连续偏导数.令

A =心工(3 (),?0) , B ≈ f x y Cjc0 »>0 )> C = f y y ( x 0 , › 0 ) » = B 2 — A C ,
于是有：

1 ) 如果A V 。,则点( x ° ,y ° )是函数 f C r ~ ) 的极值点，且当 A < 0 时，/ (诙，y。)是极大

值；当A > 0 时 , f  ( z ° ,y ° )是极小值.

2 ) 如果△>(),则点( z ° ,y ° )不是函数f G c ~ ) 的极值点.

3 ) 如果△=(),则函数 f ( z , 3O在点(“。，、。)处有无极值不能确定，需用其他方法判别.

4 . 条件极值

1 ) 求二元函数 f ( n y ) 在约束条件p ( z , y ) = 0 下的极值点，可以按照如下步骤进行：
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①构造拉格朗日函数：

L ( z , y ) = f  ( z  , j ∕) ÷ λ φ ( x  , > ) ,
其中入为拉格朗日乘数.

②解方程组

L x (x , jz )  =  f , y )  + λ φ x (x  , y )  = 0 ,

( z  , y ) = 九 (z  ,y )  + λ φ y (x  ,3/) = 0 ,

g ( z  ,3/) = 0 .
若 λ 0 , x 0 ，y o 是该方程组的解，则(z 。9 。)是可疑的极值点.

2 ) 求三元函数 ∕ ( n y , z ) 在约束条件a ( z , ∕ , z ) = 0 下的极值点，可以按照如下步骤进行：

①构造拉格朗日函数：

L ( x  ,y  9z ) = f ( x  9y  , z ) + λ φ ( x  9y  9z ) ,
其中人是拉格朗日乘数.

②解方程组

L x (x  9y  , z )  = f x {x  ,y  >z) ÷ λ φ x (x  ,3/ ,z )  = 0 ,

L y ( κ ,y , z )  = ∕ ∖ ( z , y , z )  + λ φ y (1  ,y  ,z )  =  0 ,

L z ( x , j ∕ , z )  = f z (x  ,3/ ,z )  ÷ λ φ x (x  ,3/ ,^ )  = 0 ,

φ { x  ,y  ,2 )  = 0 .
如果 λ 0 , x 0 沙。，z。是该方程组的解，则点(z° , 3 ∕ 0 ,之。)是可疑的极值点.

四、多元微分学的几何应用

1 . 空间曲线的切线与法平面

给定空间曲线L ：

X = z  (力)，

γ y  = y (，)，

z - z { t } ,
其中函数z α ) , y ( z ) , z α ) 具有连续导数且导数不同时为零,设曲线L 上的点P°(N °O °,N°)
对应的参数为 t。，则曲线L 在点P o 处的切向量为

{ x '(fo ) ,y 'G o )  , z '( % ) ).

此时，切线方程为

χ  — JCQ y  -  yo z — z 0

/ ( 外 ) 3̂ , ( i 0 ) ∕ α 0 ) ,

法平面方程为

χ f ( t 0 ) ( χ - χ 0 ) + y ∖ t 0 ) ( y - y 0 ) + z ∖ t 0 ) ( z  — z 0 ) = 0 .

2 . 曲面的切平面与法线

给定曲面E 的方程F ( ι , y , z ) = 0 ,其中函数F ( x , y , z ) 具有连续偏导数且三个偏导数不

同时为零.设P ° (1 °  ,外，％)是曲面W 上的一点，则曲面2 在点P o 处的法向量为

{F x (%o ,yo ,Zo) ,Fy(%o ,y o，之0)，F M(K O ,》o，No)}・
此时,切平面方程为

F H (∙Xo，? 0 ，Zo)(1  — Zo) +  F y (No，Vo，No)3  -  ? 0) +  Fz (%0，丁0，20)(N — Zo) =  0 ，

法线方程为
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N —忆0 _  ― ―  y 0  Z - Z Q

F x （工0 ,y° ,z 0 ） F y （j70 ，:y。，20） F z（%。，义，zoM

五、方向导数与梯度

1 . 方向导数

若函数〃=/（巧 y , z ）在点 P （% , ∕ , z ）处可微，方向I 的方向余弦为cosα,cosp,cos八则

函数”孙力 2）在点 P （z ，y ，z ）处沿方向I 的方向导数为

∂u ∂u . ∂u _ , ∂u— = — cosα +  — cos/? +  — cosy.
ol στ σy oz

2 . 梯度

设函数 " = ∕ （z ,V ,z ）在空间区域G 内可微，则该函数在点P°（X°OO,NO）∈G处的梯度

定义为向量

g r a d ∕ （x 0 ，？ 0 ，之0 ）=  / 工（2 0 ，？ 0 ，N o "  +  ∕ y （Z o ，？ 0 ，N o ）j  ÷  fz（Z o ，V o ，Z o ）匕

梯度的方向是函数变化率最大的方向.在梯度的方向上函数的方向导数取得最大值

∣g r a d ∕ （x 0 ，丁。，之o ） I .

复 习 题 二

一、填空题

1 . 设函数 ∕ （s ）= 不 含 ，则 ∕ R , 1 ）= .

2 . 若函数 f  （力，jθ  =  ln（z - / J ? —, 2 ）（z ＞）＞o）,则 ∕ （I + y  ,%—/ ）= .

3 . 函数 z = 二工、的定义域为 .

4 . 若工，= v * ,则 学 = .

5 . 由 方 程 比 严 +在 方 干 τ =√∑所确定的隐函数z =  z （z , 3 ）在点（1 ,0 , — 1）处的全

微分为d z = .
6 . 函数〃 =  ln（i + ∕ + ∕ ）在 点 2）处 的 梯 度 为 .

7 . 椭圆 f ∕ + 2 ∕  =  12 ,绕 ？轴旋转所生成的旋转面在点M （O,痣 ,畲 ）处指向外侧的单

[2= 0
位 法 向 量 为 .

8 . 设函数 z =  f （u 逸，如）可微，"=%2,o =  sine",τυ =  lr∖y ，则 — = .

9 . 设函数 ∕ （z , y ）满足力九（z , y ）+ " y （z ,y  ） =  了（力，3/）,九 （1 , - 1 ）= 3 ,点 P （l , - 1 ,2）

在曲面z = ∕G r , y ）上,则该曲面在点P 处 的 切 平 面 方 程 为 .

10 . 函数 f  （z  ,y ）= ①3—4， + 2 ]、一丁 的极大值点是 .

二、单项选择题

1 . 设函数〃 1 , » ）= 到 一 / 3 一巧3 ,则下列〃1 0 ）的表达式中错误的是 （ ）

（A）在直线Z = 1  上，f （2 ,y ） =  —/  ；
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( B )在直线 y = 0  上 J ( i , y ) = O ；
( C )在圆 Y + y 2 = ι  上 , f (R ,y ) = 0 ；

( D )在抛物线 y = F  上，f ( n , y ) = ∕ - 2 R 7 .

2 . 如果函数z = ∕ + ∕ 在所给的区域D 上有最大值和最小值，则 D 可能为 ( )

(A) D  ： (x  — 4 )2 ÷  (3/ ÷ 5 ) 2<1OOJ (B) D  ： (x — 4 )2 +  ( ^ ÷ 5 ) 2 ≤ 4 J

(C) D  ∙ z > 0 , y 3 0 ； (D) D  ： z + y ≤ 2 .
3 . 设函数 ” z , y ) 在点 ( z 。,y。)的某个邻域内有定义，则下列结论中正确的是 ( )

( A )若 九 (z o θ o ) , A ( z o , y ° )都存在，则函数 " z , y ) 在点生0，外)处连续；

( B )若 九 (io ,y o ) " y (% o ,y o )都存在，则函数 ∕ ( z , y ) 在点(％o,yo)处可微；

( C )若 f c (Zo ,y o ) ,九 (1 o，?0)都不存在，则函数 ∕ ( z ，?)在点G o，?0)处不连续；

( D )若心 (巧？)，心 (不？)都在点(2 。0 () )处连续，则函数”“沙)在点(7 ()0 () )处连续.

4 . 设函数

[(x 2 + j^ 2 )sin - 7 - 7 2» l + y 2 ≠ 0 ,
f ( z , y ) = J  / + /

[θ, x z + y 2 =0,

则函数 f ( z , ∕ ) 在原点(0 ,0 )处
( A )偏导数不存在； ( B )不可微；

( C )偏导数连续； (D )可微.

dz
5 . 设 N =  z ( z , ) ) 是由方程ez -χ yz = 0确定的隐函数，则丁~ =

στ

)

)

( A ) IT；
； ( C ) ^ ⅛  ω ) ^ π ⅛ .

6 . 已知函数" z , y ) 在点 ( z。，y0)处的偏导数存在，则下列结论中正确的是

( A ) 函数 ” z , y ) 在点(斗,九)处连续;

)

( B )函数函数. ) 在点 ( z o ,y ° )处可微;

( C )函数”力0 。)在点 1 = 1 。处连续；

( D )函数 " z ，3 )在点(z o ~ o )处沿任意方向的方向导数都存在.

7 , 设函数F ( z  , y )具有连续偏导数，且 F ( z  ,y ) ( y d r + % d ) )是某个函数〃(z , y ) 的全微

分,则函数F ( z , J 应满足

z a 3F  3F
(A) o~x  oy ；

… 3F 8F
(C) y — = x  — ;

ox σy

( )

… ∂F  ∂F
(B)%  获 = )  戒;

(D) 一
∂F  ∂F
获 『 万

8 . 函数 f ( z , y ) =  " 可 在 点 (0 ,0 )处 ( )

( A )连续； (B ) 不连续； (C ) 可微； (D )偏导数存在.

9 . 在曲线z = " v  =  - ∕ , z = * 的所有切线中，与平面^ + 2 y + z  =  4 平行的切线( )

( A )只有一条； (B ) 只有两条； (C ) 至少有三条； (D )不存在.•

10 . 设函数 f ( z , y ) 在点包。沙。)的某个邻域内有定义，则下列结论中错误的是( )

( A )若在点C r0,yo)处沿任何方向的方向导数都存在，则函数 " x , y ) 在点 (1 o ,y 0 )处的
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偏导数存在；

（B）若函数∕（x ,y）可微且g =  grad∕（z0 ,y。）≠O,则在点（了。，？o）处，函数f （] ，））沿 g

方向的增长速度最快；

（C）若函数∕（z, y）可微且g=grad∕（io ,y°）#O ,则在点（X。，y0）处，函数f （力,））沿一g

方向的下降速度最快；

（D ）若函数∕（n 3O 可微,则在点（4 ，外）处沿任何方向的方向导数都存在.

三、综合题

1 . 设 函 数 一 求 函 数 ”巧 y）.

2 . 设函数 ∕(z , y ) = l + y 2  —zyarctan 三，证明：f(tx ,ty)-t2f{x,y).

3 . 设函数 “了,））= %  +  （、- l）arcsinj^,求偏导数 f x （J7 ,1）.

4 . 已知一个矩形的宽为％ =  6 m ,长为y =  8 m .如果宽增加5 cm,长减少10cm,问：该矩

形的对角线大约改变了多少？（提示：利用全微分.）

5 . 设函数

] …” 3  3, l + ∕ ≠ 0 ,
∕（z, y） = 1 % 2  + , 2 ）2

[θ, x 2 +  y 2 =0,

证明：在原点处，该函数连续且两个偏导数都存在，但不可微.
』十,2

6 . 求函数之=（l 2 + / 兀七六的偏导数.

7 . 设 函 数 ，其中/为可导函数，证明：- ∙ I Ξ + - ∙ I Ξ =4.
fkx ~ y  ） x ox y dy y c

8 . 设 z =ι Q  ,z） ,y=y{x 9z），之= z  （JC ,y ）都是由方程F （x 9y 9z）= 0 所确定的具有连

续偏导数的隐函数，证明：里 • 空 ・IΞ = - I .
∂y ∂z ox

9 . 设 / 一 = / （α为常数），求
oxσy

a? a?
10 . 设 F （巧 1 + w % + v + z ）=0 ,其中函数F 可微，求偏导数

ox αy

11 . 求函数I（αR）=  （αz+ 6 —i ）2c k 的极小值点.
Jo

12 . 设 z（ι,'）是由方程sin（ιyz）-- ---  =  1 所确定的隐函
z-Jcy

数，求偏导数3 （0,1）.

13 . 有一个横断面为半圆盘的柱形敞口容器（图 2-24）,其柱长

为 H , 半圆的直径为2R.如果该容器的表面积为定值S,问：当 H

和R 各为多少时，可使得该容器的容积最大？

14 . 已知一个矩形的周长为2 " 将它绕其一边旋转而得一个旋
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转体.问：当矩形的边长各为多少时，可使得该旋转体的体积最大？

15 . 求内接于半径为α的球且有最大体积的长方体的长、宽和高.

16 . 在第一卦限内作椭球面捻+，+ 捺 = 1（。〃 。>°）的切平面，使得该切平面与三个

坐标面所围成四面体的体积最小.求出这个切平面的切点及相应的最小体积.

17 . 一个工厂中某种产品的产量S（单位：吨）与两种原料A , B 的用量Z Q （单位：吨）的

关系为S =  0.005ly,现准备向银行贷款150万元购进原料，已知原料A , B 的价格分别为

1 万元/吨和2 万元/吨，问：怎样购进这两种原料才能使这种产品的产量最大？

18 . 证明：曲面z " = / （a > 0 ）上每一点处的切平面与三个坐标面所围成四面体的体积

为一个常数;并求此常数.

19 . 证明：曲面√Σ +  √7+√7=√7（α>0）上每一点处的切平面在各坐标轴上的截距之

和等于α.

20 . 证明：球面1 2 + / + 炉 = 2。1 与∕ +∕ + z 2 = 2乃 相互正交（交点处两个球面的法

线相互垂直），其中a ,b为非零常数.

21 . 在空间的哪些点处，函数〃=l 3 + / + ——3］严 的梯度分别满足下列条件？

（1）垂直于z 轴； （2）平行于z 轴.
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重积分

定积分有很多重要的应用，如求平面图形的面积、旋转体的体

积 、变力所做的功等.由于定积分的被积函数是一元函数，积分范围

是数轴上的区间，这就限制了定积分在更大范围上的应用.大量的

实际应用问题涉及多元函数，于是就产生了多元函数的积分学.本章

所讲的重积分以及下一章介绍的曲线积分和曲面积分,都属于多元函

数的积分学，它们都是在定积分的基础上推广得到的，因而无论是从

定义、性质上还是从计算上来说，都与定积分有着密切的联系.

§ 1 二 重 积 分

1 . 1 二重积分的概念与性质

一、二重积分概念的引入

1 . 曲顶柱体的体积问题

设曲面W 的方程为2 =  / （力，？），（巧 ））€。，其中D 是有界闭区域,

则曲面£ 在 O x y 平面上的投影是D 假 z八
定 “工 »）连续，且 f  G c ,y ）＞O ,此时曲

面W 在 O z y 平面的上方.以D 的边界

为准线，作母线平行于z 轴的柱面.在此

柱面内，以曲面2 为顶，区域 D 为底的

空间闭区域称为曲顶柱体（图 3-1）. 我们

来求这个曲顶柱体的体积V∙
如果曲顶2 是某个平面n =九，则曲

顶柱体是平顶柱体.这时柱体的高度不

随点（1 , y ）的变化而变化，于是有

V  =  D 的面积X 高 =。的面积X /i. （1）

但是，当E 是一般的曲面时，高度 z = f G r , 3O随着点（z ~ ）在 。 内的变化

而变化，因此这样的体积问题不能用通常的体积公式（1）来解决.我们这里

遇到了“变与不变”的矛盾.回忆在定积分中求曲边梯形的面积问题，在那

里解决问题的方法是在微小的局部以“不变代变这样的方法也可以用来

解决曲顶柱体的体积问题.

首先，用曲线网将D 任意分割成几个小闭区域：△。「△〜，…，△〃“（也

用这些记号表示相应小闭区域的面积）.分别以这些小闭区域的边界为准
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线,作母线平行于2 轴的柱面，这些柱面将原来的曲顶柱体分为72个小曲顶柱体，依次记为

ΔV1 ,ΔV2 , ∙∙∙,Δ V n (也用这些记号表示相应小曲顶柱体的体积)，则

V =  ΔV1 +  ΔV2 +  … +  △匕= ∑ Δ V 1. (2)
t≈l

当这些小闭区域都很小时，由于函数 ∕ a 沙)连续,因此在

同一个小闭区域上高度∕ α  ,» )的变化幅度也很小.此时,

每个小曲顶柱体都可以近似看作平顶柱体.在每个小闭

区 域 上 任 取 一 点 P N G % ) ,以 为 高 ，△巴

为底作平顶柱体(图3 -2 ) ,则它的体积为 ∕ ( ξ 1. , 71.)∆σ1.
因此，相应小曲顶柱体的体积为

ΔV, *  f ( ξ i 9ηi ) ∕∖σ l (z = l ,2 , ∙ ∙ ∙ ,z z ) .
于是，由(2 )式有

V  〜 ∕ ( ∈1，力 ) + ∕ ( f 2 ，小)△。2 H------ F / (巳，% ) △% =  ∑ ∕ ( f i  ,q i )M t.
t = 1

和式 ∑ ∕ ( e i ,7 l )∆σ1 仅仅是V 的近似值，但是各小闭区域被分割得越细密，这种近似程度就
i ≈ l

越好.将〃个小闭区域直径①中的最大值记为，如果入很小，则各小闭区域都很小，也表明分

割得很细密.可以看到λ 是分割细密程度的度量,如果这样的分割无限地细密下去，即 λ - 0
n

时，和式 的极限存在，则把这个极限值定义为该曲顶柱体的体积，即
3 = 1

n

V  = ∖i m y ^ f ( ξ i , / ) △%. (3)

2 . 平面薄板的质量

将 O% y平面上的有界闭区域D 看作一块平面薄板,其上点(z , y ) 处的面密度为p ( z , 30 ,
其中p (z  o ) > 0 且连续.我们来计算该平面薄板的质量M.

如果该平面薄板质量的分布是均匀的，即面密度恒为常数：p ( z ” )三c ( c 为常数)，则面

密度不随点(2 , y )的变化而变化，从而有

M = D 的面积X c. (4)
但是，如果该平面薄板质量的分布是不均匀的，即面密度p ( z ,3 )随着点(了，))的变化而变化，

该平面薄板的质量M 就不能按照公式(4 )来计算了.这又是一个“变与不变”的矛盾.我们可以

用处理曲顶柱体体积的方法来处理这类质量问题.

用曲线网将平面薄板D 分为有限块小平面薄板：△内 ,∆σ2 , ∙ ∙ ∙ ,∆ σ π (也用这些记号表示相

应小平面薄板的面积，图 3 -3 ),这些小平面薄板的质量依次记为A M ι,A M z,…，AM” ，则

M  =  ∆M 1 +  ΔM2 +  ∙∙∙ +  ΔM π =  . (5)
i = l

由于面密度p ( z , y )是连续函数，当这些小平面薄板的直径都很小时，面密度p ( % ,y )在每块

小平面薄板上的变化也很小，所以可以认为每块小平面薄板质量的分布是近似均匀的，即认为

① 一个闭区域的直径是指该闭区域上所有两点间距离的最大值.当闭区域是圆形闭区域时，闭区域的直径就是圆的

直径.
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在每块小平面薄板上的面密度近似于一个常数.在第，块小平面

薄板△% (，= 1 ,2 ,…，九)上任取一点(6 ，7  ) , 将 ∆σ1 上的面密度

近似看作在点(6 ,%  )处的面密度p 0  , /)，则△明的质量为

ΔM产 p （& , 7 ）△*  （i =  l , 2 , ∙ ∙ ∙ , n ）.
于是，由(5 )式得

M *  p （& ，力）∆σι + p （3  ,小）丽 2 4------ F p（然, g M n

=  ∑ L 0 ( & ，%)△ %・  图 3-3

i = l

对平面薄板D 的分割越细密，这种近似程度就越好.仍用λ 表示

所有小平面薄板直径的最大值，它是分割细密程度的度量.如果分割无限细密下去，即入- 0

时，和式 的极限存在,则把这个极限值定义为该平面薄板的质量，即

二、二重积分的定义

上述两个问题的实际意义虽然不同，但是求解它们所使用的数学方法却是一样的.于是，

我们归纳出二重积分的概念.

定义 1 设“巧 y )是定义在有界闭区域D 上的函数.将D 任意分割成几个小闭区域：

∆σ1 , ∆σ2 ，…， (它们也表示相应小闭区域的面积).在每个小闭区域 ∆σ∖ 上任取一点
n

( & , % )，做乘积“矣,7 )/ ^ ( £  =  1 ,2「・・，九)，并做和式 E f 0 , Q , ) M i .如果这些小闭区域

直径的最大值；l->O时，这个和式的极限存在，则称此极限值为函数f ( z 0 ) 在 D 上的二重积

分，记为

J ∕ ( z , y ) d σ ,  即 =  lim ^ j ∕ ( ξ l 9ηi)^σi , (7)
D D i  =  1

其中 ∕ ( ∙ r  , y )称为被积函数" ( i , ) ) d o 称为被积表达式称为面积元素，z 和;y 称为积分

变量，。称为积分区域，∑ ∕ ( ∈l , 7 l )∆σ l 称为积分和.此时，也称函数 ∕C z , y ) 在 。上可积.
t = l

注 1 ) 二重积分的定义可以分为三个步骤：对函数的定义域进行分割，做积分和，取积

分和的极限.与定积分的定义相比较,这是它们的共同点.以后我们还可以看到，这三个步骤也

是其他积分定义的共同点.

2) (7 )式中的极限是一种特殊的极限,它的意义是：无论对定义域。做何种分割，也无论

； . . ； 各小闭区域△明上的点( & , ? )怎样选取，只要入充分小，积分

和 ∑ ∕ ( f t , 7 l )∆σ1∙ 就会与某个实数充分接近.

3 ) 面积元素的记号d σ 是由积分和中的△巴转化而来的,

因此它的直观意义是微小的面积.

在二重积分的定义中，对积分区域D 的分割是任意的,现

考虑用平行于坐标轴的直线网来分割D (图 3-4 ) .将含边界点的

图 3-4 小闭区域记为△。入不含边界点的小闭区域都是矩形闭区域，将
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其记为△巴，设其边长分别为△巧，△乂，则小矩形闭区域△%的面积为

△% = Δ tXjZ∖y j∙
因此，(7)式中的积分和可分为两部分，即

n
，％)△% =  ∑ ] " M ，%)△/△〃 +  ∑ f (？k ,r∣k)M]

i≡=l j k

可以证明上式右端第二个和式的极限为

，n C  = 0 ，

则 (7 )式变为

[Γ ∕(x ,j ∕)d σ  =  l iι∏ y ^ ∕(g , (7 ) ,

JJ λ→0D j

通常将这种分割下的二重积分记为j j ∕ ( 巧 3O d z d y ,即
D

(] ，? )do = / / ( 1  ,y )d rd y .
D D

这时，面积元素为db =  d N d ) ,称之为直角坐标下的面积元素，它是由(7)，式右端和式中的记号

△孙△笫转化而来的.

由二重积分的定义，当〃巧 y ) > 0 时，(3 )式中曲顶柱体的体积V 可以表示为

V = jj ,∕ ( x  9y)dσ, (8)
D

这就是二重积分的几何意义.

同理，(6 )式中平面薄板的质量M 也可以表示为二重积分：

M  = J p ) (∙r  >j∕)dσ. (9)
D

根据二重积分的定义，可以得到下列结论(证明略)：

1 ) 若函数 ” X ,3 )在有界闭区域D 上可积，则函数 ∕ ( z , y ) 在 D 上有界；

2 ) 若函数 ∕ ( z , y ) 在有界闭区域D 上连续，则函数 f ( z , y ) 在 D 上可积.

三、二重积分的性质

比较二重积分与定积分的定义，可知二重积分与定积分有很多类似的性质.下面总是假定

所给出的函数都在相应的区域上可积.我们不加证明地直接叙述二重积分的一些重要性质：

性质 1 常数因子为可以提到二重积分号外面，即

J J ^ ∕( x  ,j∕)dσ  ,jz)dσ.

D D

性质2 函数和或差的二重积分等于二重积分的和或差，即

U (f (N , ) )  ±  g ( z  ,3O)d0 = J J ∕( x  ,j∕)dσ  ± J g ( z  9y)dσ,

D D D

性质 1 和性质2 统称为二重积分的线性性质，它们可以用如下统一的公式来表达：

J J ( α ∕( x  , › )  ÷ ⅛ ( x  ,jz))dσ ,j∕)dσ  + b j g ( ∙ r  ,j ∕)d σ ,

D D D

其中Q,6 为常数.

性质3 (区域可加性)若积分区域D 被分为两个闭区域D 1 与。2(记为 D =  D 1 + D 2 ) ,
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则 D 上的二重积分等于D 1与 。2 上的二重积分之和，即

j j ∕ ( x  9y s)dσ = J J f  (x  ,y )d σ  +  J J ∕( x  9y )d σ t

D D1 D2

性质4(单调性)若在有界闭区域D 上恒有 f ( z , y ) > g ( z , y ) ,则
] J ∕( z ,y )d c r  ≥ j f g ( ^ , j ∕) d σ .

D D
由单调性可推知，若在有界闭区域D 上恒有 ∕ ( z , y ) > 0 ,则 / / ( % 之 ) * > 0.

D
又由于在有界闭区域。上恒有一|/(巧3 0 | « ( I 0 )< " ( 巧 )) 1,所以由单调性有

—]J ∣∕( ^ ,3 ^ )  ∣dσ ≤ J J ∕( j c , j ∕) d σ  ≤ J , ∣∕ ( j c , › ) ∣dσ.
D D D

于是

]J∕(∙37 ,y )dσ  ≤  J  l ∕ ( ^  9y )  ∣ dσ.
D D

性质5(估值公式)设在有界闭区域。上恒有τ n ≤ ∕ ( z , , ) ≤ M ,其中 a , M 为常数，则

m ∣D ∣≤ J J ∕ ( ^ , ^ ) d σ ≤ M  ∣D ∣,
D

其中∣D I表示D 的面积(以下都用∣D |表示D 的面积).

性质6 (积分中值定理) 设函数〃/沙)在有界闭区域D 上连续，则在D 上至少存在一

点(W，7)，使得

9y)dσ = f ( ξ 9η) ∖D∖.
D

特别地，当 / ( 1 , ” 三1 时，有

J ∕  (% ,')d o  =jpld(T =jj*dσ = ∣ D | . (10)

1 . 2 直角坐标下二重积分的计算

下面我们根据二重积分的几何意义来讨论直角坐标下二重积分的计算问题.这种计算是

将二重积分化为两个依次进行的定积分，称之为二次积分或累次积分.

设积分区域可以表示为

D ： a ≤ z ≤ 6 , % ( z ) ≤ j ∕ ≤ 9 2 ( z ) ,
其中外(了)，孙(了)在区间工，打上连续.能够表示为这种形

式的区域称为X 型区域，其特点是：D 在 1 轴上的投影为区

间[ a ,6 ] (称为投影区间)；过区间(a , 6 )内任意一点文作垂直

于z 轴的直线 z = z , 它 与 D 的边界最多有两个交点(图

3 -5 ).当这样的直线沿水平方向移动时,这些交点的轨迹分别

构成D 的两条边界线.位于下方的边界线y = 外(①)称为下

边界，位于上方的边界线、=  W2(z ) 称为上边界.

设连续函数2 = " ] , y ) > 0 , C r , y ) G D .该函数所表示

的曲面》在。 平面上的投影就是区域。(称为投影区域).
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以曲面W 为顶 , D 为底的曲顶柱体的体积V 可以表示为二重积分：

V  = J ,∕ ( x  ,y )dτdy  .

D

我们采用定积分的方法来计算这个体积,此计算过程也就是二重积分的计算过程.

在区间［α ” ］上任意取定一点小，用过点 Ι 。且垂直于z 轴的平面去截曲顶柱体［图 3-6
(a )［, 并 设 截 面 的 面 积 为 S (诙 ).这时，截 面 在 O y z 平面上的投影区域是以区间

［% ( z 0 ) ,% ( z ° ) ］为底，曲 线 z =  ∕ ( z ° o ) 为曲边的曲边梯形［图 3-6 (b )］.根据定积分求曲边

梯形面积的公式，这个曲边梯形的面积为

把］。记为巧则截面的面积为

产 2(工)
S (x ) =  fC x  jyyd y . (11)

J⅞＞］(N)

于是，曲顶柱体的体积元素是d V = S (z )d力，从而曲顶柱体的体积为

V = ∫ ∖ (x)cLr. (12)

所以，我们有计算公式

J J f  (z  ,y )d zd y  =  j  ( j  ：) f  ( r  )dy ) d r . (13)

上式也记为

j j ∕  ( JC ,y )d x d y  = |  d x j  ” N ,y )d ). (14)

我们称(14)式为先对了、后对 x 的二次积分.

可以证明，如果" z , y ) 不是非负函数，二重积分也可用公式(13)或(14)来计算.因此，如果

第一个定积分按照(11)式进行，称之为内层积分.在这个积分中将力看作常数，积分变量

为 y .这时，被积函数f ( z , 丁)是关于y 的一元函数，积分的上限中2(了)和下限外(1 )对于积分

变量y 来说也是常数，从而(11)式是积分变量为v 的定积分，其积分值与工有关，因此积分的

结果是关于］的函数S ( z ) . 第二个定积分按照(12)式进行，称之为外层积分.它的积分变量

是不被积函数是内层积分的结果S C O ,积分的上、下限分别是常数6 和 α∙
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我们在计算二重积分时，确定二次积分的各积分限是重要的一步.为此，我们做出一个直

观的描述：外层积分的积分限由积分区域D 在］轴上的投影区间［α,b］确定，根据α≤6,取 Q

为下限" 为上限；内层积分的积分限由上边界y =  % (］)和下边界？ =  Pι(］)确定，根据

φ1(jr)≤φ2 (x)，取外(力)为下限，⑺(％)为上限.

Γφ 2 (工)

对于内层积分 f ( z 0 ) d y ,当把z 看作常数，积分变量y 从 % (%)变到孙(“)时，点
J" H )

(%,y)沿垂直于2 轴的直线z = % 从下边界点变到上边界点.我们用由下边界点指向上边界

点的箭头来表示这种变化(图3-7).每个箭头都由一个％确定，当 %从 α变到6 时，这些箭头

扫过了整个积分区域D .我们将公式(14)中确定积分限的方法归纳为一句话：从小到大，从边

界到边界.这里“从小到大”是指积分的下限总是小于或等于上限.

例 1 计算二重积分I = 。 )也 打 ，其中D 是由抛物线y = ∕ 及直线y = z 所围成的闭

D

区域.

解 积分区域。如图3-8所示，其中抛物线与直线的交点坐标由方程组P = l ' 的解确

定.显然, D 在z 轴上的投影区间为［0,口，上边界为y=ι(O≤x≤l),下边界为)=∕ (0≤

z≤l)，从而

于是

D  ： O ≤ N ≤ 1 ,  1 2 ≤ y ≤ ∙ r ,

如前所述,先做内层积分J：力)打的计算，将 “看作常数,对了求定积分，即

^T^L2

可见，内层积分的结果是关于l 的函数.外层积分就是对这个函数在［0,1］上求定积分，从而

z = y f (X3 - ^ 5)dx =  J (JX4
 -  J X 6) I = )

整个计算过程为

1 = 1 d x C到dy = ∫ :（罟 ）也=⅛ ∫o
1^ 3 - ^ 5）̂ = ⅛
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注 在做内层积分时，由于Z 被看作常数，则

这时，二次积分也写为

于是

这样的演算更为方便.

设积分区域D 可以表示为

D ： c≤ y≤ d  必 (y)≤ z≤ 32(y),

其中必（y）, % （y ）在区间［c）1上连续.能够表示为这种形

式的区域称为Y 型区域，其特点是：D 在y 轴上的投影区间

为［c " ］,过区间（c,d）内一点）作垂直于丁轴的直线y =

3 ,它与。的边界最多有两个交点（图 3-9）.当这样的直线沿

垂直方向移动时，这些交点的轨迹分别构成。 的两条边界

线.位于左边的边界线1 = 弧（？）称为左边界,位于右边的边

界线］=必 （丁）称为右边界.同样，如果函数”巧y）在 D 上

连续，则有

9y ）dxdy =  J （J ：）/ （% ,?）五 ）dy

"  r≠2 （＞）
=  dy f （%,y）dx. （15）

我们称（15）式为先对/ 、后对y 的二次积分.与前述的二次积分类似，外层积分的积分限

由积分区域D 在y 轴上的投影区间［c " ］确定；内层积分的下限是左边界1 = 如（）），上限是

右边界1 = M 3 ）.做内层积分计算时，将 6 看作常数，积分变量是工.这时需注意，左、右边界

都应表示成。为y 的函数的形式.

如在例1 中，积分区域D 不仅是X 型区域，它也是Y 型区域（图 3-10）. D 在/轴上的投

影区间是［0,1］,左边界是R = y ,右边界是x =  G ，因此

D  ： 0≤)≤l,y≤z≤√5".

于是
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以上将二重积分化为二次积分来计算的讨论都是在积

分区域D 为 X型区域或Y 型区域时进行的.如果积分区域

D 不是这种两类区域,则需将D 分割成若干个小的X型区

域或Y 型区域，然后利用区域可加性，分别在各小区域上

做二次积分，再相加.如图3-11阴影部分的区域D ,就可分

为五个小的X型区域：D 1 ,D 2 ,D 3 ,D 4 ,D 5.

例 2 依 照 不 同 的 积 分 次 序 计 算 「 其中
d 图 3-11

D 由抛物线/ = % 及直线y = z - 2 围成. 2

解 先画出积分区域D 的图形.解方程组口 =∣ '可得两

Iy - X  一2

个交点(4,2),(1,— 1),故D 的图形如图3-12阴影部分所示.

如果先对了、后对1 积分，这时的上边界为一条曲线y  =

√7(0≤z≤4),而下边界为两条曲线) = 一 √7(0≤ι≤l)和

丁 一2(1≤①≤4).因此，需作出辅助线％ =  1,将。分为两

个闭区域D 左和。右(图3 -12),它们在2 轴上的投影区间分别

为［0,1］和［1,4］根据二重积分的区域可加性，有

I =  J  x y d1 d) +  jj x y dr d y .

D左 D右

分别在D 左，Q 右上做二次积分，此时

D  左：0 &  z &  1 , 一 ̂<∕̂ c &  y &  ∖f x  , D  右：l≤ z≤ 4 , z - 2≤ y≤  √Σ,

于是

f1 广
=  x d龙

Jo J .
JJ x y d x d y
D左

∙√Γ
y d y  =

- √x" 0

=  --J x\_(̂4x ) 2 — (― ∖[x )2]djr = 扑 " = 。,

=  ̂∣~j x[(√ẑ ")2 — (x -  2)2]dτ

= U  (- x z +  5JT2 -  4z)dz

c  ▼ 1 45 45
所以 I =  0 +  — .

O O

如果先对Ι、后对了积分,这时左边界为z=√ (T≤ y≤ 2),右边界为z=y+2(-l≤ y≤ 2),

它们各为一条曲线(图3-13).D在)轴上的投影区间为［ — 1,2］,因此D ： — l≤y≤2,∕≤

ι≤)+2 ,从而
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= [ J [ y  (y +  2)2 — y 5 Jd y
J -1  乙

--12 + 3 4 2 / 4)1 485 1
这个例题说明，选择适当的积分次序可以使得二重积

分的计算变得简单.对于某些二重积分，如果选择的积分次

序不当，二重积分甚至无法计算出来.请看下例.

例 3 计算二重积分 I  = j P e T c b dy , 其中 D 由直线y = z , y  =  l 及 y 轴围成.

D
解 如果选择先对外后对z 积分[图3√L4(a)],则有

I  = ∫  x 2d τ j ê y2d j ∕.
由于内层积分中e—/ 的原函数不是初等函数，所以内层积分无法计算，从而无法计算二重

积分L

如果选择先对7 、后对 y 积分[图3- 1 4 (b )],则有

=  5 ⅛ i [  y 5 d ( y 2 )  了 上 ？ /  ue^w du

例 4 设 。是由抛物线 ∕ = 2 z 与直线N =  J 所围成的闭区域，求 D 的面积 ∣ D ∣ .
Lt

解利用二重积分的性质，有 ∣D  ∣= JJd x d j ∕.
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下面两种方法来计算二重积分］|也打,

D

方法1 先对A 后对力积分，积分箭头如图3-15(a)所示.抛物线∕ = 2 z 可以表达为

y
= 士 反 . D 在1 轴上的投影区间为Γθ,y

乙

, D 的 上 边 界 为 丁 =后 ［≤ z≤ 5),下边界为

y =  -√ΣΓ(θ≤z≤!).于是

∣ D∣ = f d z f L d y  =
° β∕2z — (一 √2x )] dx — √x̂  dx

4√2
T ^ ×

图 3-15

方法2 先对］、后对 y 积分，积分箭头如图3-15(b)所示. D 在 y 轴上的投影区间为

［ — 1,1］；。的左边界是抛物线∕ =2 N (O< Z ≤ J),可以表达为z= 1∕ ( - l≤ y≤ l ) ,右边

界为x = 3 (  —l≤y≤l).于是

∖D 1

2
~ j y 2 )d y

例 5 设一块平面薄板所占的闭区域D 由直线z + v  =

2 , y = z 及y = 0 围成，它在 D 上任意点(z.)处的面密度是

该点到原点距离的平方,求该平面薄板的质量M .
解 此时面密度为p( n y ) =∕ 2 + 3A 由(9)式可知

M =]JP (* ̂ y )d xd y  =jp(x 2 +3∕2)dxd> ,
D D

其中积分区域D 是三角形闭区域(图3-16) .先对1 、后对

分，则有

y 积

9 一

k 乙
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例 6 设闭区域D ： 0 < y ( l , y≤ ι ≤ 2- y ,函 数 f (z ,y )在 D 上连续，将二重积分/ =

U "ι , y ) d z d y表示为两种不同积分次序的二次积分.

D

解 画积分区域D 的图形时应先确定它的边界.将D 中的不等式号改为等号，于是可得

D 的边界为y=z(0≤ z≤ l),z =  2 -  y ( 0≤ y < l )及方轴的一部分，从而 D 的图形如图3-17

(a)所示.

先对了、后对y 积分［图 3-17(a)人得到

I =  ［ dy f ∕(x ,>)dτ.

Jo J y

如果先对外后对 7 积分，需用直线Z =  l 将 D 分为两个闭区域。左和D 右［图 3-17(b)］,

于是

1 =  (% ,y)dzdy +  Jf f(x 9y)dxdy.

D左 D 右

对上式右端两项分别做先对? 、后对 z 的二次积分，则有

例 7 设函数∕(z,y)连续，改变二次积分I f(x ,y)dy的积分次序.

解 先画出积分区域D 的图形［图 3-18(a)l由给出的积分限可知

D  ： — 2 ≤ x ≤2, 一 √4 — x 2 ≤ y ≤4 一 JC2 .

原积分是先对y 、后对χ的二次积分.若改变积分次序，先对 1 、后对 y 积分，需把 D 用直线

) =  0 分为两个闭区域。上和D 下［图 3-18(b)］.因此

I =jjf (久，y )d%dy =  J f  (z ,y )dxdy +  jjf (% ,y )d%dy

D D J- D 下

=  [ 4
d > ∏

J。 J 一，4 一 y∕(x ,y)dz +
ro r √4-›2
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在定积分中，如果积分区间为1 — a , 当被积函数/(了)是奇函数时，「/ ( z ) d i = 0；当
J - a

被积函数” z)是偶函数时，『" z ) d N = 2 p 7 ( z ) c h  .我们经常利用被积函数的奇偶性来简
J -a  J 0

化定积分的计算.在二重积分中，我们也可以利用积分区域的对称性，结合被积函数的奇偶性

来简化计算.

结论1(二重积分的对称奇偶性)设积分区域。 关于y 轴对称，它被y 轴分为左、右对

称的两部分：D = 。左+ D 右.

1 )若被积函数∕(z,y)关于力是奇函数，即对于任何？，都有 "一力 0 ) =  一八“，30,则

JJ∕(z ,jθdzdy = 0 ；
D

2 )若被积函数”z,y )关于％是偶函数，即对于任何y,都有 " 一 n v )  =  ∕(z,y),则

2JJ f{τ ,y)djcdy.
D 右

∕(x ,y')dτdy = 2  f(x 9y
y)dxdy =

D %

我们用图3-19所示的积分区域D (阴影部分)来说明以上

结论.设D 在 V 轴上的投影区间为［a,打.由于D 关于)轴对

称，若右边界为ι =  " 0 ) , 则左边界就为力=一3 3 ) . 于是
4)(y )

f(jc 9y)dx.
-≠ (y )

,y)drdy ==
D

当/(",?)关于］是奇函数时，内层积分为

f(x,y)dx=0,
J —≠ (y)

从而 ∕(x ,y )cLzdy = 0dy =0.
D

当∕(z,y)关于z 是偶函数时，内层积分为
r≠ (y)

∕(x ,y)clτ = 2
J f ( y )  ・

,≠<y>
f(x  , y ) d r ,

0

于是

D

,j∕ )dz dy
f (j7,y)d3 =2jJ∕(x ,y)dxdy.

D右
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同理可得

] J f (Z ，))此⅛y = 2 J J ∕ ( z  ,y )d①dy.

D D左

如果积分区域关于x 轴对称，当被积函数具有相应的奇偶性时，也可有类似的结论.请读

者自行叙述此种情况下二重积分的对称奇偶性.

例 8 计算二重积分 I = jjy c o s (z y )d rd y  ,其中

D
1) D =  [ - i a ] × E θ , l ] [图 3-20(a)]； 2) D =  [ θ , l ] X [  —1 ,1 ] [图 3 -2 0 (b )l

解 1 ) 此时积分区域D 关于 y 轴对称，被积函数y c o s (z y )关于 ι 是偶函数，从而

I U y COS( R J ∕ )dz  d>
D

ycos(zy)A r = 2  sin(zy) dy
Jo Io

= 2 sinj∕ dj∕ =  2 ( 1 — cosl).
Jo

2 ) 此时积分区域D 关于“轴对称，被积函数 ∕ o s ( z y )
关于 y 是奇函数，从而 1 =  0.

在矩形闭区域上的二重积分有时也有简算方法.

结论2 若积分区域是矩形闭区域D =  [ α ,6 ] X [ c ,d ]
(图 3-21),被积函数 f ( z , y ) 是分别关于z 和 y 的两个一元

函数的乘积：

f ( x , y )  = h ( κ ) g ( y ) ,
则有

J J ∕( x  ,y )d x d y  =  j  d x ∫

D
九(ι ) g ( y ) d y

= (J A (x )d jr) ( |  g ( y ) d ∕ ) ,

即二重积分J J f ( h ~ ) d x d y 可以表示为两个定积分的乘积(请读者自行证明).

D
例如，有

J  d x j 2 xsi∏3∕d> =  ( j z d x ) (『 sinyd ^ ) = ∣ × ι = ∣
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此时积分区域为D =  [O ,1]X  0 ,尚 ，被积函数为 ∕ 3 y ) = z s i n 3 ∙

这些二重积分的简算方法，可使得某些二重积分的计算大大简化,但是，必须注意使用这

些简算方法的前提条件.

1 . 3 极坐标下二重积分的计算

一、平面点的极坐标表示

当积分区域为圆形、扇形和环形闭区域时,用极坐标表示往往比较方便，而某些被积函数

用极坐标表示也比较简单.类似于定积分的换元积分法，我们可以考虑对二重积分做极坐标变

换，以使二重积分的计算变得比较简单.

对于平面上的点( 1 , y ) ,它到原点的距离为 r  =  在 可 . 设

该点到原点的连线与7 轴的夹角为外图3 -2 2 ),于是厂, 6 与点的

坐标z , y 的关系为

I τ  = rc o s J ,
, A Q 6)∖ y  =  rsm σ»

称之为直角坐标的极坐标变换，这里 0 ≤ r <  +  8 , 6 的取值范围

习惯上取为0 ≤ 6 V 2 M 有时根据需要也可取为一π V 6 ≤ π 等).按

照这样的几何意义，平面上的每个点都对应一对实数(一 6 ) ,称之

为该点的极坐标表示，其中 r , θ 称该点的极坐标.这时,称原点O
为极点，称 1 轴为极轴.

在极坐标下，某些曲线的方程形式被大大简化.例如，在直角坐标下，方程 R 2 + ∕  =  I 表

示圆心在原点，半径为1 的圆.而将极坐标变换(16)代入该圆的方程得到

于是

(rcosθ)2 +  (rsi∏0)2 =  1,
r 2 - 1 9 即 r  =  1.

这就是极坐标下该圆的方程形式.又如，在直角坐标下，方程 y = z ( z > 0 ) 表示从原点出发的

射线，而将极坐标变换(16)代入这个方程得rsind =  " o s d ,于是

rsιnθ sιnθ n  n aπ  z3 π----- τ =  ­ τ =  tan<9 =  1, 即 θ = - τrcosσ cosσ 4
这就是极坐标下该条射线的方程形式.

一般来说，在极坐标下，方程厂=晨5 为常数)表示圆心在原点，半径为人的圆[图3-23Q)]；方
程 为 常 数 )表 示 从 原 点 出 发 的 一 条 射 线 ，该射线与z 轴 的 夹 角 为 图 3-23(b)]
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二、在极坐标下计算二重积分

设积分区域为D ,被积函数为 ∕ （z , y ）, 由二重积分的定义有

（I  , y ）d0 =  l i m ⅜ ∕（g ,,仍）酝,

以极点O 为中心的一族同心圆r = 常数以及从极点O 出发的一族射线9 = 常数，可以将区域

D 分为n 个小闭区域（图 3-24）.在这些小闭区域中，含有D 的边界的小闭区域记为不含

边界的小闭区域记为△% （△ %与也表示相应的小闭区域的面积）.根据扇形的面积公式，

M 的面积为

∆σ7 = 〈（乙 +  ∆ r j ）2 ∆0y  ∖-r2- ∆0j = γ （2ry ÷  ∆ r y ）∆ r j Δ∣9J
乙 乙 乙

厂 +  （丁 H- ∆ r ）
= - -----；------- - ∆ r y △% =  r 7 ∆ r 7 △% ,

其中乙是乙与乙十△6 的平均值.在小闭区域△内上任取极坐标下的点（已，外）,它对应于

∆σj 上直角坐标下的点（之，% ）,即ξi =  r j cosθj, ηj =  rj sinθj.于是
n

∑ ∕ （fi , 7 ）A s = 2 " 四，% ）△% +  , %）△◎；
t = l ; ⅛

= 2 / （尸/ cos% ,月 sin,j ）已△厂/ +  >  f  （£  ,〃一△一,

可以证明 l i m ∑ ∕（e4 ,小）2 ； = 0 , 从而

lim2  7 ）△* = Hm^ ½ ∕（r t cos0j , r 7 sin% ）r j ∆ r j .
… .= 1  λ-0  j

由二重积分的定义可知，极坐标下的二重积分计算公式为

j j ∕ （x ，3 ）d。= j j ∕ （rcos0>rsin^）rdrd0. （17）

D D
可见，极坐标下二重积分的形式就是将被积函数 ∕ （z , y ）中的x 和'分别用极坐标变换

x = r cosθ9y=rsmθ去代换，并将d o换为厂”的,在极坐标下，在相差高阶无穷小量的意义下，

小闭区域∆ σ ,的面积为

∆σ7 =  rj ∆ r j Δ07 .
因此，极坐标下的面积元素为dσ =  rdrd0 .
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极坐标下的二重积分仍要化为二次积分来计算，习惯

上我们选择先对厂、后对θ积分.设积分区域在极坐标下可

以表示为

D = α ≤ e ≤ P ,  p  ⑻  ≤  r  ≤  例（6）,
其中w［（J ），W2（e）在区间［α ,灯上连续，D 的形状如图3-25
所示.可以证明，如果 ∕ （x 0 ）在 D 上连续，则

j j ∕ （z  ,y ）dτdy  = J J f  （r cos。，T*sin6）rdrdG

D D

/  (rcos^ ,rs in ^ )rd r . (18)

这时积分区域D 的特点是：它夹在两条射线6 =  α 与 9 = 6 之间；从原点出发穿过D 内部的射

线 /与 D 的边界至多有两个交点.这两个交点一个离原点较近，另一个离原点较远.当射线％

与极轴的夹角个在［。,门上变化时，这些交点构成。 的两条边界（线）：近边界—= 4 （6）及远

边界 r==φ2 （0）.

利用公式（18）计算时，应先计算内层积分 “厂cos心ysin9）rd厂，此时θ看作固定不
J a 1⑹

变的常数，积分变量是厂.对于固定的。，当积分变量「由 p （J ）变到他（。）时，积分区域中的

点。4 ）沿与极轴（1 轴）的夹角为6 的射线I 由近边界点变到远边界点.我们用从近边界点

沿射线I到远边界点的箭头表示这种变化,对于每个固定的心都对应这样一个箭头，当 J 从

α 变到S 时，对应的箭头扫过了整个积分区域D 内层积分的结果是关于。的函数，外层积

分就是对这个函数在区间［。,句上求定积分.可以看到，极坐标下二次积分的积分限也遵循

“从小到大，从边界到边界”的规则.

例 9 计算二重积分I = JJarctan 9 b d y  , 其中D 为圆， + *  =  1 及 1 + / = 4 与直线

D
y —x 9 y = 0所围的在第一象限的闭区域.

解 利用极坐标变换z = rc o s e ,y  =  τ ∙s in e , ∕ ^ + , 2  =  1 及 1 + / = 4 变为

r =  1 和 r = 2 ,
它们依次是近边界和远边界；直线 y = % 变为厂sinG =  τcosd ,即

rsin^
rcosθ

=  t a n " l ' 亦即

直线 y =  0 变为丁sin。=  0 ,即 sin9 =  0 ,亦即6 =  0.沿着与极轴的夹角为θ的射线，从近边界 r =

1 出发的箭头穿过积分区域D 指向远边界τ∙ =  2 ,且当。从 0 变到;时,对应的箭头扫过了整
4

个积分区域D （图 3-26）,于是在极坐标下有

D ： 0 ≤  J ≤  j l ≤ r ≤ 2 .
4

这时,被积函数变为

y rsin0 / 八、 _arctan — =  arc tan----- - =  arctan (tanσ) =8.
x  rcosσ

所以
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jjarctan -  d σ =  ∫ o d 4 ∕ r d r  =  ( ∫ o ^ ) ( f r d r )
D

例 1 0 计算二重积分［: / 必 ^ + ^ ^ 也 巧 淇 中 。：∕+ y 2 ≤ R 2 ( R > 0 ) .
D

解 积分区域D 的边界为］2 + ∕= R 2 ，在极坐标下变为 r = jR .可以将原点看作近边界.

从极点出发的箭头穿过D 指向远边界r = R ,且当箭头与极轴的夹角6 从 0 变到 2 π 时，对应

的箭头扫过了整个积分区域。(图 3 -27 ),因此在极坐标下有D ： 0 ≤ J ≤ 2 π ,0 ≤ 厂≤ R .于是

* r d r  =  (J0 由 ) (J。cos厂2 •厂 dr) =πsi∏jR2 .

例 1 1 计算二重积分 ∕ = U 右 — r dzd山其中 D ： l + ∕ ≤ 2 y .
D

解 由积分区域D 的边界 ∕ + ∕ = 2 y 可得1  +  ( y - i ) 2  =  ι , 它是圆心在点(0 ,1 )、半径

为 1 的圆.在极坐标下，边界 l + ∕ = 2 y 变为

(rcos0)2 +  (rsi∏0)2 =2rsin⅛ , 即 厂 =  2sinJ.
极点可看作近边界，从极点出发的箭头穿过。指向远边界〃=

2sin<9(图 3 -28 ).当箭头与极轴的夹角6 从 0 变到兀时，对应的箭头

扫过了整个积分区域。，因此在极坐标下D ： O ≤ 0 ≤ π , O ≤ r ≤
2sin仇于是

I = J √ √ + √ ^ d j c d ^  = ∫θd 0 ∫θ 3,n' r  - rdr  = ∫θ  ( y r 3 | )

D
= f  γ s in 30 d 0 = y .

例 12 计算二重积分1 = ｛［∖ 4 一/也出，其中。R 是圆形闭区域Y + ∕≤ R 2 ( R > o ) 在第

DR

一象限的部分.

解 积分区域D R 见图 3-29.在极坐标下，积分区域D R 的边界变为厂= R 田=  0 ( 0 ≤ 厂≤ R )

和夕=  9 ( 0 ≤ r ≤ R ) ,则
U
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=  ；（— e-/ ）. 图 ” 9
4

注 本例如果在直角坐标下计算，由于不定积分卜一,也，卜寸出不能用初等函数表示,

所以无论先对支还是先对y 积分都不可能计算出结果.

由例1 2可以推出一个重要的积分公式：

五=手

事实上，令 人 = / e - d x , 则由无穷限广义积分的定义有
J  0

Γ+ °θ _  2
I = e- x  djr =  lim I rJ 0 R →f+ ∞

考虑

8  =  (J 0 e - χ2 d x )(〕「"也)=(1『 改) ( ∫ θ e - 2 dy ) =，产 ,- dy ,

由夹逼准则得

其中 G R 是矩形闭区域[O ,R ]X [O ,R ] ∙沿用例 1 2的记号，显然有

D R U G R U D 俄 (图 3 -3 0 ),由于被积函数e—/一 /> 0 ,所以

ζ e χ2~y 2 dxdy  ≤  J e ^ χ2~j 2 dxd3 ∕ ≤  J  e~χ2~y2 d xdy .

DR G R D√2R
根据例 1 2的结果，有

lim 口e~χ2~y2 dx dj∕ =  lim ； ( 1 — e " ) = 工，
Λ-*+∞JJ R→∙+∞ 4 4

l i m r e~χ2~y2 Ardj∕ =  lim -7- ( 1 — e~2R2 ) = — .
R~*+∞ JJ R-+8 4 4

于是 = 工 ,

由于e—工是偶函数，进一步可以推出
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Ax =7π .

一般来说，当积分区域D 为圆形、扇形或环形闭区域，而被积函数含有x 2 + y 2 或 arctan上
x

等式子时，用极坐标计算二重积分往往比较简单.

例 13 求旋转抛物面Σ1 X z = ] 2 + ∕ 及 ＞2： z =

2—1 一/所围成立体的体积 V.

解 所围立体的形状见图3-31,它 在 平 面 上 的 投

影区域为D . 设以 D 为底，分别以》】和马为顶的曲顶柱体

的体积为V 1 和 V 2 ，则 V  =  V 2 - V 1.根据二重积分的几何意

义，可得

V 1 =JJ(x
2 +  y 2 )dxdy , V 2 =jj(2 — x 2 — y 2 )dxAy.

D D

积分区域D 的边界是W ] 与Σ2 的交线在0巧 平面上的投影

(Z =  12 +  y 2

曲线.从交线的方程 : 2中消去变量之，便得到交∖z =  2-χ 2 - y 2

线在 a ? 平面上的投影曲线为2 2 +∕  =  ι,从 而 有 /  +

∕ ≤ L于是

V  =JJ(2 — x 2 — y 2 )dxdy —J ( x 2 +  / )dτdy =2jJ(l — x 2 — 3∕2)dτd3∕.

D D D

利用极坐标计算：

V
(1 — r2)rdr =  4π[-- ^-(1 -  r2 )2

习 题 3-1

1 . 不计算，利用二重积分的性质判断下列二重积分的符号：

(1) I =  JJ^2xe^x3,dσ，其中 D  ； O≤x≤l, — 1≤^≤O∣

D

(2) I =jjln(l —1 —?2)七,其中。：jr2

D

2 . 用直角坐标计算下列二重积分：

(1) I =  JJι e" dz dy ,其中 D  ： O≤x≤l, — l≤3z≤O ?

D

(2) 其中 D ： l≤z≤2,3≤)≤4 =
噂 (1 -  y)

(3) ∕ =]J(3a+2y)dzdy,其中 D 是由两条坐标轴及直线z + y = 2 所围成的闭区域；

D
(4) I =jjx cos(x + y  )dτdy ,其中 D 是顶点分别为(0,0) , (π,0) , (π,π)的三角形闭区域；

D

(5) 1 = 小 / 也 打 ，其中 D 是由抛物线∕ = 2 z 和直线z =  9 所围成的闭区域；
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(6) I [ d z d y ,其中D 是由直线ι =  2,y=κ 和双曲线五y =  l 所围成的闭区域；

D 〃

(7) 1=j∣16dNd3∕,其中D 是由抛物线y =  √Γ和y = Y 所围成的闭区域.

D
3 .将下列积分区域D 对应的二重积分/ = J J * z , y ) ( k d y按两种积分次序化为二次

D

积分：

(1) D 是由直线y = I 和抛物线∕ = 4 z所围成的闭区域；

(2) D 是由]轴和半圆/ + / = 4 0 2 0 ) 所围成的闭区域；

(3) D 是由抛物线y = ∕ 和 y = 4 -

(4) D  是由直线y =ι,y =  3z ,% =

4 .改变下列二次积分的积分次序：

(1)1 —∫ d›J f(x ,y)dx ;

fl r vzι-›2
⑵  I = L clyJ √τ^7"” 'w  ；

⑶  I = 1  dj7J /(] ,y)dy ;

(4)[ =  ] dτ f _  ∕(x 9y)dy ;

(5) I =  [ Ax [ f Qx ,y)dj∕ +  f dr
J 0 J 0 J  1 3

5 .用极坐标计算下列二重积分：

-， 所围成的闭区域；

1 和ι =  3 所围成的闭区域.

[∕ (N,y)dy.

一 2y)dιd3∕,其中 D ： X 2 + 3∕
2 ≤ JR

2 ( ^ > 0 )
D

⑵ 1 = U  V R 2 — x 2 — y 2 dzdy,其中 D  ： x 2 +  y 2

D
(3) I =Jsin'z2 +  y2dχdy,其中 D  . π2 ≤ x 2 +

D

(4) I = J J l n ( l + i  +y2)dχdy,其中 D  是 1  +  ?

D

6 .将下列二次积分化为极坐标下的二次积分：

ΓR r V R 2- X
2

(1) I — \ dz f{χ2 H- j∕2 )dj∕ ；
J o J o

Γ2R Γ V2Ry-y2

(2) I =  dy f{x ̂ yy)dx ;
J o j 0

(3) I =  [ Ax [ f(x ,y)dy.
J 0 J 0

7 .选择适当的坐标计算下列二重积分：

⑴ /  =JJ√zl — /  —∕dcτ,其中 D ： J：2 ÷ j 2 ≤ 1!

D

≤ Rz( R  >  0)；

y 2 ≤ 4π2 ；

2≤ 1在第一象限的部分;

fj： ≥ 0,3/ ≥ 0；
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(2) I = J* j∕2dσ，其中 D  ： -  y  ≤  x ≤ ] , 0 ≤ y ≤  cosx ；
D

(3) 1 = 口/2+ /(1。，其中。：x 2 + j ∕ 2 ≤ 4 5

D
(4) I = JJ∙ry d o，其中D 是由直线y - x , y = j c + a 9y = a 及 y =  3 α (α > 0 )所围成的闭区域；

D
(5) I = J* (x 2 —J ) ” ,其中 ° ≤ y ≤  siα r ,0 ≤  *  ≤  π.

D
8 . 利用二重积分计算下列平面图形的面积：

( 1 ) 由抛物线 ∕ = 2 z 与直线)=力一4 所围成的平面图形；

( 2 ) 由曲线y =  c o s z在区间[0 ,2 π ]内的部分与直线y =  l 所围成的平面图形.

9 . 简算下列二重积分：

(1) I =JJxsinvcLr dy ,其中D ： l ≤ r ≤ 2 , 0 ≤ y ≤ ∙ ^  (提示：化为两个定积分的乘积.)

D

(2) I = j )3dxd) ,其中。：4 ∕+ 9 y 2 ≤ 3 6 ι(提示：利用椭圆的面积公式.)

D

(3) I = JJsiaτ c o s /d x  d y，其中D  ： x 2 ÷ J∕ 2≤4 ;(提示：利用对称奇偶性.)

D

⑷ I = U χ 2 y d z d y  ,其中。：l ≤ z ≤ 2 , y 2 W ] ι(提示：利用对称奇偶性.)

D

(  5) I = J J (x j ∕2 +  i y ) d x d y ,其中 D  ： ∕ + y 2 ≤ 4 ι  (提示：利用对称奇偶性.)

D

(  6) ∕= J J ( z + y ) 2 ch d 「其中。：∕ + ∕ ≤ L (提示：利用对称奇偶性、极坐标.)

D

10 . 求由四个平面z = 0 , z  =  l , y = 0 ,y  =  l 围成的柱体被平面z =  0 及 2z +  3 y + z  =  6 所

截得立体的体积.

11 . 求由平面z= O ,jy  = 0 , z + )  =  1 围成的柱体被平面z =  0 及抛物面 jr2 + j ∕ 2 = 6  —Z 所

12 . 求由曲面N = d + 2 ∕及之= 6  — 2 / 一/ 所围成立体的

体积.

13 . 设一块平面薄板所占的区域。 由直线v =  0 , y = z 及

2 = 1 围成,它在点(力0 ) 处的面密度为p ( z , y ) = ∕ + J , 求该平

面薄板的质量.

14 . 在极坐标下，设一块平面薄板所占的区域由螺线厂= 2 。

( θ ≤ e ≤ 引上的一段弧与射线 e =  5 围成(图3-32阴影部分).此

平面薄板上任意一点处的面密度是该点到极点距离的平方，求此

平面薄板的质量.

截得立体的体积.
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§ 2 三 重 积 分

在这一节中，我们将二重积分的概念和相应的思想方法推广到三重积分.

2 . 1  三重积分的概念与性质

我们从一个物理应用的例子来引入三重积分的概念.

设一个物体在空间中所占的有界闭区域为必其在点（了,y , z ）处的体密度为p （l , y , N ）,
并假定pC r, 3 , 2 ）是连续的，求该物体的质量M.

如果该物体的质量分布是均匀的，即体密度p （Z , y , z ）三归& 为常数），则

M = k V ti （VΩ 表示0 的体积）.
如果p （1 0 , N ）不恒为常数,则我们可以用类似于二重积分求平面薄板质量的方法来解决这

个问题.先将。分为篦个小闭区域：△ 口 它 们 也 表 示 相 应 小 闭 区 域 的 体 积 ），并

设该物体相应于各小闭区域部分的质量分别为ΔM 1 ,∆ M 2 , ∙ ∙ ∙ ,∆ M Π . 由于p （z o , z ）连续，因

此当△生很小时 ,p （R 0 , z ）在 Zvι上的变化幅度也很小.在每个小闭区域△巴上任取一点

（& ，力大），将在A q 上 的 质 量 分 布 近 似 看 作 体 密 度 为 空 ）的均匀分布，于是 ∆M ,∙~p
（& ，彷，。）△%（£ =  1，2 ,…，几），从而

兀 .
M =  X 4 M 七 ＞ 市 & ,小， ）最 ”

ι=≈l i ≈ l

用人表示所有小闭区域直径的最大值,入越小，。就分割得越细密，和式 之 p（& ,八,。）△心与

t = 1
M 的近似程度就越好.因此，如果入― 0时，和式 S P0 , 1 , C  的极限存在，则把这个极

限值定义为该物体的质量，即
n

M  =  lim ,n i , ζ l ）∆v f . （1）
a - * 0  i = l

由此我们引入三重积分的概念.

定义 1 设函数 f （z ,y ,% ）是空间中有界闭区域O 上的函数,将。任意分割为几个小闭

区域：Zu∖ ,Zθz,…，△笠”（它们也表示相应小闭区域的体积）.在每个小闭区域△以上任取一点

（泉，如，盘），做乘积fCξi加 ，「）△% Q =  1，2 ,…，九），并做和式^∑fCζi , 7  £ ）△%.如果这些
i≈l

小闭区域直径的最大值入-＞0时，这个和式的极限存在，则称此极限值为函数 ∕ （z , ∕ , N ）在 0
上的三重积分，记作 j j ∕G c , y , z ）d s 即

Ω

jjjV （z ,y  , z ）＜⅛ =  l i m ∑ ∕（f, ,%,，,）△%，

其中 ∕ （z ,y ,N ）称为被积函数" （z , y , z ）d u 称为被积表达式，也称为体积元素（它由和式

■ n
轲中的轲  转化而来）√ c ,y ,z称为积分变量, 0 称为积分区域，∑ ∕ ½ , 7 l , ζ ）∆^l

t≈≡l 1 = 1

称为积分和.这时，也称函数fCx ,y ,之）在Ω上可积.
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可以看到，三重积分与二重积分的定义是类似的，因此它们的一些性质也是类似的，如线

性性质、区域可加性及积分不等式等.也可以证明：如果函数/（巧外之）在空间有界闭区域。

上连续，则函数 ∕ （z , y , z ）在。上可积.

由（1）式可知，前面求空间中物体的质量问题可以归结为计算三重积分的问题，即

4
a

(x >> , N )(⅛ . (2)

在直角坐标下，体积元素记为cb =  dxdydz,它表示用平行于坐标面的平面族分割积分区

域 0 , 于是

z 9y ,z)du = Q f  (x  9y 9z)dxdydz.

特别地，若在积分区域。上 ∕C r , y , z ）三1 ,则

Ω

jjj dv = ∣∙Ω | ,
Ω

(3)

其中|口表示Q 的体积.

2 . 2 直角坐标下三重积分的计算

类似于二重积分的计算,三重积分的计算在通常情况下需化为三次积分来进行.下面我们

仅叙述化三重积分为三次积分的方法，不做严格证明.

设积分区域。可以表示为

Ω ： .  ≤ n ≤ 次（％，y），（％，y ）G D Q ，
其中D i ,是。在 平 面 上 的 投 影 区 域 ，它是0刀
平面上的有界闭区域，z ι（z , y ）和 N Z （Z O ）都是Dxy
上的连续函数•这时。的特点是：过 内 任 意 一

点（巧 /作 平 行 于 z 轴的直线，则该直线与Ω 的边

界至多有两个交点.这两个交点一个在上面，另一个

在下面.当点（z ,y ）在 D刊上变动时，这些交点分别

构成。的两个边界面：上边界面为Z =  Z2（Z O ），下

边界面为z =  R （z , y ）∙ 因此的边界由三部分组

成，一部分是以Dx y 的边界为准线，母线平行于z 轴

的柱面，另外两部分则是上边界面和下边界面（图 3-33）.
设被积函数为" z , y , z ）.计算三重积分时，先固定式和山则 f （ι , y , z ）是关于 2 的函

数.将它在闭区间［z i（z ，y），Z2（“ ，y ）1上求定积分，积分变量为2 ，积分的结果是关于］，》的

函数，记为
广 2（工，八

F （z  ,y ） =  f { χ  ,y ,z）dz.
J Z ］（x ,y）

当 z , y 固定，积分变量z 从 z】（巧 3 ）变到孙（巧 ？）时，点（z , y , z ）沿图 3-33中的箭头从下边

界面移动到上边界面.然后，在 。外上对F （ι , y ）做二重积分，则有

J J f  （∙r  , z ）dzdydN = U  F （x 9y ）dxdy 9
0 %

即

(/ ，y ，z )也 dydz =  j j  ( j  f  (z ,y ,z)dz) dzdy ,
∩ D Z](H,y)
” . xy

(4)
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通常记为

f (x 9y ̂ z)dxdydz = JJ d%d)

%

F (了，3 )

f{x ,y ,z)d2.
N ](X f y )

(5)

这种计算三重积分的方法称为“先一后二”法.

如果2 , 还可以表示为α≤ι≤b,y(])≤y≤y2(ι)(图 3-33),这时积分区域。可以表示为

Ω ： Q≤ι≤ 6,yι (%)≤ y≤ y2(z),Nι (z,))≤ z≤ Z2(7,y),

则(5)式变为

称上式右端为先对之、再对外后对 1 的三次积分.类似于二次积分，三次积分是依次进行的三

(6)

个定积分,其各积分限的确定依然遵循“从小到大,从边界到边界”的规则.

当用平行于1 轴或 y 轴的直线穿过。内部时，如果直线与。的边界至多有两个交点，我

们同样可以用相应的“先一后二”法将三重积分化为三次积分.

例 1 计算三重积分I =  JJzdrdyd%我中。由三个坐标面及平面U ： x÷2j∕+z =  l 围成.

Ω

解 先求出平面〃与三条坐标轴的交点A , B , C 积分区域。的上边界面为平面〃：z =

l - x - 2 y 的一部分;下边界面为O z y 平面(z =  0)上的闭区域。卬，它也是。在 O z y 平面上

的投影区域［图 3-34(a)］.由方程组］" +  a + ” =  L 可得平面〃与 o % y 平面的交线为支+

1%= 0

2y =  l,D x y 的一条边界线是它上的一段的另外两条边界线分别是 1 轴和 y 轴上的一段

［图 3-34(b)］.这时

Ω ： O ≤ JΓ ≤ l,0≤j∕ ≤ - (1 一 x ) )0 ≤ 2： ≤ 1 — x 一 2y.
乙

利用“先一后二”法将三重积分，化为先对Z 、再对 y 、后对之的三次积分，则有

(a)

图 3-34
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也可以将Ω 投影到O " 平面上，记投影区域为D ∕ ［图 3 - 3 4 (c ) l这时

β  ： O < z ≤ l , O ≤ y ≤ J ( l  — z ) , 0 ≤ ∙ r ≤ l  — 2y -  z »

例 2 计算三重积分 I

2y -  z Y  Ay

z d x d y d z ,其 中 O 由双曲面 z =  ∕ 2 + l 2 + , 2 、锥 面 之

在 书 τ及柱面 i + ∕ = 4 围成.

解 积分区域。的上边界面为双曲面Z =  W K 7 ■的一部分，下边界面为锥面N

√ i + 3√ 的一部分(图3-35).将 Ω 投影到OQ 平面上，则投影区域为D xy ： l + ∕ ≤ 4 , 从而

Ω ： T 2 -∖- y 2 ≤  4 , ∕χ 2  +  y 2 ≤  2： ≤ ，2 +  . 2 +  y 2 ,

因此

dx dy
υ ŷ

y∕2+x2+y2

√ Λ √
) d∙rdy

£ [ ( / 2  + 7 2  +  j ∕ '  ) 2 -  { J x 2 ÷  y 2 ) 2]d τd j ∕
Lt

dzdy = 4 π ,

其中最后一步求二重积分是求的面积.

例 3 求两个底半径都为3 的直交圆柱面所围立体。的体积V.
解 在空间直角坐标系下，设横、竖的两个直交圆柱面分别为， + / = 9 和 / + / = 9 .

这两个圆柱面所围成的立体关于三个坐标面对称，它被三个坐标面分为对称的八部分.先求出
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它在第一卦限部分。]的体积(图3-36)匕 = j j d s则由对称性就有V = 8 H . Q 的上边界面为横

βl

圆柱面2 =  斤 了 的 一 部 分 ，下边界面为平面之=0 的一部分;4 在 00  平面上的投影区域为

D xy ： 0≤y≤√z9 - -  ,0≤x≤3.

于是

V 1

/3  Γ √ Z9 - X 2 f  √ 9 - X 2 f3  Γ

= dx dy dz =  ∖ drJo Jo J o Jo J

√ ^ 7 ^

0
，9 —况2 dy

(9 — J；2 )dj7
0

=  18,

从而 V = 8 X 1 8  =  144.

注 从这三个例题可以看到，三重积分的计算比二重积分更

为复杂.这不仅因为三次积分本身的复杂性，而且因为空间图形比

平面图形更难以把握和想象.因此，在做三重积分的计算时一定要

先画图，要熟悉空间解析几何中的一些常用曲面.

我们再考虑另一种计算三重积分的方法(仅限于给出方法).

设积分区域。 如 图 3-37所示，将 ◎投影 到 ％轴上，投影为区间

[c ,n].

用平面 z =  z(c≤N≤d)去截。，记截面为。2,它在 OQ  平面

Z 八

上的投影区域与D z 的形状相同，仍记为 Dz.将之看作常数，则被 图 3-37
积函数 f ( Z ~ , z ) 是 关 于 的 二 元 函 数 . 先 对 做 二 重

积分：

JJf(1 ,y ,N)dzdy .

D Z

由于D z 只与之有关，因此这个二重积分的结果是关于 z 的一元函数 F ( N ) . 再 对 F ( z )在

[c,d]上做定积分，可得

f  ( JC y  9z )d x d y d z F ( z ) d z  = f ( j c 9y 9z ) d x d y dz " (n , y , z ) dr dy.

这种计算三重积分的方法称为“先二后一”法.

图 3-38

例 4 计算三重积分1 = 0zdx d y c k ,其中。 由旋转抛物面z =

Ω
4 —1  一 / 及 Qχ y 平面围成.

解 积分区域Ω 在N 轴上的投影区间为[0,4](图 3-38).用平面

z =  z(0≤z≤4)去截。得 到 截 面 则

did、=

D z 在 O z y 平面的投影区域是圆形闭区域：X 2 + 3∕ 2≤ 4 - Z (Z 对于积

分变量z , y来说是常数)，其面积为π(4-Z),因此内层积分就是D z

的面积，即
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于是

jjdzdy =  π(4-z).

又如，我们也可以用“先二后一”法计算例1 中的三重积分，此时。在力轴上的投影为区

间［0,1 ［［图 3-39(a)］.用平面］=z(0≤ z≤l)去截。得到截面1)工，则

I = J  dτjjzdydz = J  xdzjj*dydz.

。 七 ° 也
D x 在Qy z平面上的投影区域是直角三角形闭区域［图3-39(b)］,其斜边在直线2、+N =  1—z 上,

两个直角边的长度分别是；(1—工 ) 和 于 是 。工的面积是Jdydz =  3 ( 1 - l ) 2 ,从而

图 3-39

当积分区域关于坐标面对称，而被积函数/(巧 y,z)具有奇偶性时，像二重积分中一样，

利用这些特点可以简化三重积分的计算.三重积分的这种性质也称为对称奇偶性.

例如，设积分区域Ω关于 0巧 平面对称，则 O x y 平面将。对称地分为。上和。下两

部分.

1)

2)

如果被积函数f(z,y,z)关于z 是奇函数，即 对 于 任 何 固 定 的 总 有

∕(z,jz,-z) =  一∕(z,y,z),

则

jjj f(%,y ,N)dzdydz =  0；
Ω

如果被积函数/(］沙，N)关于Z 是偶函数，即对于任何固定的1 ，3,总有

∕(x 9y , -  z) =  f(z,y,z),

则

口f (z ,y ,z)dxdj∕dz = 2小
∩ । 上

f (工,y ,z)dxdydz =  2j∣J f (z ,z)dzdydz.
βτ
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§ 2 三重积分

当∩关于其他坐标面对称时，根据被积函数的奇偶性，也可得到与上述类似的结论.

例 5 设闭区域◎ 由柱面∕ +∕  =  ι 及平面 z =  o ,z  =  l 围成，在 B 上计算下列三重

积分：

1) 口/  Λ∕1  — X
2 dzdydz ; 2) x 2 d rdy dz .

解 积 分 区 域 。见图 3-40.

1）被 积 函 数 关 于 ）是奇函数，而 。关于

O z x平面对称，从而

“ J  Λ∕1  — X
2 dzd iyd2 = 0 .

∩
2） O z x 平面和O y z平面将。分为对称的四部分。一

Q , 0 3 , R （图 3-40）. 由于。关于。y z 平面对称，而被积函

数 √T=二关于％是偶函数，则

jjj Λ∕1  —x 2 d rdydz  = 2  jjj Λ∕1  — x 2 &xdydz.
Ω Λ1+∩4

又 由 于 关 于 O " 平面对称，被积函数/P ?  关于 y 是偶函数，于是

1 — τ 2 Axdy dz =  2 jjj Λ∕1  — x 2 dz dy dz = 4jjj* ^J∖ - x 2 dz dy dz

2 . 3 柱面坐标下三重积分的计算

用“先一后二”法计算三重积分时，可以采用极坐标变换来计算后一步的二重积分.

例 6 计算三重积分I =  j j  "  +  J/? dzdj/dN , 其中◎由旋转抛物面Z = ∕ + y 2 及平面

a
z = l 围成.

解 积分区域。的上边界面为平面2 =  1 的一部分，下边界面为旋转抛物面N = ∕ + J
的一部分,它们的交线在O z y 平面上的投影曲线为Y + y 2  =  l , 从而。在加丁平面上的投影

区域为D ”  ： z 2 + ∕ ≤ i （图 3一41）,于是

I =  j j  dzdyj* 2 2 / 1 + . 2  dz =  JJ [1 — （x 2 +  / ）] y∕ x
2 ψ  y 2 dχdy.

利用极坐标计算）导

I =  J  ddj （1 — r 2 ）r ∙ rd r  =  ^ π .
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第 三 章 重 积 分

受这个例题启发，我们引入柱面坐标的概念，用以计算三重积分.

给定空间中的点P  （l  0  ,2）,它 在 平 面 上 的 投 影 点 为 QCr ,?  ,0）. 设这时原点到点Q

的距离为一，线段O Q 与 1 轴的夹角为3 则（厂，夕）就是点Q 在 OR 平面上的极坐标表示，且

z  =  " o s 9 ~ = 厂sin外图 3-42）.这样，空间中的点P 就可以用三个有序数厂，心之来表示，记为

p （厂∕ , z ）,其中 r ,θ9z 称为点P 的柱面坐标.这时，坐标厂是点P 到 2 轴的距离；若之》0 ,坐
标 z 表示点P 的高度.点P 的直角坐标与柱面坐标的变换公式为

x =  rcos⅛, 0 ≤ r * < + 8 ,
γ y = r∙s in 8 , 0 ≤ J < 2 π ,  （7）

、Z = N , — o o  ≤  Z ≤ +  o o .
在柱面坐标下，某些曲面可以表示得非常简单.例如：

1）方程厂= 晨（晨为常数），其意义是：点 P O , e , z ）的第一个坐标厂取固定值厂C，当其余

两个坐标心Z 任意变化时，动点P 与 z 轴保持固定的距离晨.根据一，九2 的几何意义，动点P
的轨迹是轴线为2 轴，半径为 r c 的圆柱面（图 3-43）. 该方程对应的直角坐标方程是

2）方程 J =  ∕ （∕ 为常数），其意义是：点 P S , K z ）的第二个坐标。取 固 定 值 当 其 余

两个坐标厂，2 任意变化时，动点P 的轨迹是从Z 轴出发的半平面，它与Z 轴的夹角是丛 （图

3-44）. 该方程对应的直角坐标方程是j ∕= x ta n % ∙

3）方程 N=Zc（Z c为常数），其意义是：点 P C " , / 的第三个坐标z 取固定值应，当其余

两个坐标一。任意变化时，动点P 的轨迹是垂直于之轴的平面，它与 z 轴的交点的第三个坐

标为九（图 3-45）. 该方程对应的直角坐标方程仍是N =  ZC∙
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三族曲面厂= 常数、6 = 常数、N = 常数，将空间分割为一系列小闭区域，它们都是柱体.考

虑其中由 r ，e ，N 的微小增量“ ，d e ,d z所构成小柱体的体积它等于小柱体的底面积乘以

高 dz（图 3-46）. 设这个小柱体的底面在O α y 平面上的投影区域为∆σ（它也表示对应小区域

的面积）.根据极坐标变换，在相差高阶无穷小量的意义下，△。书厂正曲.于是，也在相差高阶无

穷小量的意义下，△口七厂小出也，从而得到柱面坐标下的体积元素

dv =  rdrd¢d2. （8）

如果函数 " z , y , z ）在有界闭区域O 上可积，将柱面坐标的变换公式（7）和体积元素（8）

代入三重积分］J ∕ （x ,y , z ）c h 就得到

Ω
j j j , ∕（jr ,y  , ^ ）dτ7 =  JJj, y （rcos0,rsin0 , z ）rdrd^dz. （9）

Ω Ω
柱面坐标下的三重积分通常化为先对之、再对厂、后对。的三次积分进行计算.在直角坐标

下，这时的积分区域。需表示为如下形式（有时可能需分割为几部分才能实现）：

Ω ： （］,?） ≤ 之 ≤ 之2（了，y ），（N ,3Z）G D ,

其中 D 是。在 。刀 平面上的投影区域（图 3-47）. 在柱面坐标下，上边界面 2 = 2 2（z ，y ）和下

边界面N = . （z 0 ）分别变为 2 = 去（/源）和 z = z d r , θ ∖ 由“先一后二”法 ，（9）式可变为

JJ∕（JC , z ）du = J d z d ）j' f （jc ,y  , z ）dz

= Γdrd^ [ 2 f ( r c o s θ ,r s m θ ,z ) r d z .
也 ∙J z1(r,θ)

如果投影区域D 在极坐标下还可以表示为

D ： α ≤ ^ ≤ i5 , r 1 (0) ≤ r  ≤ r 2 ( ^ ) (图 3-47),
则在柱面坐标下有

Ω ： a ≤ 6 ≤ p , r ∙ ι ( J )  ≤  r ≤  r 2 (¢) , z i ( r  ,0) ≤ z  ≤  z 2 ( r  ,0 ).
于是，进一步可将(10)式化为三次积分：

∣TΓ P ” ⑻ 产2 5 。)
f (J： ,y  ,z )d v  = dθ dr f  Crcosθ 9rsinθ , z ) r d z .

U Ja J rl (θ) J%(r,9)

(10)
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例 7 计算三重积分 ∕= H ( z 2 + y 2 ) d z d 3,dN ,其中。由圆柱面i + ∕ = ∕ ( α > o ) 和平

Ω
面 z = 0 , z = ∕ l (九 >  0 ) 围成(图 3-48).

解 在柱面坐标下，积分区域。的上、下边界面分别为平面z = 九和2 = 0 的一部分;。在

O x y平面上的投影区域为Q ： O ≤ r ≤ α ,O ≤ 0 ≤ 2 π .于是，在柱面坐标下，有

Ω ： 0 ≤ r ∙ ≤ Q , 0 ≤ J V 2 π , 0 ≤ N ≤  九.

所以

j j ( l 2  +  J  )dldyd%  •厂drdJdz = ]  ddj r 3 d r ∫  dz =  -^-π∕ια4 .

Ω Ω
例 8 计算三重积分[ = ]J z d z d y d z ,其中Ω 为半椭球体， ÷ 3∕ 2 + 4 Z 2 ≤ 1 , Z ≥ 0 .

Ω

解 积分区域0 如图 3-4 9所示，其上边界面为N =  下边界面为平面z = 0 ,

即 0%) 平面的一部分.在柱面坐标下，上边界面表示为2 =  ± E . 0 在 ON 3 ∕ 平面上的投影

区域为Q ： l + y 2 ≤ ι .

图 3-49 图 3-50
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在极坐标下，有 O ： 0 ≤ 丁≤ l , 0 ≤ 6 ≤ 2 π ,于是有

Ω ： O ≤ r ≤ l  ,O ≤ 0 ≤ 2 π ,O ≤ ^ ≤ ---- -
乙

从而

I = J J d f
D

π= ---
4,

1 / r  2 ∖  1 冗

r  (1 -  r  )d r = -
o 4

. λ ∕l-r2

zrdz
o

dz =  2π

16
1

2

* 2 . 4 球面坐标下三重积分的计算

我们也可以引入球面坐标的概念，并利用球面坐标计算三重积分.

给定空间中的点P （n y , N ）,它 在 平 面 上 的 投 影 点 为 Q G , 山 0）（图 3 - 50） .设
线段0 P 的长度为一它与之轴的夹角为8 则 N =  ∕ COS∕ 设线段O Q 与 z 轴的夹角为心

于是它的长度为∣OQ∣ = rs in w ∙再由

x  =  IO Q I cosθ, y =  IO Q  I sin。，
可得

x =  rcos^sinφ,
<y = rs in 6 s in p , （11）

z = rco sφ .
称 r,g,8为前P 的球面坐标，这时可将点P 记为P （r,（p,e）∙ 根据r,φ,θ的几何意义可

知，它们的变化范围分别为

0 ≤ r < + ∞ , 0 ≤ φ ≤ π ,  0 ≤ d < 2 π .

（11）式就是空间点的直角坐标与球面坐标的变换公式.

在球面坐标下，某些曲面方程的形式会变得十分简单.例如:

1）方程厂= 晨（人为常数），其意义是：点尸。*田 ）的第一个坐标厂取固定值乙，当

另外两个坐标卯4 变化时，动点 P 与原点保持固定的距离晨.这样，动点P 的轨迹是球

心在原点,半径为晨的球面（图 3-51）. 该方程对应的直角坐标方程是， + / + / = / .

2）方程W =  R （R 为常数），其意义是：点 P （厂哼,夕）的第二个坐标w 取固定值外，当

其余两个坐标厂，夕变化时，原点到动点P 的连线与n 轴保持固定的夹角φc.根据 r 9<p9θ

的几何意义，此时点 P 的轨迹是顶点在原点，半顶角为外的半锥面（图 3-52）.该方程对

应的直角坐标方程是x 2+ y 2 = z 2t^φ c.

3）方程。= % （仇为常数），其意义是：点 P ” ,y , e ）的第三个坐标。取固定值 /，当

其余两个坐标丁〜变化时，原点到动点P 的连线在O N、平面上的投影直线与1 轴保持

固定的夹角θc,根据厂少源的几何意义，此时动点P 的轨迹是从之轴出发的半平面，它与

工轴的夹角是丛（图 3-53）.该方程对应的直角坐标方程是y = z ta n 〃.
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图 3-53 图 3-54

此外，对于固定的外。，当厂在区间［0 , + 8 ）

上变化时，动点 P （厂，8 6 ）的轨迹是从原点出发

的射线 / （图 3-54）. 而当φ在区间［0 , 4 上变化

在区间［0 ,2 π ］上变化时，这样的射线扫过整个

空间.

三族曲面厂= 常数、个=常数 4 = 常数，将空

间分割为一系列小闭区域.考虑由r,cp,9各取微

小增量dr,dφ,dθ所张成六面体的体积△!;（图

3-55） .可以证明，在相差高阶无穷小量的意义下，

∆v r2 sinφdrdφdθ.于是，得到球面坐标下的体

积元素

du = r 2 sinφ dr dφdθ. (12)
如果函数 f （ι θ , z ）在有界闭区域0 上可积，将球面坐标的变换公式（H ）和体积元

素（12）代人三重积分1 / （n y ，z ）d v 就得到

Ω

f  (x  ,y  ,z )d τ ∕ =  J J ∕( rc o s0 s in φ ,rs i∏ 0 s in φ ,rc o sφ )r2 sin^drdφd0. (13)
∩ Ω

球面坐标下的三重积分通常化为先对厂、再对外后对 6 的三次积分进行计算，这时积

分区域Ω在球面坐标下需具有如下形式：
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。：α ≤  9 ≤  S，Wi(6) ≤  φ ≤  φ2CΘ) , r 1 (φ ,θ ) ≤  r ≤  r 2 (φ ,0 ).
显然，此时公式(13)变为

[11 ∕ ( x  9y 9z )d v  = [ dθ[ 2 d φ [ 2 f  ( r cos6sin中，厂sin6sing, r c o s e 厂Zsin^d厂.( 14)
噂 ， ％ ”) 乜@夕)

例 9 计算三重积分I = 0 ( Y  + y 2  + ∕ ) d χ d y d z ,其中Ω 为上半球体：

Ω
Z ≥  0.

解由球面坐标下三重积分的计算公式(13)可得

I  =  J J r 4 sinφdrdφd^.

Ω
上半球面 / + / + 7 2 = 1 , 2 ) 0 是积分区域。的一个边界面，将球面坐标变换Q i ) 代入

这个球面方程，得到 r = 1 .
先对 r 积分时，将 φ .θ 都看作常数.当 r 从小到大变化时，相应的动点(一 p 田)画出

从原点出发穿过Q 到达边界面厂= 1 的箭头(图3 -56).这表明 0 < r ≤ l  .对于每一对固定

的外夕,都可对应这样一个箭头，当 ‹p ,9在 0 ≤ 6 ≤ 2 π , 0 ≤ w ≤ 9 内变化时,这些箭头扫过
U

整个积分区域。 因此,在球面坐标下，有

Ω ： 0 ≤ 0 ≤ 2 π ,0 ≤ φ ≤ - y  , 0 ≤ r ≤ l ,

于是

例 1 0 设一个物体所占的空间闭区域为。：1 + ∕ + ∕ ≤ 4 N , N)  在 可 ,其 上 任

意一点处的体密度等于该点到ON) 平面的距离，求该物体的质量M.
解 此时点(Z , J¼N)处的体密度为p C c ,y ,2 )  =  ∣z ∣∙ 由公式(2 )得

M 二 口 | z  | dυ.
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用球面坐标计算这个三重积分.积分区域。的边界面为锥面z =  √ 7 r E 产和球面

， + ， + Z 2 = 4 Z 的一部分.该球面的方程可以变为∕ + 3√ +  ( z - 2)2 = 4 ,它表明球面的

球心在点( 0 ,0 ,2 ) ,半径为 2 (图 3 -5 7 ).将球面坐标的变换公式 (1 1 )代入该球面的方程

∕ + ∕ + ∕ = 4 z , 可得 y∙ =  4cosa∙该锥面的顶点在原点，开口向上，在球面坐标下它的方

程为督= ： . 由于在。上之2 0 ,则体密度p (巧 y , z ) = z ∙所以，由公式(13)有
4

M  =
z dx dj  ̂dz =  J J r 3 cosφ sin^ dr dφ d0.

Ω

先对r 积分时，将 φ,θ都看作常数.当，从小到大变化时，相应的动点"晔")画出

从原点出发穿过。到达边界面，=  4C O S Q的箭头.这表明0 ≤ r ≤ 4 c o s R 对于每一对固定

7Γ
的外公都对应这样一个箭头，当 φ9θ在 0 ≤ a ≤ 3 , 0 ≤ 6 ≤ 2 4 内变化时，这些箭头扫过整

7t
个积分区域0 . 因此，在球面坐标下，有 必 0 ≤ e ≤ 2 π , 0 ≤ 9 ≤ 7 , 0 ≤ 茨≤ 4 c o sp ,于是

( * 『

128π 6 IT 56
= ----- τ -c o s  φ = v π ∙0 10 O

= 128π∣ cos5φsinφd^ =  - 128πl cos5φd(cosφ)
J 0 Jo

习 题 3-2

1 . 将下列积分区域。所对应的三重积分1 = ] [ / ( 巧力之)丸化为先对2 、再 对 )、后对1
Ω

的三次积分：

(1) Ω是由三个坐标面及平面z + 3 ∕+ z  =  l 所围成的四面体；

(2) Ω是由旋转抛物面Z = Y + y 2 及平面N =  l 所围成的闭区域；

(3) Ω是由椭圆抛物面z = ∕ + 2 ∕ 及抛物柱面Z =  2—1 所围成的闭区域；

(4) Ω ： τ2 +y2 + z 2 ≤ α 2 , 2 ) 0 ,)》(),其中 α > 0 .

2 . 计 算下列三重积分：

(1) I =  ]]J(∙r  +  ) +  ? )(17(13/(1%，其中0 ： 0≤JC≤2, I y ∖ ≤ 1 ,0 ≤ z ≤ 3  ；
Ω

(2) /  = 1 / 一 也 出 ⑥  其中◎是由平面7 = 0 ,y  =  o,N =  0 , z + )  +  z =  ι 所围成的

噌 ( 1 + J7 +  y +  Z )

四面体；

(3) I = U y d x d ∕d z ,其中。是由柱面) = / 及平面z + y  =  l , z = 0 所围成的闭区域；
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(4) I =  JJzyzdz dyd%,其中Ω是由球面/  +  /  +  %2 =  ι所围成的在第一卦限内的闭区

Ω

域；

(5) I=J∣力zd/dydz,其中。是由平面%=  0 , % = y , y = l以及抛物柱面y = x 2 所围成的

Ω

闭区域.

3 ,设函数 /(%,»,2)=7](%)九 6 ) 九(之)在闭区域0 ： Q≤ ]<b,C≤ )≤ d"≤ N≤ m 上

可积,证明：

^ f 1Cx)f 2 (y)fΛz)dxdydz =  (J ∕1 (jc)djc) (J 九 (V)dy ) (J 九 (z)dz) .

Ω C

4 .用“先二后一”法计算下列三重积分：

⑴ I =  ∣jj√c k ,其中。是由平面三+  (  +  3 = I (Q 方，c 〉 o)及三个坐标面所围成的闭
JJJ a b c
∩

区域；

(2) I =  JJ∕dD,其中 C ： ]  +  ∖  +  (  ≤ l(α,b,c >  0).

Ω

5 .用柱面坐标计算下列三重积分：

( 1 ) 1 = 0 % " 3 , 其中。是由曲面1 + / = 1 及平面2 = 0 , 2 = 1 所围成的在第一卦限内

Ω

的闭区域；

(2) / = 1 % 属 ，其中◎是由曲面之= / 2  —1  一了2 及 N = I + 3,2所围成的闭区域；

Ω

(3) ∕ =JJ(]2+∕ )d5 其中。是由曲面1 + ∕ = 2 N 及平面2 = 2 所围成的闭区域.

Ω

• '： ' j-.  ̂ '''''̂ ■'''': 二 」二」」；「二…」：」〕

*6 .用球面坐标计算下列三重积分：

(1) I = 「(— + / +∕ )d”其中0 是由球面1 + / + /  =  1 所围成的闭区域；

°
(2) I =  JjxyzdQ,其中Ω是球面l + ∕ +∕  =  ι所围成的在第一卦限内的闭区域;

(3) I = M∕ c h ,其中 Q  是两个球体 ∕ + J + ∕ ( R 2 和 * + 丁  + / < 2 & ( 1 ?> 0 )的

公共部分.

7 .简算下列三重积分：

⑴ 1  = 『也 『打 『" 6 " F ；(提示：表示为三个定积分的乘积. ) ・
Jo j o J。

⑵ / = 力 6孔,其中。：1 + / + 之2 ≤ h  (提示：利用球体的体积公式 "千尺 3.)
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（3） I = U z s in z s i n J d 0 ,其中。：i  + /  + z  <  4 ,z  ≥  0；（提示：利用对称奇偶性.）

Ω
（4） 1 = 0 小/之 2易 ，其中 Q ： 0 ≤ τ  ≤ l , - l ≤ y  ≤ 1 , 0 < ? < ] 2 + 3；2；（提示：利用

Ω
对称奇偶性.）

*（5） 1 =  [ * （z + , +幻 2孔，其中。：√ + √ + z 2≤ l . （提示：利用对称奇偶性，球面坐标.）

Ω

8 . 用三重积分计算下列曲面所围成立体的体积：

（1） z =  β - χ 2 - y 2 及 z =  Λ∕ J ∙2 + j ∕2 ;

（2） z =  √z5 ~ jr 2 - y 2 及 7 2 + /2  = ^ .

* 9 .设有一个球心在原点，半径为R 的球体，在其上任意一点处的体密度与该点到球

心的距离成正比，求该球体的质量.

§ 3 重积分的应用

从前两节的讨论中看到，重积分（二重积分和三重积分）可以用来解决求曲顶柱体的体积、

平面图形的面积、平面薄板的质量以及空间物体的质量等应用问题.但是，重积分的应用远不

止这些,下面我们利用积分的思想将一些几何与物理应用问题化为重积分来解决.

3. 1 曲面的面积

设曲面W 由方程z =  f （n y ）, （N ,y ）G D 给出，则 D 为曲面£ 在OQ 平面上的投影区

域,假定D 是有界闭区域，函数 ∕ （z , 30 在 D 上具有连续偏导数.我们来求曲面£ 的面积S.
将 D 任意分割为〃个小闭区域∆σ1 ,∆σ 2 , ∙ ∙ ∙ ,∆ σ ,z

（它们也表示相应小闭区域的面积），在第 z 个小闭区

域 △% （£ =  1 ,2 ,…，％）上任取一点 P , （1 , , y ,）, 令之,=

/ （孙，乂），则点M 5 ∙ , y ” j ）∈工 过 点 作 曲 面 E
的切平面〃,，其单位法向量记为明..以△%的边界为准

线，母线平行于右轴的柱面割出曲面》上的一小块曲面

△S ,（它也表示相应的面积），同时这个柱面还割出切平

面& 上的一小块平面4 A ,（它也表示相应的面积，图

3-58）.用 Δ A ,近似代替A S C  =  1 ,2 ,…，〃），则

S =  ^ ^ Δ S f 弋
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设 %  =  {cosαi ,cosfi ,co sy ,}, 取 ΔA t 的单位法向量明 与 z 轴的夹角小于尚，则由第二章§ 4
乙

中的公式(16)可知

1
cosy i =  '■ ； -...   - .. ..

√1 + ∕ j ( x t , j ∕ i ) +  fy C x i ,J ∕1∙)

因△出是∆A ,在0刀 平面上的投影区域,故它们的面积关系为A% =∆A,∙cos兀，从而

△A l∙ =  铝- = √1 + ∕ j ( x i , y i ) +  fyC xi∖ y i )y ∆σi .cosy,

于是
.  ______________________________________________

s  2  √1 +  ∕ j ( x ,  9y i ) + f y ( jc i , y i ) ∆σl .
i = l

D 分割得越细密，这种近似程度就越好.仍设人表示〃个小闭区域直径的最大值.如果极限
篦

lim W ，y ) + f ；(. 小 ) M i
… i = l

存在，则定义此极限值为曲面》的面积S.根据二重积分的定义，则有

♦
s  =  l ir∏ 2  √1 + ∕ j ( x ,  9y i ) +  f y { x i ^y i ) ∆σ

λ^*0  »=1

= JJΛ∕1  + ∕ j ( x , j z )  + ∕2 ( X ,3∕)  dσ. (1)

记

dS =  √ zS +  f ( x , y )  + / ；(% ,) ) dσ

或 d S = +  f  (% , » ) + / ；(♦ , .  ) dxdy ,
称之为曲面E 的面积元素.

可以看到，推导曲面面积公式(1 )的基本方法是在曲面的微小局部以切平面近似代替曲

面，称之为“以平代曲”.这与推导曲线弧长的思想是一致的.

例 1 求曲面之=9一1 一/被圆柱面 / + / = 2 截得的一小块曲面》的面积A .

解 £ 的形状如图3-59所示，它在 0刀平面上的投影区

域为D ： ∕ + ∕ ≤ 2  .曲面W 的面积元素为

dS =  / 1  +  N1 +之 j djrdj∕ =  Λ∕1  +  4□72 + 4 J∕ 2 d r  dy.

在极坐标下，有 D ： 0 ≤ r ≤ √ Σ ,0 ≤ 6 ≤ 2 τ t ,于是

A =  j j / 1  +  4>z 2 +  4y 2 d r d y = j  ddj ∖∕1  +  4 r2 rd r

D
f√F  1 ___________

= 2π — Λ∕1  +  4 r2 d (4 r2 )
Jo 8

= -7- [ A/1 +  4 r2 d ( l  +  4 r2 )

π
4̂

13π
~

£ ( 1  +  4 / / 1
3 10
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* 3 . 2 质心

设在 0 元）平面上几个质点M 1（x 1 , y γ ） ,M 2 （x 2 , y 2 } , ∙ ∙ ∙ ,M n { χ n , % ）构成一个质点

系，这些质点的质量依次为m 1，m2；，…，加〃.记

=  2 叫 孙 ， %  ≈ ∑ y im i ,
£ = 1 i≡l

它们分别称为该质点系对于V 轴和 1 轴的静矩.令

_ M , π  M s
* = 而 ‘ ，= 而 ’

称点（了，夕）为该质点系的质心,其中叔= 巨人是该质点系的总质量.

» = 1
上述是质量呈离散分布时质心的定义.对质量呈连续分布的情形，我们来讨论相应的

质心问题.

设一块平面薄板在0 7 3 平面上所占的有界闭区域为D ,其面密度p （z , y ）在 D 上是

连续的.我们来求该平面薄板的质心.在本章§ 1 中已经知道，该平面薄板的质量为

M  = j∣*p（z  ,37）dj7dy ,

D
我们只需求出该平面薄板对于y 轴和1 轴的静矩M , , M ∕即可.

利用积分的思想，将 D 任意分割为九个小闭区域：

&∑ι ,∆σz, …，△% （它们也表示相应小闭区域的面积），在

第 ，个小闭区域△% （；= 1 , 2 , …一）上任取一点（气,方）

（图 3-60）. 当分割很细密时，每个小闭区域都可以近似看

作一个质点，从 而 这 n 个小闭'区域可近似看作位于点

（&  ,小）处，质量为 p （& =  1 ,2 ,… 川的质点系.

我们用这个质点系对》轴和％轴的静矩来近似代替该平

面薄板相应的静矩，即

制 「
My 仪  y ^ j ξ iρ<ξi ,% ）△% , M x ^  y∑ η iρCξi ,% ）△5 .

i=l £=1
D 分割得越细密，这种近似程度就越好.设λ 是这些小闭区域直径的最大值.令入- 0 ,则
分割无限细密.如果极限

. 2 — ,布）酝

存在，则定义此极限值为该平面薄板对夕轴的静矩M ,・同理，可定义极限

四 耳 小。（A ，/ ）△*

的值为该平面薄板对R 轴的静矩M 1 .由二重积分的定义可知

M y = J Jz p ( ι ,y )do , M x =
D

:心。（工,?）曲,

D
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从而

x
(% ,^)dσ

kΛσ =  kA  ， M

从而

JJyp(χ ,y )d (τ

D

M = x  dσ, M x

§ 3 重积分的应用

(4)

其中A 是 D 的面积.当质量均匀分布时，我们将质心称为形心.

设一个物体在空间中所占的有界闭区域为。，其体密度p （z ,y ,% ）在 。上连续.根据

质心的物理意义和类似的推导，可得到该物体的质心为（了，歹在），其中

D D

D D
如果该平面薄板的质量分布是均匀的，即面密度pCz ,y  ）恒为某个常数k ，则有

=协
Ω

xp(jc ,y  9z )d v  9
x  ,y  9z )d v

,y  ,z )dv

)dv
一 _ 1

y 9z )d v
(5)

走 __  - ----------------------

U 0(∙z ,y  ,z )dυ

Ω

= a
a

zp (x  ,y  9z ) d v ,

:J fy p (尤 9y ,z )d v  ,

∩

这里M  = j j p （x ,y  , z ）d u 是。的质量.特别地，当体密度p （z  ”  ,之）恒为常数时，有

Ω

万 =利卜小 7 , y =守山》小9 , 宅二歹皿之小人 （6）
Ω Ω ∩

其中V 是。的体积.

例 2 设质量均匀的平面薄板D 是椭圆［  +  W =  l （α ,6 > 0 ）所围成的闭区域在第

a b
一象限的部分（图 3-61），求 D 的形心.

解 由 于
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同理心 dσ = ? 凡 又 知 °的面积为A = ｝兀加故由公式⑷可得

D

例 3 求均匀半球体O ： l+∕ +z2≤ α 晨> O（Q> O）的形心（图 3-62）.

2
解 由O 的对称性可知了= 9 = 0 , 又知Ω 的体积为V  =  ̂ π∕,。在。力？平面上的

投影区域为D ： J+∕≤α2,从而

- y 2 }∂iX d y

=lΓcl"
于是

所以,所求的形心为（0,0,金 ,

* 3 . 3 转动惯量

设质点M 到直线L 的距离为度,该质点的质量为m ∙ 在力学中，把 II ≈r2m 称为质点

M 对于直线L 的转动惯量.设由n 个质点M ] , M z ,…,M ”组成一个质点系，各质点到直

线L 的距离依次为厂1，厂2，…，L （图3-63）,它们的质量分别为m 1 9m 2 ,*∙ ∙,m n .这个质点系

的各质点对于直线L 的转动惯量之和儿称为这个质点系对于该直线的转动惯量，即
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IL = ∑ ⅛  ⑺
, i = Γ

上述是质量呈离散分布时转动惯量的定义.如果质量呈连续分布，我们应如何求此时

的转动惯量？下面以一个例子来说明.

设一块平面薄板在0 » 平面上所占的有界闭区域为D ,其面密度p ( z , y ) 在 D 上连

续，求该平面薄板对于x 轴的转动惯量Ix .

利用积分的思想，将 。任意分割为九个小闭区域△6 , △% ，・・・，△% (它们也表示相应

小闭区域的面积)，在第£个小区域△% (3 =  1 ,2 ,…，〃)上任取一点(£.，力)(图3-64).当分

割很细密时，每个小闭区域都可以近似看作一个质点，从而这 n 个小闭区域可以近似看

作位于它中)处，质量为p ( f , , 7  )△%(£ =  1 ,2 ,…，九)的质点系.可用这个质点系对于1

轴的转动惯量近似代替该平面薄板对于①轴的转动惯量.由于第i 个近似质点(&,“)到

1 轴的距离为1 / 1 ,于是

t = 1

D 分割得越细密，这种近似程度就越好.设λ 是这些小闭区域直径的最大值.令4 f  0 ,则
分割无限细密.如果极限

λ-*0 t≈ι
存在，则定义此极限值为该平面薄板对于1 轴的转动惯量由二重积分的定义可知

I x = J J ∕p ( z  9y)dσ. (8)
D

同理，可定义该平面薄板对于y 轴的转动惯量为

I y = ^ τ 2p {χ  ,j∕)dσ. (9)
D

如果直线L 通过原点且垂直于O ∙ry平面，同理可推出该平面薄板对于直线L 的转

动惯量为

I o  + y 2 ) p ( ι ,y ) d 0 .  (10)
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如果一个物体在空间中所占的有界闭区域为。，其体密度p ( ι , y , z ) 在 0 上连续，读

者可类比地自行推出该物体分别对于1 轴、y 轴、z 轴的转动惯量为

L  = 0 ( /  + d ) p ( z , y  ,z )d b ,

Ω

=JJ[("2 + / )0(％，? ，z )d %  (11)

L  =口 (1  +  ∕ ) p ( ①，y ,z)dτ).

例 4 求半径为。的均匀半圆形薄片对于其直径边的转动惯量.

解 由于该薄片的质量是均匀分布的，可设其面密度p ( ι , y ) 恒为常数瓦如图 3-65
所示建立平面直角坐标系，则该薄片所占的闭区域为D ： Y + ∕ ≤ α 2 , y ) o , 要求的转动

惯量就是该薄片对于x 轴的转动惯量L . 由公式( 8 ) ,利用极坐标，有

I x = 9 后》2业＜1? =⅛ J  d j j r 3 sin20dr =A (I* sin20d01 ( f  r 3d r)
D

= - k a 4 =  -γMa 2 ,
8 4

其中M  = k ∙ -∣α 2 是该薄片的质量.

例 5 求密度均匀，高为人的圆环柱(图3-66)对于其轴线的转动惯量.

解 此时该圆环柱的体密度p — y  , z )恒为某个常数k ,记该圆环柱所占的空间有界

闭 区 域 为 它 在 O ∙τy平面上的投影区域为

D ：J? ! ≤ x 2 + √  ≤ R ∙

由公式( I D 可知，所求的转动惯量为

k ( x 2 +  y 2 )d x dydz.

利用柱面坐标，可得

dz ≈ k  ∙ 2π • 下（R ； -  R；） ∙ h4

= 半 ®  _ R ：）.



惠等薮学i工本5(2023 ⅛S)J⅛ 1 7 3
重积分内容小结

习 题 3-3

1 . 求球面 / + / + 2 2 = 4 / 含在柱面， + 3z2 =  2 α z (α > 0 )内部的面积A .

2 . 求锥面2 =  在 可  被柱面 ∕ = 2 z 所割下部分的面积A.
3 . 求曲面 ∕ + ∕ = 2 α z 被柱面1 + / = 3 / 所割下部分的面积A ,其中Q>0.

*  4 . 求位于两个圆∕ +  ( y - i ) 2 = ι 和 l  +  ( y - 2 > = 4 之间的均匀薄板的形心.

* 5 . 设一块平面薄板所占的闭区域D 由抛物线y = ∕ 及直线 y = 1 围成，它在点

( 0 》)处的面密度为°(巧？) =，力求该平面薄板的质心.

*  6 . 求旋转抛物面z = x 2+ y 2 及平面2 =  1 所围成的质量均匀分布的物体的形心.

*  7 . 求质量均匀分布的物体。：1 + 4  + 马 ≤ l , Q 0 , y > 0 , z > 0 的形心.

a 0 c

α* 8 , 设平面薄板D 由抛物线/ = 9 % 及直线z  =  2 围成，其面密度恒等于1 ,求它对于
U

Z 轴和y 轴的转动惯量.

* 9 .设一个球体上任意一点处的体密度与该点到球心的距离成正比，求它对于通过球

心的一条直线的转动惯量.

重积分内容小结

将一元函数定积分的概念和方法推广到多元函数上，是本章所讲述的重积分内容.重积分

的定义、性质与定积分是类似的，它的各种计算方法最终都要化为依次进行的定积分.

一、二重积分

1 . 二重积分的定义

设/(巧 ))是定义在有界闭区域Q 上的函数.将 D 任意分割成〃个小闭区域∆σ1 ,

△0 2 " ・・，A%(它们也表示相应小闭区域的面积)，在每个△盘上任取一点(& , 7 ) ,做乘积
n

/ ( 6 , % )£ ，('  =  1，2 1 ・，〃)，并做和式 ∑ ∕ ( e ι , 7 l )∆σ1 . 如果这些小闭区域直径的最大值义- 0
i≈l

时，这个和式的极限存在,则称此极限值为函数在。上的二重积分，记作J ∕ ( z , ) ) d σ ,即

D

] J " z  ,y )do  =  l i m ⅜ ∕( g 1 ，仍)△%.

D -* i =]

直角坐标下的面积元素可记为do =  dzdy ,此时二重积分可记为j 7 ( χ , y ) c k d y .

D

若函数”巧 、)在有界闭区域D 上连续，则二重积分/ / ( ] , " 也 一定存在.

D
2 . 二重积分的性质

假定以下所给出的函数都是可积的.
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1 ) 线性性：

,j ∕)dσ  = % jjf  ( z , y ) d o , 其中 k 是常数；

D D
J ( f (1 ，) )土 g ( z  ,y ))do  = J Jy (x  ,j )d σ  ± J J g (x  ,j∕)dσ.

D D D
2 ) 区域可加性：若积分区域。被分为两个闭区域D 1和 。2 ,则

『 (I ，、)d。= j j , ∕( x  ,y )d。+  j j ∕ ( ι  ,y  )do.

D D1 D2

3 ) 单调性：若在有界闭区域D 上恒有“巧 ))> g ( z , 3O ,则
J f ( z , y ) d o > j g (x ,了)do.

由单调性3)可推知
,j∕)dσ  | ≤ J J ∣f  (了，y ) ∣do.

D D
若在有界闭区域D 上恒有 f  ( z , y ) > 0 ,则 J ] 7 ( l o ) d o  ≥  0.

D
4 ) 估值公式：设在有界闭区域D 上恒有a ≤ f ( R , y ) ≤ M ,其中 τ n ,M 为常数，则

m  ∣D ∣≤ ] J ∕ ( ^ , 3 ∕ ) d σ ≤ M  ∣D ∣ ,
D

其中 ID I表示D 的面积.

5 ) 积分中值定理：设函数 f  在有界闭区域D 上连续，则在D 上至少存在一点

(£*),使得

,y )d σ  = fC ζ ,η )  ∣D | .
D

由性质5 )可推知J J d o =∣D ∣.
D

二、二重积分的计算

1 . 直角坐标下二重积分的计算

1 ) 若积分区域。可表示为。：Q ≤ x ≤ 6 , G ( z ) ≤ y ≤ 9 2 ( z ) ,则
『" 之 )dzdy =  [* AT  [  " f ( i , y ) d y ;
JJ Jα j P (χ)D "1

2 ) 若积分区域D 可表示为D ： c ≤ ) ≤ a ,此(y ) ≤ x ≤ 6 ( ) ) , 则
ΓΓ [d f≠2<>>

∕ ( ∙ r , y ) d ∙ r d y =  dy f { χ  ,j ∕)d jτ .
叱 J  C ( › )

2 . 极坐标下二重积分的计算

直角坐标与极坐标的关系为

{τ =rcosθ, , ,
( 0 ≤ r  < + ∞ ,  O ≤ ι 9 < 2 π ) ,∖y =rsinθ

此时面积元素为dσ =  rdrdθ或 AxΛy =  rArAΘ.若在极坐标下积分区域D 可表示为

D  ： Q ≤ G ≤ p , 4 ι ( 6 ) ≤ r ^ ≤ W 2 ( 9 ) ,

则
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J J ∕( x  ,3∕)dxd3∕ = J J ∕( rc o s 0  ,rsin0)rd rd0  =  J  d f] /(厂cos。，厂sin。)厂dr.

D D ΨL

三、三重积分

1 . 三重积分的定义

设函数 f ( x , y  ,之)是定义在空间中有界闭区域Ω 上的函数.将Ω 任意分割为九个小闭区

域 △%,△叫，・・・，△%(它们也表示相应小闭区域的体积)，在每个小闭区域A s 中任取一点
♦

(&,多， )，做 乘 积 ,为4 ) △□  6  =  1 ,2 ,…，口) 并做和式 .如果这些
1 =  1

小闭区域直径的最大值入- 0 时，这个和式的极限存在，则称此极限值为函数“ 巧 升 2 )在。

上的三重积分，记 为 宓 ，九 2 )孔 ，即
Ω

j∣J f (%，y j z )d v  =  l i m ∑ ∕ ( f i，力，「)△%•・

在直角坐标下，三重积分记为N " n A N ) d z d 3 ∕d 2 .
Ω

若函数 f ( z ~ , z ) 在有界闭区域O 上连续，则三重积分J j ∕ ( n 3H N )ch存在.

Ω
2 . 三重积分的性质

三重积分的性质与二重积分的性质类似，不再重复.需注意

^ ld v = ^ d v = ∖ Ω ∖ ,

Ω Ω
其 中 表 示 0 的体积.

四、三重积分的计算

1 . 直角坐标下三重积分的计算

1) “先一后二”法：

若积分区域 0  可表示为。：α ≤ z ≤ 6 ，w  (z  ) ≤ y ≤ ) 2 (X)，之1 ( z ,y ) ≤ N ≤ N 2 (工，))，则

其中D x y 是O 在 0巧 平面上的投影区域.

2) “先二后一”法：

设积分区域。在 2 轴上的投影区间为 [ c , d ] ,用平面Z =  N ( c ≤ 2 ≤ d )去截。，截面为

2 , 则
J J ∕ ( z  ,y  ,z )d zd y d z  = ]  dz / “ n ,y  ,z )d z d y  ,

Ω C DZ

其中J f  —  y ，z )d z d y 是将D z 投影到0 刀平面上所做的二重积分.

D ≡
2 .  柱面坐标下三重积分的计算

直角坐标与柱面坐标的关系为
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x =rcosd,

γ y =rsind, (0 ≤ r V +  o o , 0≤ ^≤ 2π ,- o o < ^  < +  ∞),

z - z

此时体积元素为dv^rdrdθ dz或 dτdydz =  rdrdθdz.如果积分区域Ω在柱面坐标下可表

示为

Ω ： a ≤ 0≤ ^, r 1(0) ≤ r ≤ r 2 (5),Z](r,^) ≤ z

则

[I f (x ,z)drdydz =  ∣ ∣ f  (rcosd,τsinJ ,z)τd厂dθd%

=「此「。 「"
Ja K 1 (θ) J / ( r " )

f (rcos0,rsin∣9,z)rdz.

* 3 .球面坐标下三重积分的计算

直角坐标与球面坐标的关系为

(x≈rcosθsinφ^

5› =rsin¢sinφ, (0 ≤ r < +  ∞,0 ≤ φ ≤ π,0 ≤ 8 V  2π),

[z ==rcosφ

此时体积元素为dv≈r2 sinφ dr dφ dθ或 dx Ay Az =  r2 sinφ dr dφ Aθ.如果积分区域Ω在球面

坐标下可表示为

。：α ≤ 夕 <  B,<pι(8) ≤ φ ≤ 夕2(6)，厂i(W，J )≤ r ≤ r2 (φ »

则

jjj,∕(x 9y 9z)dxdydz =  JJj*∕(rcos0sinφ ,rsin^sinφ ,rcosφ)r2sinφdrdφd^

Ω Ω
p? Γφ 2 (.θ')

f (rcos0sinφ ,rsin0sinφ ,rcosφ)r2sinφdr.

五、重积分的应用

1 . 曲顶柱体的体积

设曲面》的方程为之=/(]可)，(7 0 ) 6 。，其中D 是有界闭区域.如果函数/(巧))连

续且 /(“0 ) 2 0 , 则以 D 为底, W为顶的曲顶柱体体积为

V  =JJ∕(x ,y)dτd第

D

2 . 质量

设一块平面薄板在O z y 平面上所占的有界闭区域为D ,其面密度p(z,∕)在 D 上连续,

则该平面薄板的质量为

M = ，) )dιdy.
D

设一个物体在空间中所占的有界闭区域为其体密度p(K,y,g)在 。上连续，则该物体

的质量为
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M =  jjj*p(R ,y  ,z )d r  dy dz.
Ω

3 . 曲面的面积

设曲面2 的方程为之=/(巧》),(1 ，？)6 。，其中口是有界闭区域，函数 ∕ ( z , y ) 在 。上

具有连续偏导数,则曲面E 的面积为

S = JJΛ∕1  + f l ,y )  + ∕y ( χ  , 3z) dσ.
D

* 4 .质心

设一块平面薄板在O z y 平面上所占的有界闭区域为D ,其面密度p ( n 3 ∕ ) 在 D 上连

续.设该平面薄板的质心为(看,夕)，则

jr = M----y  . v_  = M----x ,M y M

其中M=JJ
D

x . y ) d x d y 是该平面薄板的质量，而

M* = jj ∙rp ("  ,y )do  , M_
D

分别是该平面薄板对于丁轴和二轴的静矩，从而

_  D
yX

Jjμo(x ,y )dcr
D

特别地，当面密度p ( z , y )恒为常数时，有

" i f f ”  ―
D

J [)p (z  ,y )d σ
D

JJp(z 9y)dσ

D

D

其中A 是 D 的面积.此时，称(了,夕)为该平面薄板D 的形心.

设一个物体在空间中所占的有界闭区域为。，其体密度p ( m , z ) 在 。上连续，它的

质心为(三9y ,乏)，则

x  9y  ,z )d o

夕

z =

「卯(1 ,y ,≈ )dv

Ω
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其中 M = J J p ( z " , N ) d v 是该物体的质量,特别地，当体密度p ( z , y , z )恒为常数时，称

(Z,歹中)为该物体的形心，此时

其中 V 是。的体积.

* 5 . 转动惯量

设一块平面薄板在O x y 平面上所占的有界闭区域为D , 其面密度p ( z , 3O 在 D 上连

续，则该平面薄板对于1 轴和y 轴的转动惯量分别为

[工=]J∕ p(N,y)do, Γy

D

= U " p ( " ，:y)d(τ.

D
如果一个物体在空间中所占的有界闭区域为。，其体密度p( z, y , z )在 。上连续，则

该物体对于1 轴 轴 及 z 轴的转动惯量分别为

y  -

jy ( y 2 +  z 2 )ρ (x  , y , z ) d υ  9
a

+  /  )p(% ,y ,z)d^ ,

Ω

I z — (χ2 +∕ ) p ( z  ,y ,z)du.

复 习 题 三

一、填空题

1 . 设 。是以三点(0,0),(1,0),(0,1)为顶点的三角形闭区域，则由二重积分的几何意义

知 JJ(1 — R  — y )dzdy = .

D
2 . 设 “ z, y )为连续函数，则由平面z =  0、柱面 i + ∕  =  ι和曲面 2 = ∕ ( z , y )所围成

立体的体积可用二重积分表示为______________.

3 . 设闭区域 Q ： z 2 + y 2 ≤ α2(α>0),又有U c √ + y 2 ) d > rdy=8π ,则 a = .

D

* 4 .设函数“ z , y , z )连续，【二小必(/二丁分工+会外不山幻袅.如果将这个三次

积分改为先对了、再对 y 、后对 z 的三次积分，则 1 = .

5 . 设闭区域 0 ： 0≤N≤π,0≤y≤π,0≤z≤π,则 sin2j;sin2j/sin2zdt; = .
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二、单项选择题

1 . 设 f ( z , y ) 是连续函数, α > 0 ,则 「dN『/(z ,y ) d ) 等于
J  0 J o

( )

(A ) j dy j f ( x 9y )d τ ^
Jo Jo

(C) ∕ ( x  ,j∕)djc ；

(B)

(D)

f  ( z ,y ) d z

∕ ( x  ,y )(iz.

2 . 设 D 是 平 面 上 以 三 点 (1 ,1 ) ,(  — 1 ,1 ) , (一1 ,一1 )为顶点的三角形闭区域，口 是

。在第一象限的部分，则
JJ(>rjy +  COSJCsiny ) dxdy 等于 ( )
D

( A) 2jj cosκsinj∕d∙r dy ;
D]

(C) 4 jJ(zy  +  c o s ιsiny ) dzdy

(B) 2j j x y  d r  d j ∕;

D I

(D) 0.
D I

3 . 设闭区域0 ： 1

下列结论中正确的是

+ /  ( z ≥ 0 )  ,∣Ω1 ： x 2 ~∖~y2 + d ≤ R 2  ( ] > 0 , y  > 0 , % > 0 )，则

( )

( A) Lrd^ =  4 Lrdυ
(B ) R d - 加

d?7 ；

(C) 小 丸 = 4 0 zdv (D) x y zd v  =  4 x y z A v .
Ω

4 . 设闭区域。 由圆i + ∕ = 2 a z ( a > o ) 围成，则二重积分j∣e r 2 T ckτ =
D

)

,2a cosθ 9

eΓr dr ；
0

(A) 2，dJ
J o ‹

f  π f  2αcos5 %

(C) dθ∖ e-r rdr
J o  J o

(D)

(B)
2a cosθ 2

eΓr dr
0

2a cosθ 9

e- r  rdr.
0

5 . 设球体O ： z 2 + y 2 + ∕ < ∕ Q > 0 ) , 则下列结论中错误的是 )

(A) 1 = (12 +  y? +  之2 ) d ∕d j ∕d 之= 0 (B) I =
Ω

(C) I =  j j j 3 djrdjzd2： =  0

Ω

三、综合题

(D) 1 =

jjj x y  dx dy dz — 0
Ω

zsin(jz2 + y 2 )d χ d y d 2  =  0

1 . 计算二重积分I = J e ”+，cLrdy,其中 D ： ∣%∣ +  ∣y ∣≤ L
D

2 . 计算二重积分I = i f '" 2  + ，2 dzdy ,其中 D 是由圆 x 2 + y 2 = a 2 及 x 2 + y 2 = aχ(,a> 0)

D
所围成的闭区域在第一象限的部分.

域.

3 . 计算二重积分，=
= U  詈 dzd∙

D J

【y ,其中。是由抛物线 ∕ = ］及直线V = N 所围成的闭区
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4 . 计算三重积分］J(b∣ +  5  +  ∣z∣)d.,其中。：̂ 2 + y 2 + z 2≤√(α>0).

∩
5 . 计算由曲面2 = / + / 、三个坐标面及平面jr+ y  =  l 所围成立体的体积.

6 . 计算由曲面z=∕ +∕  +  l、三个坐标面及平面1 =  4,9 =  4 所围成立体的体积.

7 . 求两个圆柱面/ + / = / 和∕+%2=∕ (α >0)所围成立体的表面积A.

8 . 求 曲 面 之 =应 被 柱 面 /+/=〃 2(.>0)所割下部分的面积A .
a



第四章
曲线积分与曲面积分

在上一章中，我们已经把积分的概念从积分范围为数轴上的一

个闭区间推广到积分范围为平面或空间中的一个有界闭区域的情

形.本章将把积分的概念推广到积分范围为一条曲线弧和一个曲面

的情形.这两种积分分别称为曲线积分和曲面积分.和重积分不同，

由于实际问题的不同要求，有时需要用两个数的乘积，有时需要用

两个向量的数量积，故引入了两种不同类型的曲线积分和曲面积

分 ，即对弧长的曲线积分和对坐标的曲线积分，以及对面积的曲面

积分和对坐标的曲面积分.本章将介绍这些积分的概念、性质、计算

方法以及它们和重积分之间的关系.

§ 1 对弧长的曲线积分

1 . 1 对弧长的曲线积分的概念与性质

设一个质量分布不均匀的曲线形构件所占位置是0 /丁平面内的一条

光滑曲线①弧L ,它的端点为A , B (图 4-1),其上任意一点M ( 1 , y )处的线密

度为屋”，3，)，且 p(z ,»)在 L 上连续.现在要计算该曲线形构件的质量.

先分析这个问题的困难之处.如果

该曲线形构件的质量是均匀分布的，即

其线密度恒为某个常数,那么该曲线形

构件的质量就等于其线密度与曲线弧

L 的长度的乘积,所以，困难之处就是

线密度是变量.我们再一次遇到了“变

与不变”的矛盾.处理曲边梯形面积问

题的经验告诉我们，总体上是变的，在

微小的局部可以“以不变代变”.所以，我们在L 上插入点 M N Z ］，” )，

“2 (壬，)2),… ，M . 7  ( x n-ι, y n-1 )将它分成 n 段小弧，并 记 M o =  A  ,

M ”= B . 取其中有代表性的一段小弧 M ^ M t 来进行分析.线密度

p ( z , y )连续变化时，在这一段小弧上p ( z , ' )的变化很小.于是，我们可以

在 威 I 彳上任取一点(气,7 ) ,用这一点处的线密度p ( & , 7 ) 来近似代替

这一段小弧上各点处的线密度，从而得到相应一小段构件的质量△叫的

① 光滑曲线，是指曲线上各点处均有切线，且当点在曲线上连续移动时,切线也在连续移动.
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近似值p (& , 7 ) △5,.,即
∆m l &  p 0 , r ∣ C ,

其 中 表 示 小 弧 ΛJ * , ∙ 的长度.所以，可得到该曲线形构件的质量机的近似值：
n -

m  =  ∑ ∆ m 1 % W P (& ，为)△§,・
用 λ 表示所有小弧长度的最大值.注意到上述症似值的近似程度依赖于分割的细密程度，即 λ

越小,近似程度越好.为了得到该曲线形构件质量的精确值，令 % - 0 , 对上述和式取极限.如果

极限 l i m * p ( E ,力)△与存在，则称此极限值为该曲线形构件的质量，即

… i=]

m  =  lim》 p (& ,〃)△§：.
—。,=1

抽象掉上述问题的物理意义，我们引入下面的定义.

定义 1 设 L 为O x y 平面内的一条光滑曲线弧,端点为A ,B ,函数f ( z , y ) 在 L 上有界.在

L 上任意插入 n~ l  个点 Mi ( 4 ，？i ) ,乂2 (%2，？2)，…， ( q 7  ,3, n - ι) , 并取 M o = A  , M n =

B ,把 L 分成九段小弧.令第£(£ =  1 ,2 ,…，九)段小弧 M ^ M l 的 长 度 为 ,又(& ,彷)为小弧

_一 一 f -
M i.1M i 上的任意一点，做乘积/(&.,%)△§,•，并做和式 ∑ ∕ ( f , , 7 l )∆ s t∙ . 如果这些小弧长度

i≈ 1
的最大值;1—0 时，这个和式的极限存在，则称此极限值为函数f  ( l 0 ) 在 L 上对弧长的曲线

积分或第一类曲线积分(简称曲线积分)，记作 j ∕ ( x , y ) d s , 即

J  ∕ ( JC 9y)ds =  l i m ∑ ∕( f ,  , (1)

其中/(%,))叫作被积函数，L 叫作积分弧段.

可以证明，当L 是光滑曲线弧，且函数/(巧 y )在 L 上连续时" ( z 0 ) 在 L 上对弧长的

曲线积分存在.以后我们总假定被积函数” z , y )在积分弧段L 上是连续的.

根据对弧长的曲线积分的定义，当曲线形构件的线密度p ( z , y ) 在光滑曲线弧L 上连续

时，该曲线形构件的质量为

m  = ^ J  p(<z,')d5 .

对弧长的曲线积分有下列性质(设所讨论的对弧长的曲线积分存在)：

1) j  ( / ( 1  , y ) ±  g ( z  ,y  ))ds = j j (i ，？)ds ±  1 g ( z ,y ) d s .

2 ) 如果万为常数，则有

j  % f( ∙r ,y )d s= % j ∕ ( z , ) ) d s .

注 由性质1 ) ,2 )容易看出，如果3 ，七是常数，则有

J  a ι ∕ ( 1τ , ' ) + ^ 2 g ( z , j O ) d s = M j j ( ∙ r , y ) d s  十 七( g  ① ，，)心・

我们称这个性质为对弧长的曲线积分的线性性质,此性质可以推广到被积函数是有限个函数

线性组合的情形.

3 ) 若积分弧段L 被分为L - L 2 两段(记为L = J + L 2 ) ,则有

[ f ( z , y ) d s  =  [ ∕ ( z , y ) d s  +  [ ∕( ∙z ,y ) d s .
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注 性质 3)可以推广到积分弧段被分为有限段的情形.这说明，对弧长的曲线积分的定

义可以推广到分段光滑曲线①弧上.

4 ) 变换积分弧段L 的起点和终点，对弧长的曲线积分的值不会改变.

5 ) ( d s  = ∣L ∣, 其中∣L ∣表示曲线弧L 的长度.

在定积分中，当 α < 6 时，有 ( d z  = b - a , 它是闭区间［α ,打的长度；在二重积分中，有

』也 打 =|。|,其中表示平面有界闭区域 D 的面积;在三重积分中，有｛［［也<1»(1%=|。|,其

D Ω
中1戏I表示空间有界闭区域Ω 的体积.性质5)可以看作它们的推广.

类似地，也可以定义函数f 5 y 迂)在空间光滑曲线弧L 上对弧长的曲线积分］J ( N 少 ,z)ck

1 . 2 对弧长的曲线积分的计算

从(1)式中容易看出，在 J J G θ ) d s 中，点(巧” 在曲线弧L 上，因此点(巧))必满足曲

线弧L 的方程;d s是由小弧的长度△一转化来的，所以 d s是曲线弧L 的弧微分.于是，我们有

下面对弧长的曲线积分的计算公式.

定理 1 设函数 ∕ ( z , y ) 在曲线弧L 上有定义且连续，L 的参数方程为∖τ  = " a ) , , 一
, 、 ( a ≤ % ≤ f ) ,∖y  = (p (t)

其中函数3 « ) 用 (£)在 区 间 上 具 有 连 续 导 数 ，且

( ≠ 7 z ) ) 2 +  (φ , ( z ) ) 2 ≠ 0 ,

则对弧长的曲线积分J i ∕ ( l θ ) d s 存在，且

|  ∕ ( r c , ' ) d s = J  f  (ψ (t) ,(p(t)) Λ∕  (^ , ( r ) ) 2 +  (φ , ( i ) ) 2 dt. (2)

若曲线弧L 是用直角坐标方程给出的，即 L ： y = ' ( z ) , a ≤ z ≤ 6 , 则它可以转化为以z

为参数的参数方程［；［；］ ) ( a ≤ z ≤ 6 ) ,从而 d s=  J l + ( , 『d x.于是

J  J ( ∙ r  B )ds =  j  ∕ ( x  9y ( x ) )  J 1  +  ( . )

若曲线弧L 是用极坐标方程给出的，即L ： r  =  N 6 ) ,6 ° ≤ 6 ≤ % ,则它也可以转化为参数

方程

仔 -r (θ )c o sθ  9
1y = r (θ) sinθ

注意到

χ , (0) = r , (0)cos0 — r(θ )sinθ 9

从而

( J。≤ e ≤ % ) .

/ '(& ) = ∕( 9 ) s i n J  +  r(θ )cos0 9

①分段光滑曲线，是指由有限条光滑曲线组成的曲线.
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ds =  / ( 3 2 ) ) 2  +  (丁(6 ))2由 = √ r 2 (⅛) +  ( r , (0 ) ) 2 d^,

于是

[ / ( 1 ,y  )ds =  j 1 f  (厂(6)cosJ,r∙(0)sin6) Λ∕ Γ2 (⅛) ÷  ( r , (⅛))2 d0.
J L J ”

公式(2 )还可以推广到空间曲线弧的情形.设空间曲线弧L 的参数方程为

x = [ ( ，)，
γ y = p θ  ( α ≤ E ≤ 8 ) ,

z  = ω ( i  )
其中函数”。)，9 。)，3 (力在区间处上具有连续导数，且

( √ ( O ) 2 +  (φ , ( O ) 2 +  (ω , (O ) 2 ≠  0,
则对弧长的曲线积分∫ J G , y , z ) d s 存在，且

[ / (1 ,y ,z )d s  =  [ f  ( " ( x ),中(£),s ( z ) )  ∖∕ ( ≠ , ( i ) ) 2 ÷  (φ , ( O ) 2 +  (ω , ( r ) ) 2 dz.
J L J a

值得特别注意的是，在上述所有对弧长的曲线积分的计算公式右端的定积分中，为了保证

弧微分d s 为非负的，积分的下限必须小于或等于上限，即 α ≤ S , α ≤ 6 , ∕≤ % ∙
例 1 计算对弧长的曲线积分1 = ( 后 小 ，其中 L 是抛物

线) = / 上点 0 ( 0 ,0 )与 B ( l , l ) 之间的一段弧(图4-2).
分析 在本例中，曲线弧L 是由直角坐标方程给出的，此方

程可以看作以x 为参数的参数方程

( α = z ,
2 ( 0 ≤ % ≤ l ) ,

W = 工

其弧微分的公式为

ds = J∖  +  ( a )  d r .
解 根据上面的分析，因为L 的方程为v = ∕ ( o ≤ z ≤ i ) , 所以

ds =  / 1  +  ( j ∕)2  dx =  Λ∕1  +  (2J7) 2 djc.

故

I =  [ 4y ds =  ∣* ∖Γτr  √Z1 +  (2X ) 2 dx =  f √zl  +  4x 2 x d r
J L J 0 J θ

=  y ∫ 1 ( l  +  4 x 2 )⅛ d(l +  4x 2 ) = ⅛ ( l  +  4x 2 ) l  ∣θ

=  ⅛ ( 5 √ 5 - 1 ) .
1乙

例 2 计算对弧长的曲线积分I = L j d s , 其中 L 是半径为R ,中心角为2 α 的一段圆弧

(图 4-3).
解 因 L 是半径为R 的一段圆弧，故 L 的参数方程为

lx = R c o s θ , , , 八 ,  、
(一Q ≤ e ≤ α ) ,∖y = Rsιnθ
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且 d s= R d 9 ,从而

R 2 sin2θ ∙ R d θ = 2 R 3^ s in z θdθ

=  2R3 广 1 ".∞ s ^ d g  = R 3 ( a -  q s in 2 0 ) .
J o 2 \ /  /

例 3 计算对弧长的曲线积分I = £ e G / d s ①，其中L 为

圆 2 2 + / = / (々＞0).

解 因为(巧y )在圆L 上，所以， + / = / , 从而 e √ ^ r

= e √ 于是

e √zx2+y
2 j 5 = 4  e° ds =  e α1

) ds.

而 £(15为积分弧段L 的长度，即圆L 的周长2 π a ,因此

例 4 计算对弧长的曲线积分I = £ ( x 2 + ∕ ) d s , 其中 L 为曲线弧

x  = a  (cos，+ 1sini) ,
<y =  a (sini -  Zcosi )

(0 ≤  ¢ ≤  2 π ,a 〉 0).

解 因 为

" ( t )  = a  (——sini +  sin, +  icosz) = a t cost,
y '  ( t)  =  a (cos 力 ——cos 力 +  ∕s in ∕)  = a t  sinZ ,

所以

ds =  Λ∕ ( X / ( O ) 2 +  (j^, ( i ) ) 2 dz =  ^ ∕a 2 t 2 (cos2i +  sin2r ) ⅛ = atd t.

又

x 2 ÷ y 2 = a 2 C(cosZ ÷Zsi∏z)2 +  (sinZ — Zcos^)2J = a 2 ( l  ÷ r 2 ) ,
所以

I =  Γπa 3f ( l + ^ 2 ) ⅛ = a 3 (→ 2 + → 4 ) I'"
Jo ∖ 2 4 / Io

=  2π2a 3 (1 +  2π2 ).
例 5 计算对弧长的曲线积分1 =  ∫ i √ y d 5 , 其 中 L 为折线

OAB,这里点 C ,A ,B  的坐标依次为(0 ,0 ) ,(0 ,2 ) ,(1 ,0 ) (图 4-4).
解 I = [ x 2 yds +  [ x 2j∕ds.

JOA j AB
在线段 OA 上 , z = 0 ,故/ x 2yds = 0 .

J OA
在线段A B 上，因直线A B 的方程为∕ =  2 - 2 z ,故

① 符号"£；'表示积分弧段L 为闭曲线.
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As =  √zl +  ( ? )  dx = √ f5 d r .

因此

f x 2 yds = [ x 2 (2 — 2χ} ♦底 &JC = 网 (-ς-x3 — —x 4 ) I = 与 .
J AB J o ' 3  Z / Io o

所以 ι  =  o + 洛 = 噂.

D 0
例 6 计算对弧长的曲线积分I  =  1 g z d s  ,其中 L 是螺旋线的一段：

x  = a cosθ,
γ y = a s in θ , (0 ≤  6 ≤  2π,α >  0 , 4 关 0).

z =kθ
解 I =  f ka 2θcosθsinθ ∙ Λ∕ Λ 2 sin2θ ~∖~ a 2 cos2θ -∖- k 2 dJ

Jo

= ^~ka2 a 2 -∖~ k 2 [ Jsi∏26dG =  2 / a ' + 1、∙ (-- -  ) [ Jd(cos2J)
2 Jo 2 ' Z ≠ Jo

= — 2 ∕ α  * +  % 2 (dcos29 ∣ — J  cos26dθ)

= ­ yΛα2 Λ∕ Λ 2 +  Λ2 .
乙

例 7 计算对弧长的曲线积分 ∕ = R e G 7 d s ,其中 L 为

圆 / 2 + ∕= α 2 ( α > o ) ,直线y = ” 及 χ 轴在第一象限内所围成

扇形区域的边界.

解 如图4 -5所示，因为L = L + L 2 + L 3 ,其中

L 1 ：) = 0 ( 0 ≤ z ≤ α )且 ds =  dτ ,

L (x = α c o sβ ∕ ,  , τ τ ∖ r  . , λ
2 ： ( . ( θ ≤ 9 ≤ 7 ) 且 ds = α 此，

ly =  α s ιn J ' 4 /

L 3 s 3z = z ( ° < % &提 )且  d s =呢 d%,

所以

而

因此

∕ = < f e y 7 ; 7 ds =  j e 7 ?÷7 d 5 +  f e*7 7 ÷7 d5 +  [ e yf^ d s .
J L J L] J % J L3

[ e 7χ2+ y2  ds =  p e v ς ^ d x  =  [β ex dx = e β - 1 ,
J L1 Jθ J。

∫  e
7χ2+ y2 ds = ∫ 7  e  √<-^>2+<-î 2 α  dθ =  ∫ J  eαα d¢ =  y  ea ,

∫ L 为 d ( & ) = 日 『 = 一 1,

I = $  e " + '  ds =  eβ — 1 +  ^~ea +  eβ — 1 =  2 (ea — 1) +  -γ~Ga .
J L 4 4
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§ 2 对坐标的曲线积分

习 题 4-1

1 . 计算对弧长的曲线积分］二 一d s ,其中 L 为从点A ( 0 , - 2 ) 到点 B (4 ,0 )的线段.
J L X  -  y

2 . 计算对弧长的曲线积分［ ( / + / ) ”(15,其 中 心 是 圆 / + / = / * > 0)・

3 . 计算对弧长的曲线积分Q j Q ∕ d s , 其中 L 是圆 F + y 2 = 4 .

4 . 计算对弧长的曲线积分L * d s ,其 中 L 为圆心在原点的右半单位圆周.

5 . 计算对弧长的曲线积分［j d s , 其 中 L 为摆线工 =。(£ —s i n Q , ∕= α ( l - c o s Q ( 0 ≤

r≤ 2 π ) .
6 . 计算对弧长的曲线积分 J j y d s , 其 中 L 为抛物线 2 R = / 上 由 点 A (5 ，—1 )到点

B (2 ,2 )的一段弧.

7 . 计 算 对 弧 长 的 曲 线 积 分 + y )d s ,其中L 是以三点0 ( 0 ,0 ) ,A ( 1 ,0 ) ,B ( 1 ,1 )为顶

点的三角形区域的边界.

8 . 计算对弧长的曲线积分］z d s ,其 中 L 为螺线 >r = 力cos£,y=% sill£,N=〃0 ≤ ，≤ 力o).

§ 2 对坐标的曲线积分

2 . 1 对坐标的曲线积分的概念与性质

一、变力沿曲线所做的功

设一个质点在。τ y 平面内沿一条有向光滑曲线弧L 从其起点A 运动到终点B ,在运动

过程中，该质点受到变力

F (x ,j ∕) =PC r  ,?)i + Q ( ∕ , y ) j
的作用，其中 PCr ~) ,Q (z ,y )在 L 上连续.现要计算运动过程中变力F ( % ,y )对质点所做

的功.

我们知道，如果质点在常力F 作用下沿直线从点A 运动到点B ，则常力 F 对质点所做的

功 W 应等于F 与 A B 的数量积，即

W ≈ F  ∙ AB.

我们现在遇到的困难是：

1) F ( n y ) 不是常力，而是随点( z , y ) 的变化而变化的变力；

2 ) 质点不是沿直线运动，而是沿曲线弧L 运动.

这里我们同时遇到了“变与不变”和“直与曲”的矛盾,多次处理这类问题的经验告诉我们，

总体上是变的，在微小的局部可以“以不变代变”；总体上是曲的，在微小的局部可以“以直代

曲”.这就启发我们采用类似于处理曲线形构件质量计算问题的方法.

在曲线弧L 上自点A 向点B 插入九一 1 个点M］ (%］，“) ,M2 (X2 … (叫τ，乂_］),

将其分成n 段有向小弧，并令 M Q =A  ,M Π = B .取其中的有向小弧M ZΓM I∙ 作代表进行分析
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川 (图 4 -6 ) .由 于 光 滑 且 很 短 ，故可以用有向线段

F (ξf  ηi) 匕 BqM M -i M l∙ = ∆ x ii +  ij
A∕ A^-I 来近似代替它，其中 ∆ x j = x f —χ l∙-ι ,∆ j ∕t∙ = ^ 1- ^ - y i- ι ∙ 又由于函

7 ⅞  % 数 P ( n ∕ ) , Q ( N ,”在 L 上连续，因此可以 在 汇 金 i 上任取

( M［ 一点(&,%),用这一点处的力

一 "二% . F (e ，/ ) = P ( & ,% ) i  +  Q (& , 7 ) j
Q x

来近似代替这一段小弧上各点处的力.于是，质点沿 L 从点

图 “ 6 _____丝 7 运 动 到 点 /时 ，变力F ( z , 3 ) 对该质点所做的功△叫就

可以用常力尸(W ,多)沿而二就所做的功来近似代替，即

△M  F (ξ i ,η i ) ∙M l. 1M l

=  ( P ( & , / ) i + Q (& ，7 )j ) - ( ∆ x √ + ∆ 3∕ 1√ )
=尸 (& , ∕ ) ∆ x ,  + Q ( ξ t ,η i ) ^ y i .

所以，该质点沿曲线弧L 从点A 运动到点B 时，变力F G c ,y )对它所做的功为
篦 力
∑ Δ W I g  2 (p (a  , 7 )- Q (6  ,多)△“).
t =  1 t ≡= i

为了将上述功的近似值转化为精确值，注意到近似程度的好坏依赖于对L 分割的细密程度，

分割越细密，精确度越好，我们用入表示九段小弧长度的最大值，令人- 0 ( 分割无限细密)，对

上述和式取极限.若极限

l i m ⅜ ( P ( f t ,^ 1)∆ x , + Q ( f i ,% )△% )
… := 1

存在，则定义此极限值为我们所要求的功.

二、对坐标的曲线积分的定义

求上述和式的极限在很多物理问题和其他问题中也会遇到，故将其背景意义抽象掉，引入

下面的定义.

定义 1 设L 为O x y平面上从点A 到点B 的一条有向光滑曲线弧，函数P (x ,y ) ,Q G c ,y )
在 L 上有界.在L 上沿其方向任意插入九一1 个点

M 1 ( x 1 ,? 1) , M 2 (X 2 ，, 2 )，…，M i  ( 1 1  , 3 1 ) ,

把 L 分成 n 段有向小弧M —iMi (£ =  1 ,2 ,…，九；Mo = A  ,M n = B ) .设 = x i ~ x i - 1 ,∆ j ∕ , =
乂一乂-1(£ =  1，2「・，九)，点(自中)为M ∑ M i 上任意取定的一点.如果这些小弧长度的最大

值;1—0 时，和式 W P (& ，％)△4 的极限存在，则称此极限值为函数P ( z ,  ” 在 L 上对坐标方
i=≡l

的曲线积分，记作 J j  - d z  ；类似地，如果极限 l i m ⅛ Q ( ^ , 7 l.)Δ ^ l 存在，则称此极限值

为函数Q ( n y ) 在 L 上对坐标y 的曲线积分，记作］Q (Z ，》)心 .这时P (1  , y ) ,Q ( % , ∕ ) 叫

作被积函数, L 叫作积分弧段.以上两个积分也称为第二类曲线积分(简称曲线积分).

可以证明，当L 是有向光滑曲线弧，且 P G c ,y ) ,Q ( z ,y )在 L 上连续时，对坐标％和对坐

标 y 的两个曲线积分都存在.今后如不声明，我们总假定P ( x  ,y )  ,Q (z  , y )在 L 上是连续的.

在实际应用中，经常会遇到对坐标1 的曲线积分与对坐标v 的曲线积分之和，所以通常使用
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如下记法：

J  P ( 2 , y ) d z + j  Q ( ι  ,y )d y  = L  尸(了，9 )& : +  Q (* ，' )dy.

因此，若一个质点在变力F ( z , v ) = P ( z o ) i + Q ( z , y ) j作用下沿有向光滑曲线弧L 从其

起点A 运动到终点B ,当 P ( n y )  ,Q(% ,y )在 L 上连续时，变力尸(巧3 )对该质点所做的功为

W  = ∫  P (z  ,y  )dz  +  Q(∙r ,y  )dy.

定义 1 可以完全类似地推广到积分弧段为空间有向光滑曲线弧的情形.记与空间有向光

滑曲线弧L 上的有向小弧段 ∕ □ R z 对应的有向线段为

M i- 1M i =  △斗i +  Ay J  +  dzjk  ,
并设作用在质点上的变力为三维向量

F ( z , V , z ) = P ( ι , y , z ) i + Q ( z , ∕ , % ) j  +  R (% ,j ∕,N )k ,
则变力FCx ,y ,之)对质点所做的功为

W =  l i m J j ( P ( A , 4 " Q ∆ X i + Q ( 6 , % , " ) A y + R ( E i , 7 , 0 ) 4 z i ) ∙
… i = l

由此引入的对坐标的曲线积分为

J P ( z ,y ,N )d N + Q ( z ,y ,N )d y + R ( z ,y ,z ) d N .

三、对坐标的曲线积分的性质

由上述对坐标的曲线积分的定义,不难看出对坐标的曲线积分具有下列性质(假设所讨论

的曲线积分存在)：

1 ) 可加性：如果有向光滑曲线弧L 的起点为A ,终点为B ,而 M 为L 上异于端点的任意

一点,分别记有向曲线弧巅，通 为 L ] [ 2 ,则

I P (X 9y )d x  +  Q (x  ,y )d y  = ∖ P  (1 ,y )d z  +  Q ( z , j ∕ )⅛y + 「 P (x  9y )d x  +  Q (x  9y )d y .
J L J L 1 j  L 2

(1)
注 性质 1 )可以推广到积分弧段L 被分为有限段有向曲线弧的情形.这说明了对坐标的

曲线积分可以定义在有向分段光滑曲线弧上.

2 ) 设 L 是有向光滑曲线弧，一L 表示L 取反方向的曲线弧，则

J  (X ,j^)dx =  — J  P (x ,jz)djc , J  Q ( z , y ) d 3 = - J  Q (κ ,y )d y . (2)

性质 2 )说明了对坐标的曲线积分与对弧长的曲线积分的重要区别,这也提醒我们，对坐

标的曲线积分必须要注意积分弧段L 的方向.

2 . 2 对坐标的曲线积分的计算

根据对坐标的曲线积分

I P ( z , y ) d r + Q ( z  ,y )d y  (3)
J LAB

的定义，容易看出上式中点包,“总是在曲线弧L A B 上 ,d τ ,d y 分别为L A B上点(，万)的坐标的

微分.因此，如果LA B 的参数方程为f  = " ， '当参数t 单调地由α 变到3 时，点(z  ,y )从 LA B 的∖y=<p(t)9
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起点A 沿 L A B 运动到终点B ,即点A 的坐标为( " α ) / ( α ) ) ,点 B 的 坐 标 为 夕 (①)，又设

函数欧&)/(£)在以 α 及£ 为端点的闭区间上具有连续导数，且(∕ 0 ) ) 2  +  ( " ( z ) ) 2 ≠ 0 ,则
(3 )式中有

N = “(£), y  = φ ( t )  , djr = ψ f ( t ) d t , dy = φ f ( t ) d t 9

从而有下面的计算公式：

[ P ( z  ,y )dz +  Q (z  ,y )dy =  j ( P ( ¢ ( i )  ,φ (z ) )^ , ( t)  ÷  Q ( ¢ ( r ) ,φ ( i ) ) φ , (O )⅛ . (4)
J °AB J Q
类似地，可将公式(4 )推广到积分弧段为空间有向曲线弧的情形.设空间有向曲线弧L AB

的参数方程为

x  = ψ ( t ) ,
<y =卬(£)，

Λ = ω ( r ) ,
当参数力单调地由α 变到F 时,L A B 上的点M ( Z  ,y  ,Z )从 L A B 的起点A 沿I ^ B 运动到终点B ,
又设函数“(力)~(力)〜(力)在以α 及£ 为端点的闭区间上具有连续导数，且

( √ ( O ) 2 +  (φ , ( O ) 2 +  (ω , ( r ) ) 2 ≠ 0 ,
则有对坐标的曲线积分公式

P ( z ,y  ,z )d r  + Q (% ,y  ,z)dy + R ( ∙r ,3 ,z )d ≈
L AB

— [ ( P ( ¢ ( i )  ,φ (r) ,ω (r))0 , (i) +  Q (¢(r) ,φ(z) ,ω (O )φ , (i) + R ( " G ) 用 (t)  ,ω (r))ω , (¢))d ∕.
J a

(5)
值得注意的是，上述公式中积分的下限α 不一定小于或等于上限四

例 1 计算对坐标的曲线积分I = [ ( 1 + y ) d x  +  (z  - y ) d y  ,其中L 为：

1 ) 以原点O 为圆心 , R 为半径的圆上从点A ( R ,0 )到点B ( 0 ,R )的四分之一有向圆周[图

4 -7 (a )]；
2 ) 有向折线A O B [图 4-7(b)].

解 1 ) 积分弧段L 的参数方程为∖x = R co st, ( . π \V d  . (0 ≤  ≤  -τ-) ,∖y =  R sιnZ '  2 /

且当 t 单调地由0 变为子时 , L 上的点包，3 )从起点4 0 ?  ,0 )运动到终点B ( 0 ,R ) ,所以
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§ 2 对坐标的曲线积分：

I — [R (cost +  si∏O ・ R (― sint) +  R  (cosX -  sini ) ∙ Rcos，[&
j 0

= R 2 2 [(cos2r — siπ21) — 2sini co s i]  di = R 2 (cos2z — sin2t)dt
Jo J 0

R2 I y
= — ( sin2r +  cos2i) = - R 2 ；2 Io

2 ) 直线A O 的方程为y = 0 ,所以在有向线段Z 5 上有 dy =  O；直线 O B 的方程为z  =  0,

所以在有向线段丽上有也=0 .于是

I =  _  ( ι + y ) d r  +  (z  —y)dy +  _  (x +  j∕)c lr  +  (z  —y)dyJ AO J OB
= f x d r  +  f ( - y ) d y = - R 2 .

J R J O

例 2 计算对坐标的曲线积分/ = ∖ τ y d x  +  0  —ι ) d 力其中 L 为：

1 ) 图 4-8(a)中的有向折线A B O ,其中三点A ,B , O 依次为(- 1 , 1 ) , ( 0 ,1 3 ( 0 ,0 ) ;
2 ) 图 4-8 (b )中的有向线段正,

解 1 ) 直线A B 的方程为y =  l , 直线 B O 的方程为％ = 0 ,从而在有向线段A B 上有

d y = 0 ,在有向线段的上有 d r = 0 ,因此

I = ∫  x y d x  +  (y - x )d j∕

= _ x y  dx +  (y — z )d y  +  _ x y  dx +  (y  - ∙r)dyJAB JBO
∫o  ro

x d x  +  J yΛy = ­  1.

2 ) 直线A O 的方程为y = 一巧从而在有向线段布上有 dy =  -  d x ,因此

I  = J  z y d r  +  (y - z )dy = 匚 ∙rydz +  (jz — x )d j ∕

= J  (-  x 2 )dx -  (-  x  -  x  ) d r  =  J  (2x -  x 2 )dx

≡ ( χ 2  ^~⅛χ 3 ) I = 号 •

注 在例 1 中，1）与 2）的积分弧段的起点和终点都相同,选取的积分路径不同，但积分值
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相同.在例2 中，1 )与 2 )的积分弧段的起点和终点也都相同，但选取的积分路径不同，积分值

也不相同•一般地，什么情况下，对坐标的曲线积分的值仅与积分弧段的起点和终点有关，而与

路径无关呢？这个问题将在下一节讨论.

例 3 计算对坐标的曲线积分I  = J j y d ι ,其中 L 为抛物线/ = " 上从点A (1 , — 1 )到

点 B ( l ,1 )的一段有向弧(图4-9).

程为 y  — ( 0 ≤ x ≤ l ) ，故

解法 1 化为对1 的定积分进行计算.

积分弧段L 中翁的方程为 v =  - 6 ( 0 ≤ ι ≤ l ) , 而  的方

J  (-  x  4x ) dx +  J  x  Jx  dτ

解法 2 化为对y 的定积分进行计算.

积分弧段L 的方程为z = J ( - l ≤ y ≤ l ) , 从而 dx =  2 y d y ,于是

I =  [ y 3 ∙ 2ydy  = 4  j y 4 dy = £
J -1  J o 0

例 4 计算对坐标的曲线积分

(z  + y ) d r  — (z  — y)dy
匕 X 2 +  y 2

其中L 为圆1 + / = / (々 >0) ,沿逆时针方向.

解 因为点(巧3 )在积分弧段L 上，所 以 于 是

I =Ψ - E(x + ) ) d z  — (z  — y)<⅛y].

L 的参数方程为

x  = a cost 9 z /  - 八 、
. (0 ≤  E ≤  2π ),

y =  a s∖nt
从而 d i  =  —αsin td ∕ ,d jz=αcosZ⅛，因此

Γ2π ]
I = ­ [.CL (cost +  s in r ) ( -a s in ¢ )  —α(cost -  sinf) ∙ αcosf]df

Jo a
= f (-  1) ⅛ = 一2π.

J o
例 5 计算对坐标的曲线积分

I =  J  x 3dx +  3z j∕2djz -  x 2ydz 9

其中F 是从点A ( 3 ,2 ,1 )到点B (0 ,0 ,0 )的有向线段.

解 线段A B 的方程是9  =  ∕  =  9 ( 0 ≤ I ≤ 3 ) ,化为参数方程为
o Δ L

工= 3 » ,∖ y —2t 3 (0 ≤  r ≤  1).
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当，从 1 变到0 时，点包沙 ,之)从点A 沿直线运动到点B ,因此

0 2 7
[(3z)3 ∙ 3 +  3z ∙ (2Z)2 • 2 — (3 r) 2 ∙ 2z]<⅛ = — —

1 4

例 6 设一个质点在点M (N , 3O处受到力F 的作

用，力尸的大小与点M 到原点的距离成正比，方向为向

量 O M 按逆时针旋转 微 的方向，试求此质点沿着圆

/ + / = / ( 。＞0)从点 4 (。，0)运动到点8 (0 3 )的过

程中变力F 所做的功(图4-10).
解 如图4-10所示，点 M ( ι , y ) 对应的向径为

O M =  {1 , y } ,

其按逆时针旋转v 后 变 成 碇 = { —) ，］}，菽 的 方 向
U

就是变力F 的方向，该方向的单位向量为

1
^Jx2 + y 2

{ - y ，z } ，

由于变力F 的大小与点M 到原点的距离成正比，所以∖ F∖ =k ^ ∕x 2 + y 2 ,
其中万＞0 为比例常数，从而

F =  ∖F ∖e =  k √ x 2 + j ∕2 , - -1 , ~ 1 ~ y  ,z} - k  { ~ y  , z }.
V τ 2 + y 2

根据对坐标的曲线积分的物理意义可知，在质点沿着圆/ + / = ］ 按逆时针方向从点

八(〃，0 )移动到点8 ( 0 皿)的过程中，变力尸所做的功为

W  = (― ky ) dx -{- kxΛ y =k∖  (― y ) d r +  力 dy ,
J AB J AB

{jβy
 =
 =

 
=
n
a
 C
 s
O
i
.
n
Sv
σz
 
ι 
⅜ 
(0 ≤ 6 ≤ 2 π ) ,注意到积分弧段

x

A
***s

B 的起点A (o ,0 )和终点B (0 ,o )

trr
分别对应于参数θ = 0 和 6 =  5 , 于是

W =  %「 ［(— a sinθ ) (― α sind ) +  α cosθ ∙ a cosd］ d。
J o

= ka 2 ［2 (sin20 +  cos20) dJ = " α ∖
Jo L

注 例 6 涉及的物理背景是变力做功问题，这是对坐标的曲线积分的应用问题.对于这类

问题,首先要把变力F 正确表达出来：F =  P ( z , y ) i+ Q ( z ,y ) j  =  { P ( ι , y ) , Q ( z o ) h 再根

据变力沿曲线弧做功的公式，写出质点在变力F 作用下沿曲线弧凝 从起点A 运动到终点B

时变力F 所做功的积分表达式

W -  f ẑ P (x  9y )d x  + Q (z  ,y )dy .
J AB

例 7 求变力F = y i  +  z j+ z J t沿有向闭曲线Γ 所做的功W ,其中F 为平面1 + '+ %  =  l
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被三个坐标面所截得的三角形平面块的边界，从 N 轴正向看

去,沿顺时针方向(图4-Π ).
解 变 力 F 沿有向闭曲线/所做的功为

W  = f  ydjc +  zdy +  % d%.

设点 A ,B ,C  的坐标依次为( 0 ,0 ,1 ) , ( 0 ,1 ,0 ) ,  ( 1 ,0 ,0 ) ,则
Γ 由有向线段正，工 ,或组成 .故

W = $ y  d r  +  n dy +  z  dz

=  L y d ∙τ  + z d y  + x d z  +  zd y  +  xdz

+  _ y i r  +  zdy  +  xdz .JCA
线段A B 的方程f U  =  A θ < ≤ D 可以转化成,作为参数的参数方程

% = 0 ,
= y ， （0 ≤ ）≤  1），

、z =  1 -  y
起点A 对应于y = 0 ,终点B 对应于y =  l , 所以

\__yd z + N d y + z d z  =  f （1 —y ）dy="⅛-.
JAB J o 2

类似地，可得

[_ y i x  +  zdy +  <rdz =  [ j ∕  d τ  +  zdy +  x d z  =
BC JCA 2

于是

τ r r 1 , 1 , 1  3
Vv =  —  —L- --  -4--- = —

2 2 2 2

习 题 4-2

1 . 计算对坐标的曲线积分］( /一 2］？)以 +(丁 一 2 2 3 0 3 ，其中匕为抛物线？= 1 上

从 z  =  - 1 到 x  = l 的一段有向弧.

2 . 计算对坐标的曲线积分J j y d z + ( ∕ - z ) d y , 其中L 为：

( 1 ) 直线 y = ι 上从点( 0 ,0 )到点(1 ,1 )的有向线段；

( 2 ) 抛物线y = i 上从点(0 ,0 )到点(1 ,1 )的一段有向弧；

( 3 ) 曲线y = ∕ 上从点( 0 ,0 )到点(1 ,1 )的一段有向弧.

3 . 计 算 对 坐 标 的 曲 线 积 分 + z d y ,其中 L 为椭圆'  +  '  =  l ( α , b > 0 ) ,沿逆时针

方向.

4 . 计算对坐标的曲线积分 1 / 也 + ∕ d y , 其中 L 为沿逆时针方向的上半椭圆周
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-7÷^- =  l(α ,6>0,0≤y≤b).

5 . 计算对坐标的曲线积分, J i + y 2 ) d y , 其中L 为由直线1 =  1 ~  =  1,力 =3,? =  5 所

围成矩形区域的边界，沿逆时针方向.

6 . 计算对坐标的曲线积分∫ j d x + ) U  +  ( R + y - l ) d z ,其中L 为由点A(1,1,D到点

B(l,3,4)的有向线段.

7 . 计算对坐标的曲线积分j/i y d z  + / 打 ，其中L 为圆/ + y 2 = / ( . > 0 ) 上由点

A(0,α)到点B(α,0)的较短的一段有向弧.

8 . 计算对坐标的曲线积分《 殳 % ：(；- y)⅜Y,其中L 为圆i+y2=α 2(α >0),
J L χ2 + y z

沿逆时针方向.

9 . 计算对坐标的曲线积分£  (2N + ) )丘 + (X +2y)dy，其中L 是坐标轴与直线y  +  j  =  l

所围成三角形区域的边界，沿逆时针方向.

§ 3 格林公式及其应用

3 . 1 格林公式

在定积分中我们知道，如 果 函 数 在 区 间 ［。方］上连续*(%)是/(了)的一个原函数,

则有牛顿-莱布尼茨(Newton-Leibniz)公式

f7cr)d1=F(6)-F(α ).
J a

这说明J ( N )在［α,6］上的定积分可以用它的原函数F G ) 在［α"］的两个端点(［α,6］的边

界)处的值来表示.这个重要的公式能否推广，如何推广？下面介绍的格林(Green)公式可以

回答这个问题.它告诉我们如何把一个平面有界闭区域上的二重积分用其边界曲线上对坐标

的曲线积分来表示.

为了介绍格林公式，我们先介绍几个概念.

平面单连通区域 设 。为平面区域.如果。 内任意一条闭曲线所围的部分都属于D ,则

称 D 为单连通区域;否则，称 D 为复连通区域.通俗地说，平面单连通区域就是不含有“洞”

(包括“点洞”)的区域，复连通区域就是含有“洞”的区域.例如，区域

{(x 9y) ∣x
2 + y 2 <  1}, {(x,^) ∖y >  0}

都是单连通区域；而区域

{(x,3^)∣l <. x 2 +  y z < 2 } ,  {(x,j∕) ∣0 <  x 2 +  y 2 <  1}

都是复连通区域.又如，图 4-12(a),(b)中阴影部分的区域都是单连通区域；图 4-13(a),(b)中

阴影部分的区域都是复连通区域.
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平面区域边界的定向 设平面区域D 的边界为L .当人沿L 行走时，若 D 总位于其左

边，则规定人行走的方向为L 的正向.所以，在图 4 -1 4中，外边界L 的正向为逆时针方向，而

内边界Z的正向为顺时针方向.

定理 1 (格林公式) 设平面有界闭区域。 由分段光滑闭曲线L 围成，函数 P ( z , y ) ,
Q ( ι , 3O在 。上具有连续偏导数，则有

U (翁 一 , ) d id ?  = , P ( "  + Q ( z  ,y )d y  , (1)

其中L 是D 的取正向的边界.

证 我 们 先 对 D 为一种简单闭区域的情形给出证明.

假设D 既是X 型区域，又是Y 型区域(图4-15),其特点是：穿过D 内部且平行于坐标轴

的直线与D 的边界L 最多有两个交点.
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如图4-15所示，设 D =  ｛（l  , y ） I 31 （1 ）≤ y ≤ %  （了），α ≤ z ≤ 6  ｝. 因为— 连续，所以由二

重积分的计算方法有

4  "  L U " ） ∂y y ∣

= f （P （z  ,必（力））一P （X 必 （∙τ）））dz.
J a

另外，由对坐标的曲线积分的性质及计算方法有

Ψ P （x  9y ）dx =  I P （x , y ）Ar +  ∕  P （z , y ）d r
J L J L 1 J L2

= ∫  P （x 9ψ1 （x ））djc ÷  J  P （α ,必 Cτ））d r

= |  （P （%，小（了））一 P （巧必（∙z）））clτ

= - J  （P  （1 ,32（1 ））—P （］，弧（］）））也.

因此

j j  M^dzdy = $  P (z  ,y )d z .
D ,

因为D 又是 Y 型区域，所以也可设。= ｛（］9 ）| 0 （? ）＜工＜9 （）），，＜）＜。｝.类似地,

可以证明

啜" d y  =
D

)Q (z 9y )d y . (3)

由于D 既是 X 型区域，又是 Y 型区域，（2）, （3）两式同时成立，合并后即得公式（1）.
对于一般情形，如果闭区域D 不满足上面的条件，那么可以引入一条或几条辅助线，将 D

分成几个满足上述条件的闭区域.例如，设 。 如图 4-16所示，其

边界L 为 谢 市 R ,引入一条辅助线A B C ,可把。分成

D 3 三部分，其中每部分都满足上述条件.对每部分应用公式

⑴ ，得

dzdy = )命  P ( z , y ) d z + Q ( n " d y ,

/_ P (z ,y )d %  + Q ( z  , y ) d ∕ ,
MCBAM

d r d ) =名 次 P (” ，y)d% +  Q (z  ,y )d y .

把这三个等式相加，注意到相加时辅助线上的曲线积分相互抵消，便得

dzd） （ν ,y ）Ar +  Q （z  , y ）dy ,

其中L 为闭区域。的正向边界.

应用格林公式可以实现曲线积分与二重积分之间的相互转化，这在很多情况下可以使计
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算变得简单.

例 1 计算曲线积分I = £ ( “3 —1 ? ) 也 +  ( % /  + / ) 电 ，其中 L 为：

1 )圆 1 + / = > 3 > 0 ) , 沿逆时针方向；

2 )以三点0(0,0),A (1,0),B(O,1)为顶点的三角形闭区域的边界，沿逆时针方向.
解 1 )令 P(z ,y )=1 3  - ]2y ,Q(i ,、)= 1 , 2 + , 3 ,则

a。 2 a p  2
获 『 ， 加 =一 " .

将 L 所围成的闭区域记为。，如图4-17所示，则由格林公式有

2 )将 L 所围成的闭区域记为D ,如图4-18所示，则

) (x 3 — x 2y)(Lr +  (<xy2 +  J )dy =jj (x2 +  y?)dτdy.
L D

根据对称性，容易看出

口 x 2 dτ Ay = ， y 2 Ax Ay.

D D

故

D

例 2 计算曲线积分

o
JC2 ( 1 - x ) d j 7 = -

6

> (2ιy — 3∕2 COSX +  j∕)dx +  (l -  2ysinx +  3x 2> 2 )dj∕,

其中L 为圆∕ + J  =  l,沿逆时针方向.

解 令 P  (x,y) =z2xy — y 2 cosx ÷jz ,Q(x ,3/) =  1~2,ysiar+ 3x 2^ 2 ，则

~
a
 
Q
—
_
 ∖ >xy2  u9

 
y 

a P _ 9 . 1COSJC , ~ 一乙工 COSJC 十 1.
ox oy

如果设D 为由L 所围成的闭区域，则由格林公式有

1 = 0 ( 翁 一 豹  dχ d y = J J ( 6 L

D D

2x — l)drdy.
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注意到D 关于y 轴对称，且 6z y 2 - 2 z是 r c 的奇函数，所以

JJ(6zy2 — 2 z )d rd y  = 0 .

D
于是 I =jj*(- l)dzdy =  一π.

D
例3 计算曲线积分1 = { 三 常 沪 ，其中L 是圆1 + y 2 = R 2 ( R > 0 ) , 沿逆时针方向.

解 因为(巧y)在 L 上，所以， +∕ = R 2 .因此

= 必』 ∖∂χx  ~ ∂y ^ ~  y>) d<rdy (注意：Q ( z  ,y ) = z  ,P (x ,y ) =  —y )

= 副 2d^dy,

其中。为以L 为边界的闭区域,即圆形闭区域∕ + 3√≤R2.又因为

jJ2dzdy =  2πR2, 所以 I = 2π .
D

例 4 计算曲线积分

I = J  (ex sinj∕ — m y } d x  +  (ex cos> -  m)djz,

其中L 为从点A(a,0)到点0(0,0)的上半圆周∕ +∕ = z c (Q>o, 3,>o),z n 为常数.

分析这不是闭曲线上的曲线积分，我们可以通过增加

辅助线L ］，使得T = L + L 】成为闭曲线(图4-19).应用格林公

式,计算出Γ上的曲线积分，再计算出L 1 上的曲线积分，最后

求出L 上的曲线积分.

解 取 1 轴上从点。到点A 的有向线段为L1，则 「=

L + L 1 形成一条有向闭曲线.记D 为由该闭曲线所围成的闭

区域.

令 P  (r , j∕) =  ex sinj∕ - m y  ,Q(z ,y ) = e x cosy~~m ,贝!!

= m

θp x ∂ Q  x77— =  e cosy -  m  , —— =  e cosy.
σy ox

根据格林公式，有

4[ (e*siny- m y } d x  +  (ej cosj∕- m ) d y

= f [ e  , 90sy — (e"cosy — m)2dxdy =  jj*τn dx dj∕

D D

a mτc 2
~2

1
万π

根据曲线积分的性质，易知

I = $  (ex siny -  m y )  Ax +  (ex c0s3̂  — m ) A y  -  J (ei sinj∕ — m y  ) dx +  (ex cosĵ  -  m  ) dj∕,
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而在 L i 上 y =  0 ,从 而 dy =  0 ,故

(ex siny — m y)dx  +  ( ex cosy - m ) d y  =  0.
Li

于是

I = ) (ex siny -  m y )dx +  (e j cosy — m )d y  =  -^ -a 2 .
r 8

上面的例子主要是应用二重积分来计算曲线积分，有时我们也会应用曲线积分来计算二

重积分.作为这种情形的一个例子，可以应用曲线积分来计算平面图形D 的面积A ：
A  =  jp lrd y ∙

D
设 D 的正向边界为 L 为了将上式中的二重积分转化为曲线积分，需适当地选择函数

P ( z , y ) , Q ( z , y ) ,使得在。上 有 要 一 翌 = 1.所以，可以选择(当然，这样的选择不唯一)
ox ∂y

Q ( z ，y )  = 9 ， P ( z  ,y ) = ~ ^ - y ，

于是

(4)

例 5 求椭圆 L ： Z = QCOS£ ,y  = 6 s in ∕(0 ≤ t≤ 2 π ια  ,6 > 0 )所围的面积 A.
解 根 据 公 式 ( 4 ) ,有

A  = f  zdy  — = } j  (工⑺ y ' ( t)  — y  (r ) χ , ( i))d r

4f,2π

ab(cosz t +  sin2r )⅛  =  πab,

3 . 2 平面曲线积分与路径无关的条件

从上一节的例题中，我们已注意到有些对坐标的曲线积分，如不改变积分弧段的起点和终

点 ，只改变积分弧段的路径，其积分值不变;而对于另一些对坐标的曲线积分，不改变积分弧段

的起点和终点，只改变积分弧段的路径，其积分值就会改变.这种情况反映到物理学上就是，保

守力(如重力、弹性恢复力)做功与路径无关，而非保守力(如摩擦力)做功与路径有关.这就启

发我们要讨论曲线积分与路径无关的问题.下面先给出曲线积分与路径无关的概念.

设 P G ~ ) , Q ( z , y ) 是定义在区域D 内的连续函数 , L 为。 内任意一条有向分段光滑曲

线弧.如果对于区域D 内任意两点A ,B ,以及。 内从点A 到点 8 的任意两条分段光滑曲线

弧 L ] ,L z (图 4 -2 0 ),总有

I P  (x ,jz)djc +  Q (x  ,jz)djz =  I 尸(1 ,y )dz  +  Q (z  ,y )djz,
北  几？

则称曲线积分1 p ( z ，) )d z + Q ( z ~ ) d y 在 D 内与路径无关；否则，称该曲线积分在D 内与

路径有关.
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容易看出，如果曲线积分L p ( z , y ) d比+J Q ( n v ) d y 在D 内与路径无关，在 D 内任取一

条有向分段光滑闭曲线C ,并在其上任取两点A , B ,这时 C 被分成由点A 到点B 的曲线弧勒

和由点B 到点A 的曲线弧C2(图 4-21),则有

《 P  (% ,')dx +  Q ( z  ,y )dj∕ =  [ P  (1 )dz +  Q ( z  ,3/)也 +  P  (竟，y )dx +  Q ( z  ,jy)dj∕.
J c J C] J c2

如果记一C 2 为沿 C 2 的相反方向从点A 到点B 的曲线弧，则由对坐标的曲线积分的性质有

| 尸(2 ,y )dz +  Q ( 1  ,y )dj∕ =  一 1 尸 )d2 +  Q (z ,y )dy.
J - c 2 J c2

因为曲线积分]/(巧 3 0 k + ] 0 ( 1 , “ 出 在 。 内与路径无关，所以

— I 尸(巧》)dz +  Q ( z  ,y)dy =  1 P  (x,y )dx +  Q(ι ,∕)dy.
J c2 J c1

于是

P(ι,y)dτ +  Q(z,y)dy — — P ( J? ,y )d j： +  Q(%,y)dy
, j C 2

+  P  (% ,y)dz +  Q ( z  ,y )dy =0.
J C 2

这表明，如果曲线积分［P G 9 ) d z +∫ Q ( z o ) d 3∕在D 内与路径无关，则在D 内沿任意一条

有向分段光滑闭曲线C 的曲线积分为零，即

，PCJC ,y )d x  +  Q(j; ,3∕)d3z =0.

反之,如果在D 内沿任意一条有向分段光滑闭曲线C 的曲线积分都为零，则该曲线积分在D 内

与路径无关.由此可以得结论：曲线积分［p(z, 3∕)ch+QGc,y)d3∕在 。内与路径无关的充要

条件是沿。内任何一条有向分段光滑闭曲线C 的曲线积分［p G o ) c k + Q ( z ，V ) d y为零.

定理 2 设开区域。是一个单连通区域，函数 P ( z , y ) , Q ( i , y )在 D 内具有连续偏导

数，则曲线积分L p ( z , y ) d z + Q ( z , y ) d y在 D 内与路径无关(或沿D 内任意一条有向分段

光滑闭曲线C 的曲线积分jcP(z, 3∕ )dx+Q(ι ,y)dy为零)的充要条件是

∂ Q = ∂ P
∂ τ  By
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在 D 内处处成立.

证 充分性 已 知 要 = 重 在 D 内处处成立，要证对。内任意一条有向分段光滑闭曲
o x  ∂y

线 C ,有
^ P ( JE 9y )d x  + Q ( ι  ,y )d y  = 0 .

因为D 是一个单连通区域，所以闭曲线C 所围成的闭区域B 全部都在D 内.于是，建 = 望
ox dy

在 B 上处处成立,应用格林公式，有

.尸 (% ,y ) i c  +  Q (R , y ) d ∕ 一 1 - )  dxdy.

因为在B 上 处 处 有 患 =笨 ,所 以 患 一  ∣∣)d z d y  = 0 ,从而

^ P ( x  )dz + Q ( z  ,y  )dy = 0 .

必要性 已知沿D 内任意一条有向分段光滑闭曲线C 的曲线积分，P ( z o )dz +

Q ( z , y ) d ) 为零，要证

3 Q = dP
∂ τ  ∂y

在 D 内处处成立.

用反证法.假设在D 内至少存在一点M。，使得 (翁一第 )1  ≠ ° ，不妨设

(患微) l0  = α > α
由 于 手 ，要 在 D 内连续，因此可以在D 内取到一个以M。为圆心，半径足够小的圆形闭区域

σy ox
K ,使得在K 上恒有

d Q _ d P > ±

于是，由格林公式及二重积分的性质就有

$ P (x  9y ) d x  + Q ( z  ,y )d y  -  g ~ )  dzdy >  £  I K I >

其中 7 是闭区域K 的正向边界，∣K ∣是闭区域K 的面积.因α > 0 ,∣K ∣> 0 ,故
j p ( z , y ) d ∙ τ + Q ( z , y ) d y  >  0.

这与已知沿D 内任意一条有向分段光滑闭曲线C 的曲线积分R p ( % ~ ) d % + Q ( z ,y ) d v 为

零矛盾.所以，反证法假设不真.必要性得证.

值得注意的是，定理 2 中 D 是单连通区域的条件不能缺.这只要看例3 中的曲线积分

便知.在区域｛( z ,y )  ∣0 < χ 2 + y 2 V  +  8 ｝内，取
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P ( x ，) ) = - τ - ¾ *  Q (z ，y ) =  - 2-
τ  +  y  Z +  y

则

∂Q  _ x 2 -∖- y 2 — 2 x 2 _  y 2 — x 2

d x  ( x 2 ÷ j ∕ 2 ) 2 ( JC2 ÷ j ∕ 2 ) 2 ,

∂P  — -  ( x 2 +  j^2 ) +  2 y 2 _  y 2 -  x 2

Hy ( x 2 +  y 2 ) 2 ( x 2 +  j ∕2 ) 2 ,

即在D 内恒有

也 = 吐

∂ x  ∂ y  •
但例 3 说明，若 L 为圆 ∕ + ∕ = R 2 ,取其正向，则有

这表明，曲线积分［当了*与路径有关,其原因在于两个偏导数在原点处分母为零，从而J L χ 2 + y 2

它们的连续区域是不含原点的复连通区域，不满足定理2 的条件.

例 6 设函数 f ( z ) 在区间(- 8 , + 8 )内具有连续导数, L 是上半平面？＞ 0 内任意一条

有向分段光滑曲线弧，其起点为A (5 , 2 )，终点为B (5 , 3 ) ,求曲线积分

I  = ∫  — (1 +  y 2 f ( ^ y ) )djc +  --^Cy2f ( j c y )  — l )d j ∕.  (5)

分析 此处并没有给出L 的具体路径，只给出L 的起点和终点，这就启发我们考虑曲线

积分是否与路径无关.

1 ηr
解 令 P (R , / ) =  — ( l + y 2 ∕ ( ] ) ) )  ,Q (R ,y  ) = - j ( y 2 ∕ ( 1 y ) - ] ) ,则

y  y
爹 = -⅛ (y 2 f  (κ y ) — 1) +  今 ・ y 2f ∖ x y )  ∙ y
a r  y y

= - - ∖  +  ∕( x j^ )  + x " ' ( z y ) ,
y

AP ] 1
— = ----- ∙̂(1 + ∕ f  ( z 3,))  H---- ( 2 " ( z y )  +  y 2 f f Cxy) ∙ r )
θ> y  y

= — ⅛ +  /  (1 y ) ÷  χ y f '  (%y) ,
y

由定理2 知，曲线积分(5 )与路径无关.故L 可选取任意路径，其

积分值都相同.为了计算方便，选择有向折线A C B (图 4 -2 2 ).在
有向线段A C 上 ,y  = 2 ,d y  =  0；在有向线段C B 上 ,z  =  J , d z = 0 .

于是

I  = J 1 + 4 ∕( 2 x ) ) d x  +  ( 六 任 ，(？) ) -  1) dy
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∣ ( j - j )  +  ∫ 7 ( x ) d ^ + ∫ 12 ∕ ( ^ ) d > + J ∙ - Γ
Z \ 3 2 / 八 J 1 3 y \2

1 1 5
— 记 一 强 =一 京 ・

3 . 3 二元函数的全微分求积

由一元微积分我们知道，如果函数/包)在区间[叫句上连续，令⑦(力)= 「" % ) & , 则对

J a
于任意给定的z  e  [α , b ] ,有

Φ , (x ) = ∕ ( x ) , 从而 dΦ (x) == f ( JC^)AX .

这也说明，只要 ∕C r ) 在[。，句上连续，就存在函数F ( z ) ,使得 ∕ ( z ) d z 是 F ( ∕ ) 的微分，且

F ( x ) = ∫ x ∕ ( ^ ) ⅛ + C .

这个结果能否推广到二元函数上？也就是说，对于函数P ( z  , ) )，Q (z  , y ) ,它们满足什么

条件时，P ( z , y ) d z + Q ( z , y ) d j ∕恰好是某个函数〃(％,、)的全微分？当 函 数 存 在

时，能否求出此函数的表达式？

设 P  (x 9y)dx + Q ( x  9y)dy恰好是某个函数〃(z  ,) ) 的全微分，即

d〃(z  ,) ) = P ( z  , ∕ ) d z  +  Q (z  ,y  )dy ,
则

. = P ( z , y ) ,  ∙ = Q ( % , y ) .
σx σy

如果函数P ( z , y ) , Q ( z , y )具有连续偏导数，则由第二章§ 2 中的定理1 可知

a2u ∂2
u θ p  = aQ

∂x∂y ∂y∂x ' ∂y ∂x "

于是，有下面的定理.

定理 3 设开区域D 为单连通区域，函数P ( z , y ) , Q ( ι , y ) 在 。 内具有连续偏导数，则

P ( l  ,y  ) d x + Q (z  ,y  ) d y 在。 内为某个函数〃(工，y ) 的全微分的充要条件是等式

” 一猛  (6)
豆 一 获  ( 6)

在 。 内处处成立.

证 前面已证明了必要性.下面只证充分性.

由于在单连通区域。内处处有望= 要 ，根据定理2 知曲线积分
σy ∂x

J ^ P (x  ,j ∕)d jr + Q ( z ,y ) d y  (7)

在 D 内只与L 的起点M ° (z ° ,y ° )和终点M ( z , y )有关，而与积分路径无关.于是，与一元微

积分中定义变上限函数类似，可以定义
f<χ.y )

” ( ∙ r , y ) =  P ( z  , y ) d z + Q O  ,y ) d y , (8)
(“ 0 ~ 0 )

其中M 。(4 ，)。)是 。 内的一个固定点，点 M ( z , y ) ∈D .这里积分弧段可以取D 内从点M。

到点M 的任意路径，则〃(工, y )是定义在D 内的二元函数.下面证明〃(巧y ) 的全微分就是
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P (x ,y  ) d z + Q ( z  ,jy )d y .这只需证明

李 = P ( JE , y ) ,
ox

根据偏导数的定义，有

段 = Q （x ,丁）.

3u lim
∆ χ f  0

〃（z  +  ΔJC ,y ） —〃（α ,y  ）
∆x

由(8 )式得

∫(x ÷ ∆ x t> )

P  (x ,7 )dx  +  Q (z  ,y )dy.
(工0 ，九)

由于曲线积分(7 )在 。内与路径无关，因此我们可以选取由点M。到点M 的任意路径，然后

选取沿平行于1 轴的线段从点M 到点N ( z + A c ,y )的路径(图4-23) •这样就有
f ( x ∙ y ) C (X + Δ JΓ , y )

〃(2 + △% , / ) =  P  (力，))dz +  Q (z  ,y  )⅛y +  尸(2 ，j ∕)d x  +  Q (N ,y  )dy ,
J (∙ r o ，，0 ) J (工，”

从而

∫ ( 1r + ∆ x , ] )

P (2 ,y  )dz  +  Q (z  ,y  )d第
(3 )

因为直线M N 的方程为y =  y ( 看作常数)，所 以 d^ =  0 ∙根据对坐标的曲线积分的计算公式

知，上式即为

« （JC +  ΔJC , y ）一打（z , y ）=
"z+∆x

P （jc ，y ）dx.

根据积分中值定理，得

〃(％ +  Δ□7 ,y ) — uQx = P ( f  ,J∕)Δ JC ,
其中£ 是 1 与 z  +  A c 之间的某个数值,上式两边除以△工,

并令A r f O ,取极限.因为P ( z , y ) 在 D 内具有连续偏导

数，所以 P ( z , ” 在 D 内连续，从而有

吟 M = P ( K ) ∙
σx

同理可证

勺 ” .

这就证明了定理的充分性.

定理 3 不仅回答了函数P ( N ,了)，Q (z , ) )满足什么条件时，P ( z  ,y  )d∙z +  Q (z  ,y  ) d j ∕恰
好是某个函数〃 ( z , y ) 的全微分的问题，而且其证明也告诉我们可以取

尸 ，口

” ( z , y  ) =  尸(] ,y )d z  +  Q ( z ,y )d y .
% 0 4 0 )

进一步，可以证明满足上述条件的全部〃(巧))的表达式为
「a ，，)

〃(% ,) ) =  P ( z , y ) d ∙ r + Q ( z , y ) d ) + C ,
人工0 ，% )

其中C 为任意常数.

例 7 验证表达式1 / 北+力 26打在整个。或 平面内是某个函数〃(巧y ) 的全微分，并

求这样的一个函数u {χ  ,jz).
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解 显然 P ( z , 3O = R 2 , Q ( z , y ) = ] 2 y ,易得等式

d P _ Q 阳
诙 = 2 刀 =获

在整个Q c y 平面内处处成立.根据定理3 , z ∕ d z + ∕ y d 3, 是某

个函数〃(巧刃的全微分,且可取

” ( z , y ) =  x y 2 Ax +  x 2 y d y .
J (O,O)

选择积分的路径如图4-24所示，其中

O A ：

A B ：

y  =z 0 9
则 dy =  0;

x  ： O f  z  ,
Z = Z (看作常数)，π , 一

贝!1 dz=O .
<y ： 0 f y ,

所以

u ( x  9y ) = x y 2 dx +  x 2 y d y

X
0

2 & r  -∖- x 2y  Ay

• 0 d z + J  x 2yA y  =  j

( j > 2 ) ∣θ =  J ^ 23,2 ∙

x 2 y d y  = x 2
o

。皿

由定理2 及定理3 可得如下推论：

推论 1 设开区域。为单连通区域，函数 P ( z , y ) , Q ( Z o ) 在 。 内具有连续偏导数 ,L
为 D 内任意一条有向分段光滑曲线弧，则曲线积分1 p ( R o ) d R + Q ( z ,v ) d 3 ∕ 在。内与路径

无关的充要条件是，在 D 内存在函数〃( χ , 30 , 使得

d u (x  ,y )  = P (%  ,y )Ar + Q ( N ,y )d y .

习 题 4-3

1 . 把下列曲线积分化为相应的二重积分，其中L 是平面有界闭区域D 的正向边界：

( 1 )， (1 -  x 2 )j∕dx  +  x ( l + 3 , 2 )d ιy5

(  2) $  (exy +  2zcosy )d τ  +  (exy -  x 2 sin3∕)d^.

2 . 用格林公式计算在下列曲线L 上的曲线积分：

⑴ $  ( z + y ) d z  -  ( z —y ) d y ,其中L 为闭区域0  + 右 ≤ l ( α  , 6 > 0 )的边界，取正向；
J L a b

⑵ ， e” [ ( l - c o s y ) d x  —(y -  s in y )d y ] ,其中 L 为闭区域 0 ≤ ι ≤ π ,0 ≤ y ≤ s i n x  的边界,

取正向.

3 . 计算曲线积分[ (2x^ ÷ 3 x e x )d r ÷  ( x 2 — ycosy)dy, 其中 L 为抛物线 y =  1 —(z  — 1)?
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上从点0 ( 0 ,0 )到点A ( 2 ,0 )的一段有向弧.

4 . 验证下列曲线积分与路径无关,并计算其值：

∫ (2,3)
(x ÷  j ∕ ) dx ÷  (x — y )d y  ;

(0,1)
「(1,2) / 丁2 、

(2) Cx2 +  x y ) d x  +  [y 2 +  ― ) dy ;
J (-1 ,-2 ) \ 乙 】

⑶ 广 ) 叫 冲

J  (3,4) X 十 V
f(3,4)

5 .判断曲线积分 (6xjr2 - j , 3 )ch  +  ( 6 i y  - 3 % ∕ ) d y 是否与路径无关，并计算此曲
J (1,2)

线积分.

6 . 计算曲线积分 ((/+之 © 2、)也 +( 1 0 2，+ 1 )打 ，其中1 是圆(] — 2 ) 2 + / = 4 上由点

0 ( 0 ,0 )到点A (4 ,0 )且在第一象限的一段有向弧.

7 . 验证 2%)也 + /必 在 整 个 0 巧 平面内是某个函数〃(巧) )的全微分，并求这样的一

个函数〃(了,/).

8 . 验证 4sinzsin3y cosιcLτ — 3cos3y cos2∙τdy 在整个 Qzjy 平面内是某个函数 〃(z  ,了)的

全微分，并求这样的一个函数〃 ( z ,y ) ∙

§ 4 对面积的曲面积分

4 . 1 对面积的曲面积分的概念与性质

在实际中，与求质量分布不均匀的曲线形构件质量的问题类似，我们也会遇到求质量分布

不均匀的曲面形构件质量的问题，即曲线弧L 改为曲面》，曲线弧L 上的线密度p ( z , y )改为

曲面》上的面密度p ( z ,y ,N ) ∙利用与求曲线形构件质量类似的处理方法，将曲面W 分割成九

小块：A S ],A S 2 ,∙∙∙,A S ..在第i块小曲面4 S i( i  =  l , 2 , … 上任取一点(与，仍，凌)，做乘积

^ ( f l∙ , ^ √ 1∙)Δ S t∙(Δ S l 在这里表示第i 小块曲面的面积)，再做和式 汽 p ( W , ∕ , ξ ∖)A S i ,得曲

面形构件质量的近似值.令分割无限变细，即小块曲面4 S ] ,A S 2 ,…，AS” 的直径(曲面的直

径，是指曲面上任意两点间距离的最大值)的最大值人- 0 . 若上述和式的极限
n

l im ∑ p ( f l. , 7t∙, f t )ΔS, (1)
… t = l

存在,则定义此极限值为该曲面形构件的质量.

形如(1)式的和式极限在其他问题中也会遇到.抽去它们的物理意义，可引人下面对面积

的曲面积分的定义.

定义 1 设 E 是一块光滑曲面(光滑曲面，是指曲面上各点处都有切平面，且当点在曲面

上连续移动时，切平面也在连续移动)，函数 f ( z , y , z ) 在 £ 上有界.把E 任意分割成几块小

曲面：A S ι,A S 2 ,…，A S ,(A S ,既表示第i 块小曲面，同时又代表这块小曲面的面积),在第i

块小曲面AS：(3 =  1 ,2 ,…，九)上任取一点(6 , 小 做乘积 f ( 良，, ，f ) A S j ,并做和式
ft

∑ > ( A '% 'G A S j .
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如果当这些小曲面的直径的最大值λ → 0 时，这个和式的极限存在，则称此极限值为函数

∕ ( , y , z ) 在 2 上对面积的曲面积分或第一类曲面积分(简称曲面积分)，记作J f ( 巧 y ,z ) d S ,即

∑
j j f  ( z ,y  ,z )d S  =  l im ⅜ y ( ^  9ηi , ζ 1)Δ S ,,
∑ λ-*° 1=1

其中 f ( i , y , z ) 叫作被积函数, E 叫作积分曲面.

可以证明，若 f ( x  ,y  , z )在 Σ 上连续，则对面积的曲面积分(2 )是存在的.今后我们总是假

设 “ ι , y , z ) 在 W 上连续.

如果E 是分片光滑曲面①,我们规定函数“ 巧 力 N)在 £ 上对面积的曲面积分等于该函

数在各块光滑曲面上对面积的曲面积分之和.例如，设 £ 可以分成两块光滑曲面£ 1，与(记作

£ = £ ] + £ ) ，则规定

(% ,y  ,z )d S  = j j ,∕( j 7  9y 9z )d S +口 4 2  ,y  ,z )dS .
ς ς1 ς2

因此，今后我们也可以在分片光滑曲面上讨论对面积的曲面积分.

与对弧长的曲线积分类似，对面积的曲面积分有下列性质(假设所讨论的曲面积分存在)：

土 g ( z ,y , z ) ) d S  = J ∕ ( x  9y  ,z )dS  ± j j 'g ( x  9y  ,z )d S .

∑ ∑ ∑
2 ) 如果%为常数，则

,y  ,z )dS  = ^ j j ∕ ( x  ,y  ,z )d S .
∑ ∑

注 由性质1 ) ,2 )容易看出，如果》,七是常数，则有

J J ( M f(2 ,y , N ) + M g (巧 y ,z ))d S  =跖。/ (z  ,y  ,z )d S  +  (] ，？，%)dS.

∑ ∑ ∑
我们称这个性质为曲面积分的线性性质,此性质可以推广到被积函数是有限个函数线性组合

的情形.

3 ) 若积分曲面E 被分成两块曲面E i (记为∑=∑1 + £ ) ，则有

j j ∕ ( x  9y  9z )d S  = j j ∕ ( x  ,y  9z )d S  + J J ∕ ( x  ,y  ,z )dS .

注 性质 3 )可以推广到积分曲面分成有限块曲面的情形.

4)]JdS = ∣W∣ ,其中∣W∣为积分曲面E 的面积.

4 . 2 对面积的曲面积分的计算

设积分曲面W 由方程z =  z (巧 ))确定, £在 0 砖平面上的投影区域为。卬，函数z ( n y )

在 D R 上具有连续偏导数，被积函数 ∕ ( n y , z ) 在 E 上连续.注意，在曲面积分U ∕( z ,w z ) d S

∑
中，点( z , w z ) 在积分曲面》上，所以它满足£ 的方程，即 z = z ( z , y ) 3 S 是由小曲面A S ,的
面积转化来的，由第三章§ 3 中的公式(1)可知E 的面积元素为

① 分片光滑曲面，是指由有限块光滑曲面所组成的曲面.以后我们总假定曲面是光滑或分片光滑的.
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d S  =  J 1 + ( S ) 2 +  ( f j )  d x d j z -

于是,有下面的计算公式:

U " 巧 3H N )d S = U

Σ D

… ,晨3 ) ) J ι  +  ( f∣) 2 +  ( 5 ) 2

dτ  dy .

例 1 计算曲面积分 j p R 2 - y 二

∑
解 E 的方程为％=灰 2 — 力2 一）

∕ ≤ R 2 . 又因为

∂z — —X
金 ^^√R2 - √  - 3 ∕ 2 ,

T

2
1 + +

二y d s , 其中 Σ 为球心在原点，半径为R 的上半球面.

, E 在 8 y 平面上的投影区域为圆形闭区域D ： 1  +

∂z _ ______- y
θ ^ - √ R 2 - χ 2 ≡ y ,

] I 力 2 + y 2  =  R
r 2  - ^ 2 - y 2 √jR2 — JC 2  —  y 2

所以

JJ>∕K2 —τ 1 — y 2 dS
∑ D

τ
d r dj∕1  一 0 2 -  y 2 小+管），管）

jj R d r dy =  πjR3 .
D

例 2 计算曲面积分 ∕ = U G + 2 z + t v
Σ

d S ，其中∑是平面v + ⅜ + τ = ι 在第一卦限
乙 J 4

的部分（图 4-25）.
解 W 在OQ 平面上的投影区域。为O z y 平面上由］轴、）

轴和经过两点（2 ,0 ,0 ）, （0 ,3 ,0 ）的直线所围成的三角形闭区域（图

4-25）.又因为》的方程为

f÷ f÷ f- ( 0 ≤ z ≤ 2 , 0 ≤ y  ≤ 3 ) ,

所以

4% = 4 - 2 z  — —v3 J ( 0 ≤ z ≤ 2 , 0 ≤ y  ≤ 3 ) ,

(0, 0,4)

(0,3,0)V

图 4-25

即

∂z ∂z
五 =一 2， 热 = -

4
z + 2 x  +  — y  = 4 ,

o~3

从而

- = ≠ ÷ ( S ) 2 ÷ ( g ) 2 d z d y =  J l  +  ( - 2 >  +  (一 打 dzdy

于是

I = JJdτd j∕ = y  √6∑ ∖D ∣ =  4 √6∑ ,

D
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其中∣D ∣表示。的面积CD为直角三角形闭区域，故∣D ∣= 3 ) .
例 3 计算曲面积分 © z y z d S ①，其 中 W 是由平面 z  =  0,

∑
V =  O,z =  O及 ％+ y + z  =  l 所围成四面体的表面(图4-26).

解 将积分曲面∑在平面z = 0 , y = 0 , z = 0 及 κ + y + z  =  l
上的部分依次记为∑1 ,∑2 ,∑3 ,》4，于是

朋 zyzdS  = JJzyzdS  + JJ ιy z d S  +  jpcyzdS +  JJxj∕≈dS.

W ς1 ς2 ς3 ς4
在 WI ,W 2,E 3上，均有力中=0 ,所以

JJzyzdS = g » z d S  =JJ∙ryzdS  = 0 .

ς1 ς 2 ς 3
在 5 4 上，N =  1—1 —y ,所以在其上有

dS =  / 1  +  n j +  z j dxdjz =  ∖∕1 +  ( -  1 )2 +  ( -  1)2 d τ dy = 展 d x dy.

设 D x y 是》4 在。刀平面上的投影区域，它是曲直线ι = O ,y = O 及 z + v  =  l 所围成的三角形

闭区域，因此

^ x y z d S
∑

= J I ^ d S = J .
J 4 %

「他『
J 0 J 。

x y  ( 1 - z —y) ∙ Λ∕3^ dx dy

=√3 y ( l  — x  — y)A y

=  73∣ x  y > 2 ( l  — ^ )  ~^y3 ,3  ̂ lo d i

= £
, 1 ]

x  ∙ -τ-(l -  x ) 3 djz
0 6

= ­ j (x -  3X 2 +  3J73 — x 4 )dj7

= V3 ・ 1 ^ √ 3
= T  ∙ 20 x=120,

例 4 计算曲面积分 I = J ( i  +  J  + ∕ y d s  , 其中w 是以原点为球心, R 为半径的上半

∑
球面.

解 W 的方程为1 + / + / = 夫2(7 2 0 ) ,所以

I = k d S = R f i S

∑ ∑
=R 4 ∙ 2πR2 (因] J d S 等于曲面E 的面积)

∑
=  2πR6.

① 符号 “0 ” 表示积分曲面£ 为闭曲面.
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例 5 计算曲面积分I = J ( % + y  +  2)dS,其中》为平面y + z  =  5 被圆柱面1 + / = 2 5

所截得含于圆柱面内的部分[向4-27(a)].

解 依题意, W的方程为z =  5 —y ( Y +∕ ≤ 2 5 ) , W在 O z y 平面上的投影区域为圆形闭

区域D ： / + / < 2 5 , 如图4-27(b)所示.

又因为

∂z Θz r— =0, ­  = - 1ox σy
所以曲面2 的面积元素为

dS =
τ ____________

dx dy =  ∕l+θ+( — I)? Ar dy =  Λ∕Σ  dr Ay,

故

= / + ( £ y 十(11)

(z +  y +  z)dS
∑

= 0  +

=  Λ∕∑ J ( R +5)dτd" =√^jJ2(lrdy +72^5(127 dj∕

D D D

V2JJ5djrd> =  125->∕2 π.

D

I =

习 题  4-4

ι.计 算 曲 面 积 分 —此 一J d S , 其中W 为球心在原点，半径为1 的下半球面.
∑

2 . 计算曲面积分J( 6 z + 4 y + 3 z ) d S ,其中£ 为平面y  +  -J +  j  =  l 在第一卦限的部分.

∑

3 . 求 曲 面 积 分 / ( 1 + /一 / - 1 ) (15 , 其 中 £是 锥 面 之 = "可 中 0≤z≤l的部分.

∑
4 . 计算曲面积分J d d S , 其中∑是柱面i + ∕ = 4 介于平面z =  0,z =  3 之间的部分.

∑

5 . 设抛物面壳E ： 2 =  < (∕ + y 2 ) ( o≤ z≤ D上任意一点M ( z ∏ ) 处的面密度为

∕zCz,y,z)=z,求此抛物面壳的质量.
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§ 5 对坐标的曲面积分

5 . 1 对坐标的曲面积分的概念与性质

与对弧长的曲线积分类似，我们引入了对面积的曲面积分.自您想至h 与对坐标的曲线积

分类似，也可以引入对坐标的曲面积分.这也是诸如求流体通过某一曲面的流量等许多实际问

题所需要的.在对坐标的曲线积分中，积分弧段是有向曲线弧.在对坐标的曲面积分中，积分曲

面也应是有向的.为此，首先对曲面的侧做一些说明.

通常我们遇到的曲面都是双侧曲面.例如，方程 2 = 2 ( Z Q ) 表示的曲面有上侧、下侧之

分;又如，一个包围某一空间区域的闭曲面有外侧、内侧之分.它们都是双侧曲面的例子.一般

地，任意取定光滑曲面S 上的一点M o ,并取定S 在点M 。处法向量的一个朝向，让动点M 从

点 出 发 沿 S 上任何一条不越过S 边界的闭曲线运动，同时让点M 的法向量连续地变化，

若动点M 回 到 点 时 ，法向量的朝向与出发时相同，则称S 是双侧的；否则，称 S 是单侧的.

事实上，确实存在单侧曲面.如图4-28(a)所示的一条带子,带子的两端分别是两条线段A B 和

A'B',它是一个双侧曲面.将它的一侧涂上灰色，另一侧涂上白色，以此来区别它的两侧.现将

带子的两端对接起来,若带子的两端按照A 与A ' , B 与B'的方式对接，得到的仍是一个双侧

曲面[图4-28(b)].但是,若先扭转带子，然后按照A 与B ' , B与A '的方式对接，则灰、白两侧

在对接处很自然地连接起来[图4-28(c)],这时的曲面是一个单侧曲面，它就是著名的默比乌

斯(Mobius)带.

图 4-28

今后我们所涉及的曲面都指双侧曲面,对于双侧曲面,其上每一点处的法向量都有两个彼

此相反的方向.如果规定其中一个方向为正向，这样曲面上的点连同其指定的法向量正向就确

定了曲面的一侧.例如，对由方程2=∕(N,y)所确定的曲面，如果规定其法向量与z 轴正向夹

角为锐角，这就确定了该曲面的上侧；反之，若规定其法向量与n 轴正向夹角为钝角，就确定了

该曲面的下侧,确定了侧的曲面就是有向曲面.
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设稳定且不可压缩的流体（假定其密度为1）的流速由

v （x  9y ↑z ） =  P （ι , ）,%）i +  Q （% ,y ,z ）j  +  R （z ,y ,N ）A
确定，》是一块有向曲面，函数尸（巧 3 ，之）《 （巧 3 /,幻 ，在（巧了,之）都在£上连续.在单位

时间内流向∑指定侧的流体的质量称为流向∑定侧的流量，记为◎.下面讨论流量Φ 的

求法.

首先分析简单情况，如果曲面E 是空间的一个平面闭区域A （其面积仍记为A ）,设
n = i cosα +  j  cosβ +  k cosy

为该平面区域指定侧的单位法向量，且流体在该平面区域各点处的流速V是一个常向量：v =
P i+ Q ∕+ R A （图 4 - 29） ,那么，当 v 与〃垂直时，在单位时间内通过A 流向〃指定侧的流量⑦

为零；当 v 与 r ι不垂直时，单位时间内通过A 流向〃指定侧的流体体积恰是以A 为底，v 为斜

高的斜柱体体积（图 4-30）.因为假定流体的密度为1 ,所以通过A 流向〃指定侧的流量绝对

值等于上述斜柱体的体积，即为A ∣y ∣ ∣cosJ∣ , 其中。为 1，与％的夹角.当 θ 为锐角时，流量

①> 0 ；当 6 为钝角时，流量中< 0 .综合 J 为直角、锐角、钝角三种情况，流体通过A 流向〃指

定侧的流量为

Φ = A （v ∙ n ） =  （P cosα +  Q cos^ +  R co s/） A .

令 a ,= A c o s 7 ,容易看出°卬的绝对值就等于A 在 0 » 平面上的投影区域面积.当7
为锐角时,。工,>0 ;当了为直角时，％ ,=（）;当，为钝角时 ,% ,V 0 ∙类似地，可以讨论

σyz =  Acosα , σzx =  A  cos/?.
于是

Φ =  Pσyz ÷  Q σ zx ÷  R σx y .
对于一般情况，我们所考虑的不是平面区域，而是一块曲面，其上各点处的单位法向量

是变化的，且流速 v 也不是常向量而是随点的变化而变化的.因此，不能直接应用上面的方

法计算.我们又一次遇到了“变与不变”的矛盾，自然想到利用各类积分问题中一再使用过

的处理方法.

把曲面£ 分割成"小块：A S ι,A S 2 ,∙ ∙ ∙ ,A S ∕A S ∣∙ 既表示第 i 块小曲面，同时又表示这

块小曲面的面积）.在 E 光滑和流速v 连续（函 数 ?（巧山之），0 （巧山之）,我（之，山之）都在£

上连续）的条件下，在 A S ,上任取一点（£,仍,。），用这点处的单位法向量

n l =  icosai +  j  cosβi +  kcosy ι

近似代替 监  上各点处的单位法向量，用 点 , 夕 ）处的流速

匕（& ，. ，Si）= P （& , T q i ）i + Q （& , % ，〉）j  + R （R , . , G A
近似代替A S ,上各点处的流速（图 4-31）, 从而得到通过A S ,流向指定侧的流量A B 的近
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似值：

ΔΦ l 心 (v l ∙ n i ) ΔS1 (i = 1 ,2 , ∙ ∙ ∙ , " ) .
于是，通过£ 流向指定侧的流量的近似值为

∙ n l )Δ S l =  W (P (& ，7 4 i )cos%
i≈ 1 ι = 1

+  Q(& ，G c o s 8
+ RCξi 9ηi , ζ 1)cosZ t )∆ S t

= = ∑ ( P ( f i »7*，G (S )"
:=1

+  Q (S i，7 ，ζ i)(% )zx
+  R (fi ,η i , ζ l )(σ, ) jy  ).

为了使近似值转化为精确值，令所有班 的直径的最大值义f θ . 若上述和式的极限存在，则定

义此极限值为通过£ 流向指定侧的流量.

上述这样的和式极限还会在其他问题中遇到，抽去它们的物理意义,就得出下面的对坐标

的曲面积分的定义.

定义 1 设》为一块有向光滑曲面，函数R ( z ,y  ,z )在 W 上有界.把2 任意分割成几块小

曲面：AS1 ,Δ S 2 , ∙ ∙ ∙ ,Δ S π (Δ S t 既表示第)块小曲面，又表示这块小曲面的面积),设(巳，彷，。)

(，= 1 ,2 ,…，九)是在小曲面A S 1上任取的一点，cos% ,cosfi .c o s% 为 A S ,在 点 (&，/ ，ζ∖) 处的

单位法向量凡的方向余弦，记 ( ∕  ) Q = COS兀A S ,(注意(区心的绝对值等于A S ,在 Oz3 ∕ 平面

上的投影区域面积，其符号的正、负由 7 l 为锐角或钝角而定).如果所有 A S ,的直径的最大值

λ-→0 时，极限

.
,η i , ζt ) ( σ l ) j y

“f ° i = l

存在，则称此极限值为函数R ( X , JH
n)在 E 上对坐标 x  , y 的曲面积分，记作 JJR ( Z  ,y ,N )dτdy,

Σ

即

JJR ( r ，y ,N )d ιdy  =  Cζi , 7 4 )(明)”，

其中R ( z , y , z ) 叫作被积函数 , E 叫作积分曲面.

类似地，可 以 定 义 函 数 P ( ∕ , y , z ) 在 有 向 光 滑 曲 面 E 上 对 坐 标 的 曲 面 积 分

J J P ( z ,V ,z ) d y d z 以及函数Q ( l , y , z ) 在 E 上对坐标 z ,z
∑
们分别为

的曲面积分JJQ(Z ，z )d z d z  , 它

∑

其中

J J p (x  ,y  ,z )d y d z  =  lim⅜ P ( ¢ t ,η i 9 ζ i ) (σ i ) y g ,

J J Q ( X  9y 9z )d z d x  =  l im ⅜ Q (¢ t ,7  ,，, )(明 )xx ,

(% )"= cos%  A Si, Cσi ) v c =cosβ i ΔS i .
以上三个曲面积分也称为第二类曲面积分(简称曲面积分).
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可以证明，当函数P (巧 3 / ,z ) ,Q ( 1 ，y , z ) , R (巧 y ,N )在有向光滑曲面2 上连续时，上述

三个对坐标的曲面积分都存在.以后总假定「(巧》 之)《 包 ，、，2 ) ,口 (,？，％)在》上连续.

在应用上出现较多的是上述三个曲面积分之和

j j p  (z  ,y  ,z)dyd% +JJQ (JT ,y  ,N)dzd∙r ÷jJjR (力，3;，z)dzdy  ,
∑ ∑ ∑

通常将其简记为

j j p ( z ，y ，N)dydz +  Q (z  ,y ,N )dzdz + R  (z  ,y  ,N)dxdy.

∑
如果E 是有向分片光滑曲面，我们规定函数在》上对坐标的曲面积分等于函数在各块光

滑曲面上对坐标的曲面积分之和.

对坐标的曲面积分具有与对坐标的曲线积分类似的一些性质.例如：

如果把积分曲面》分成与，》2 两部分，则

JJp (z  , )  ,2 )d?dz +  Q(∙r ,y ,2 )d 2 d τ +  R (z  ,y  , z ) ( i z d ∕

∑
= JJp  (尤，3/ ,z )d y d z  +  Q(% ,y  ,z )d z d r  + R  ( /  ,y  ,z )d κ d j∕

Z

+  j j p  (z  ,y  ,z )d y  dz +  Q(R ,y  ,z)dNd<z +  R (1  ,y  ,z )d z d y .
ς 2

值得注意的是，如果用一 w表示取与》相反侧的有向曲面，则

J  P ( x  ,j ∕ ,≈ )d j∕dz =  — JJP ( x  , y  d z  .

-∑ ∑

JJQ (Z ,y  ,z )d z d r  =  —JJ Q (J7 ,y  ,z)dzd∙z ,
-∑ ∑

JJκ  (力,y  ,N )ird y  =  —J i?  (z  ,y ,z )d r⅛ y .

-∑ ∑

所以，特别要强调的是,对坐标的曲面积分必须注意积分曲面所取的侧.

5 . 2 对坐标的曲面积分的计算

对坐标的曲面积分通常都要化为二重积分来计算，这里不加论证地直接给出计算公式.

(1 ) 设有向光滑曲面W 由方程2 =  2 ( ι , y ) 给出，它在 0 刀平面上的投影区域为D Q , 其

法向量与之轴的夹角为八函数R ( Z ,y ,z )在》上连续，则

U R ( z ,y ,N ( z ,v ) ) d r d y ,  若在 E 上恒有 O ≤ 7 < 5 ( 上侧)，

%

JJR (ΛT ,3/ ,z )d z d j ∕ =< — ∣JjR (x ,y  ,之(],y ))d ∙rd y  , 若在 Σ 上恒有] <  7 ≤  π (下侧)，

ς %

0, 若在》上恒有，= , ；

( 2 ) 设有向光滑曲面W 由方程V = 3√ J N ) 给出，它在 0 = 平面上的投影区域为D % ,其
法向量与y 轴的夹角为£,函数Q ( z ,y  ,z )在》上连续，则
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j jQ ( j7 ,j ∕(≈ ,jr ) ,^ )d z d j7 ,

J [Q ( JΓ 9z)dzdx =  Y — j j Q ( ∕ , y ( z ,x ) , z ) d z d N ,
ς %,

0,

若在∑上恒有 0 ≤  3 v  9 （右侧）,

若在Σ 上恒有J  V  £ ≤  π （左侧），
乙

若在》上恒有8 =  5 ；

（3）设有向光滑曲面W 由方程z = z （y , z ）给出，它在0 " 平面上的投影区域为D i 其

法向量与1 轴的夹角为八函数P G , y , z ）在E 上连续，则

j f  P （% （y , z ） ,y  , z ）dydz , 若在 Σ 上恒有 0 ≤ α  < ，（前侧），

心

j j p  （jr ,y 9z）dydz =< — P （x Cy 9z） ,y ,z）dydz 若在 Σ 上恒有， <  a ≤  π （后侧），

ς %

0, 若在》上恒有α = J

例 1 求曲面积分 I = j j y e ∕  dzdjc +  xyzAjc d j ∕,其中 Σ 是柱面 τ2 jrz 2 ==a2 （a > 0 ）在第一

∑

和第五卦限内被平面、= 0 及 y = ∕ ι （%>O）所截下部分的外侧（图 4-32）.
解 I = JJj∕e j2  d^djr + jJjrj∕^d^d3 ∕ =≈≡=Z1 + I 2 ∙

∑ ∑
先计算Z1 =ζy e

χ2d z d x ,因W 是母线平行于v 轴的柱面，它

∑

的法向量总是垂直于）轴，即法向量与）轴的夹角总是方，则

ι 1 =0.
再计算I2 ̂ χ yzdxdy. W 被OQ 平面分为》］,乙两部分，

∑
其中E 1在第一卦限，取 上 侧 在 第 五 卦 限 ，取下侧，它们在Q r y 平面上的投影区域均为矩形

闭 区 域 0 ≤ z ≤ α , 0 ≤ y ≤ ∕ ι , E ∣的方程为％ =  6 = ？ ，（ι , /  ） G 2 , ，& 的方程为 z =

- J a 2 -τ 2 ，(①，) )6 。**,所以

I2 — J Jg z d z d y  +jjjr3∕zdzd3∕

ς 1 ς 2

=  y  -  γ ( ^ 2 - ^ 2 ) 2 l̂ I =  ⅛ 2α3 .
2 L 3 J 10 3
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故

I - ~ h 2a 3 + 0  =  ­ ∕ ι 2α3 .J O
注 £ 在 O = 平面上的投影是曲线才+/=。2 ,而不是区域，其面积为零.故对应的积分

为零.

例 2 计算曲面积分1=  ^ j r 2 dj∕（⅛ +  y 2 Azdx + ∕d z d y  ,其中£ 是长方体

∑
Ω =  ｛（2 ,丁，之）10 ≤  x ≤  α ,0 ≤  '  ≤  6,0 ≤  % ≤  c ｝ （图 4-33）

的表面的外侧.

解 把积分曲面W 分成以下六部分：

∑1 ： N = c （0 ≤ ] ≤ α , 0 ≤ j ∕ ≤ 6 ）的上侧；

Σ 2 ：之 = 0 （0 ≤ z ≤ α , 0 ≤ y ≤ 6 ）的下侧；

∑3 ： 7 =  Q （0 ≤  » ≤  人。≤ 之 ≤ C）的前侧；

Σ 4 ： JC == 0 （0 ≤  y ≤  6 ,0 ≤  之 ≤ c）的后侧；

Σ 5 ： y =r b （0 ≤ τ ≤ a , 0 ≤ z ≤ c ）的右侧；

Σ 6 ： y =  0 （O ≤ j τ ≤ α , O ≤ z ≤ c ）的左侧.

容易看出∑1 ,∑2 ,Σ 5 ,Σ 6 在 O y ?平面上的投影的面积为零（或

者说它的法向量与z 轴垂直），故J √ d v d z =  0 对 1 =  1,2,5,6
£

成立,于是

图 4-33

a 2 dydz -
∑ ∑,

类似地可得

方/(］之 也 =ab2c ) @22也 打 = abc2 .
∑ ∑

因此

爪 / 我 北 十

∑

abc(a j r b +  c).

例 3 计算曲面积分I =JJz⅛ydN + v d zd ∙z  +  zd x  dy ,其中Σ 为球面J? + / +之2 = 1

∑
中

x ≥ 0 , z ≥ 0 部分的外侧（图 4-34）.
解 I =JJ%dydz + JJydN dr ÷ j j z d x dy = = I 1 ÷  I 2 ÷  I 3 ∙

∑ ∑ ∑
先计算h = j p d ) d z .  W在O " 平 面 上 的 投 影 区 域 为 jz2 + ^ 2≤ l , ^ ≥ O . Σ 的法向量

∑

与n 轴的夹角小于方,这时的Σ 可以表达为z  =  / l  — y2—j （之2 0 ）, 由计算公式有

Ji =  √zl — y 2 — z 2 dydz =
π dθ Γ r √ l
o J 0

—r 2 dr =-^-
3



2181 岂等弃争，工本" ”上笠票上一
京四章曲线积分与曲面加分

再计算 I 2 = ^ y d zd x . O z τ 平面将 E 分成£ 左，£ 右两部分，其 中 E 左的方程为 y =

∑

一 √ T f = q r G c > O ,z > O ) ,它的法向量与 y 轴的夹角总是大于千 2 右的方程为 y =

，1一1 一之2包》0 ,之》0) ,它的法向量与。轴的夹角总是小于J ∙ E 左，2 右在O " 平面上的
z ι∙

投影区域都为。= ： ∕ + z 2 ≤ ι , % > 0 , z > 0 ( 图 4 一 3 5 ) ,所以

12 =  JJ > dz dx +  J  y dz d r

2左 2 右

= - J  (-  ∖∕1  — x 2 — z 2 )dzdrr +  j j ^/1 — x 2 — z 2 dzdj：
Dxr D XZ

= 2 0  Λ∕1  — x 2 — z 2 dxdz = m .

「
最后，计算 I 3 = j『 d r d y .E 在 O x y 平 面 上 的 投 影 为 z ? + /  ≤ 】 2  0 . £ 的法向

∑
量与 z 轴的夹角总是小于，，这时∑可以表示为N = √ 1 - X 2 - J , 2 (^  ≥  0 ) .所以

[3 =  U  √zl — x 2 -  y 2 dxdy  =  y .

%

综上所述，有 1 =  1 1 + 1 2 + 1 3 =兀

* 5 . 3 高斯公式

作为牛顿-莱布尼茨公式和格林公式的推广,这一部分要介绍高斯(G auss)公式，它将

揭示空间有界闭区域上的三重积分与其边界面外侧上对坐标的曲面积分之间的联系.

定理 1 (高斯公式) 设空间有界闭区域。 由分片光滑闭曲面》 围成，函数 P  =
P ( ∙r ,y ,N ) ,Q  =  Q ( z , y , z ) , R = R ( z , y , z )在 Ω 上具有连续偏导数，则有

∂Q +
Ω

票 ∙ ) dv =  0 P d y d z  +  Q dzdx  +  R dzdy
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R  ( x  ,y  tz )d x d y R （z  ,y  ,22（工，？））业 dy.

∂y ∂z

骤於取:；:

) dv = 0 "  "dS  = ^ (P c o s a  +  Qcosg+  R c o s ∕)d S ,

∑ ∑

∂Q , ∂R

图 4-36

(R (z  ,y ,22(N )) — R (2 " ，之I (2 ，y )))d ∙zdy.

y K ( z  ,y  9z )d x d y .
∑

<⅛ =

或

≡ ÷

其中W 是0 的表面的外侧. = P i + Q j + R 匕〃为E 上

点（工，了,2）处的单位法向量，cosa，cos/?,cosy为冷的方

向余弦.

证 设闭区域。 在 O x y 平面上的投影区域为

DQ ,假定穿过Q 内部且平行于n 轴的直线与。的边界

面W 的交点最多有两个，这样 2 由2 l ＞2 和 ∑3 三部分

组成，其中∑1 ,∑2 分别由方程N = Z ］（% ,y）和 2 = Z

（了，/ ）给定，这里 21 （x  , ））＜2 2（力，y ），Wl 取下侧，2
取上侧立3是以D x y 的边界为准线，母线平行于Z 轴的

柱面的一部分，取外侧（图 4-36）.
根据三重积分的计算方法，有

G a  BR
5 - d z  ) d x d y

H  口（R （∕  ,y  ,22（宓，y＞） — R （比，V ，之1（, ，y ）））d "d y .
D*

根据曲面积分的计算方法，有

j jR  (x  ,y  ,z )d rd y  =  =  J R  (N . (巧了))dxdy ,

/  乙

而因为之在 OR 平面上的投影的面积为零经 3 的法向量与2 轴垂直），所以

R  ( x  , V 9z )d x  dy = 0 .

把以上三式相加，得

0 R  (% ,y  ,z )d zd y  =
∑

比较(1 ) , (2 )两式，得

如果穿过。内部且平行于辽轴的直线以及平行于y 轴的直线与盘的边界面W 的交

点也都最多有两个，那么类似可以得到

N  霎也;=勺「（工，y ,z ）dydz,
a "  w
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P  Q  ( 久 ，之)dz dz .
∑

以上三式相加，即得高斯公式.

在上述证明中，对闭区域。做了下面的限制，即穿过。 内部且与坐标轴平行的直线

与。的边界面E 的交点最多有两个.如果不满足这样的条件，可以引进辅助面把W 分成

若干个满足上述条件的闭区域，并注意到在辅助面相反两侧上曲面积分的绝对值相等，符

号相反，二者之和为零，因此高斯公式仍然成立.

例 4 计算曲面积分

I =  @  （13 -  ?之）dydz -  2xzy Az∂LX +  Ndrdy ,

其中W 是由三个坐标面与平行于坐标面的平面1 = 。0 = 。，7 = 。（。> 0）所围成正方体

表面的外侧.

解 令 Ω为2 所围成的正方体, P =  J  — ” , Q = —2∕ y,R=z,则

a P  q 2 θQ
获 = 3 " ， 豆

根据高斯公式，有

I = (x3 — yz ) dy dz -  2x 2 ydzdx +  zdzdy

+  Qdzdz + R d x d y  =]J(∣^ +  ∣^ +  ∣^) dv

= J ∣ ( 3 X 2 -  2x2 +  l)dv =  jjj (x2 +  l)dτ∕

=  JJdydzJ +  l）dτ =  0  传 ， +  α ） dy dz，

o. ° D >Z

其中 D " 为。在 O y z 平面上的投影区域，即 O y z平面上由直线y=0,v=α ,z =  0,N=α

所围成的正方形闭区域.于是

K  (l^03 +α)dydz =  ( 9
a 3 +

dy dz =  < Q 5 +  α3.
0

图 4-37

%

例 5 计算曲面积分

I =  Γx2dj∕ dz +  J?2 dz dx +  / d z d y  ,

∑

其中 2 为 锥 面 N = 在 不 丁 介 于 平 面 N = 0 及 Z = 无

S > 0 ）之间部分的下侧（图 4-37）.

解 这里W 不是闭曲面.为了使用高斯公式，取

为平面之=九被限制在锥面z =  √P针  内部分的上侧,

它与》构成一个闭曲面的外侧.令》与W 】所围的立体为

。，则 》与 E ］在 O z y 平面上的投影区域均
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为以原点O 为圆心，九为半径的圆形闭区域∕ +∕≤九2.

根据高斯公式，有

① τ 2 Ay Az + ) 2 dz d r -∖- z 2 AT  Ay =
∑+∑1

2(∙τ +  y  +  z )d*υ

4
Ω

2(1 + y ) d u  +  2

= 2  ∣j (1 + y ) d z dy
%

zdv

dz +  2 ∣J dx dy
%

zd z .

注意到D x y 关于z 轴和v 轴都对称，且 z o 分别为z , y 的奇函数，所以

而

2 JI (z  +  y )d x d , dz = 0 .

2 jj dy
%

zd z  = JJ [公 一 (K  + y 2 ) [ d l d )

= h 2 ∙ πΛ2 (x 2 + j ∕2 )d rd y  =  πλ4

%

πΛ4 ——2π ∙ -^ λ 4 =  -~^h4 ,

-Γ4J 0 J 0
r 2rdr

o

JI x 2 dj∕ dz +  y , dz dz +  z 2 dxdy  = ~ h 4 ,
ς I

从而

jj J：2 dj^dz +  y 2d%d i  j r z 2 Axdy
∑

F π , 4 (Jj72 d3∕ dz +  y 2 &zAx +  / d z d  第

ς I

因E 1在 O严平面和 OE 平面上的投影的面积都为零，故

JJx 2 dj∕ dz +  j ∕2 dτ =  0.

而 = λ 2j jd x  dj∕ = π " '于是

4 ∑1

I — —h 4 —— (0 +  πA4 ) =  — —Λ4 .
乙 乙

* 5 . 4 散度

我们首先简单地介绍数量场与向量场的概念.
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所谓场，就是某个物理量在一个空间区域上的分布,由于物理量分为数量和向量，所

以场分为数量场和向量场.从数学角度来说，若对于空间区域G 内任意一点M G r,y ,z ) ,
都有唯一确定的数量" M ) = " N , y , z ) 与之对应，则称在区域G 内确定了一个数量函

数.一个数量场可以用区域G 上定义的一个数量函数“ z , y  , z )来表示(如温度场、密度

场等).如果与点M 对应的是一个向量A ( M ) ,则称在区域G 内确定了一个向量场(如力

场、速度场等).一个向量场可以用区域G 上定义的一个向量值函数

A  (M ) = A  ( κ ，)，z) = P ( N ,y ,z ) i +  Q (z ,y  ,z ) j  +  R (冗，7 ,z)A
来表示，其中P (z  ,y ,z )  , Q ( l , y  ,之),K (力，ty ,之〉都是数量函数.

下面介绍向量场的通量和散度的概念.

设向量场 A = P ( a y , N ) i+ Q G r , y ,N ) j+ R G c , y ,N ) h E  为有向光滑曲面，％ =

rcosa+jcos/?+Jlcos7为该曲面的单位法向量.我们称对坐标的曲面积分

J∣A ∙ ndS  = J∣*(P(<x ,y  ,z)cosa + Q G ε,y  92)co¾  ̂+  R (1 ,y ,z)cosy)dS
∑, ∑ 、∙ ； . -

(T 一 " , 、 -= J jP (宓，y ,z )d9 &  + Q (% ,y  ,z)dzdx +衣 &,夕 ，z)dxdy
• ∙ , ∙. Σ •

为向量场A 沿府通过曲面2 的通量.

如果A 是流体的速度场,可能在场内某些点处有源泉，在这些点处冒出流体,不同的

源泉冒出流体的强度也可能不同;而在某些点处可能有渗洞，在这些点处会吸收流体，不

同的渗洞吸收流体的强度也会不同,为了刻画流体的速度场内各点处的这种性质,我们引

人向量场内一点处的散度概念.

设 M (x  ~  , z )为流体的速度场内任意一点,W 为包围点M 的一个闭曲面的外侧，则

- n d S为单位时间内由2 内侧向外侧流出的流体的总量.令。表示》所包围的空间
∑

立体 , V 表示O 的体积.根据高斯公式，有

≡ ÷ ≡ ÷ f ) ^ = f -
Ω Σ

上式两边除以V ,得

Ω *7  ∑

上式右端表示包围在E 内的源泉在单位时间、单位体积内所流出的流体量的平均值.对

上式左端应用积分中值定理知，存在0 上一点(八方0 , 使得

( 霎 + 居 + 飙 . 广 抓 偿 + 翁 + ! > .

于是

( 票 + 票 + 豹 ］ T M ” dS∙∖3x σy oz f 1«,",，) V

为了刻画M 这一点处流出流体的性质，我们令。缩向点M ,取极限，得
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( ^ + ∣9 + ∣R ) ∣ = l i m ⅛ A . f t d s .∖∂x ∂y σz ' ∖M Ω→M V  JJ

我们称(当+ 要 + 能 ) I 为向量场A=PGr,wz)i +  Q(z,y,z)j+RGcr,z)k在点
∂y ∂z f ∖M

M 处的散度，记为 d iv A L ，即

E = 票 +  .  + 豹 .
1 M  ∂ X  ∂y ∂z I M

散度是描述向量场中各点处流出流体的强度的量，它是一个数量.

若 divA匕 > 0 ,表示点M 是一个源泉,这一点处流出流体；

若 divA ∣M < 0 ,表示点M 是一个渗洞，这一点处吸收流体；

若 divA∣M =  O,表示点M 既不是源泉，也不是渗洞，这一点处既不流出流体，也不吸

收流体.

设 A =  P(z,y,z)i+Q(x ,? ,z)j +RCτ ,y,z)k 是一个向量场，定义

divA =  ~
o

—
x 

H
σ
--
y 

r  —
σz

为向量场A 的散度.

例 6 设位于原点且电量为q 的点电荷产生的电场强度为

E = 5 = ? i + ∕ y j  +土k ,

其中 r =  {z,y ,z}≠0,且 r*= ∣r I ,求 divE.

解 依 题 意 ，有 P ( 3 , N ) =  土 ，Q ( 3 , z ) = % y , R ( 7 , z ) = ^ ^

divE ^ ⅛ (⅞ )+ ⅛ (√)+ ⅛ ⅛ ).

=q
产一3力2 厂2—3 /  厂2—3 , 、

r5 r5 r3 >
3 / ―  3 ( / + / + / )

= q -------------r- 5------------- = 0 ・
计算结果与仅原点处有点电荷的事实相符，即除原点外散度处处为零.

1 . 将曲面积分U i / z d z d y 化为二重积分，其中》为：

∑
( 1 ) 球面∕ +∕ + N 2 = R 2(R > 0 )上半部分的上侧；

( 2 ) 球面 i + ∕+ N 2 = R 2 ( R > 0 ) 下半部分的下侧；

( 3 ) 球面 l + y 2 + z 2 = R 2 ( R > o )下半部分的上侧.

2 . 计算曲面积分U 'd 2 d z ,其中W 是曲面2 =  的上侧.
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* 3 . 利 用 高 斯 公 式 计 算 曲 面 积 分 -∖- yz 2Λzdx + 之 / "的 ，其中 E 为球面
∑  ' 1 ∙ - '   ̂ '

1 + J + ∕ = R 2(R > 0 ) 的外侧.

* 4 . 利用高斯公式计算曲面积分0 y 2 d ∙rd y  +  zxdydz +  xy d z d x，其中 E 为柱面

∑

∕ + J = R 2(R > O) 与平面N = O , N =  H ( H > O )所围成立体的表面的外侧.

*  5 . 计算下列向量场在指定点处的散度：

⑴  A | (1,1,3) =  { 4 "，- 2书 ,/ }J  -  . (2) A I(2,… ν ，严 心 } I (2,12).

*  6 . 求下列向量场的散度：

(1) A  ≈  (x 2 + y z ) ι  ÷  (j>2 + x z ) j  ÷ ( z 2 ~∖ ~xyy)k ；
(2) A  = e xyι÷ c0 s(x 3 , ) j  ÷cos(□rz2 )Λ ；
(3) A ==j2f+ x jz t∕+ x z Λ .

曲线积分与曲面积分内容小结

本章介绍了曲线积分与曲面积分.从数学角度来讲，与重积分类似，曲线积分与曲面积分

都是定积分的推广，它们都是用于处理非均匀变化、具有可加性的整体量的,诸如求质量分布

不均匀的各种形状物体的质量、变力所做的功、不均匀流体的流量等，其处理的方法都是将整

体进行分割，在微小的局部取近似，求和，令分割无限变细取极限.正因为曲线积分和曲面积分

的基本思想与定积分的基本思想一致,所以它们的定义及性质也与定积分的定义及性质类似.

本章的重点有两个：一是曲线积分和曲面积分的计算，其基本方法就是转化为定积分或

重积分的计算；二是揭示平面有界闭区域上的二重积分与该区域边界线上的对坐标的曲线积

分之间关系的格林公式和揭示空间有界闭区域上的三重积分与该区域边界面上的对坐标的曲

面积分之间关系的高斯公式.

一、曲线积分和曲面积分的计算

1 . 对弧长的曲线积分

在 J j ( n v ) d s 中，L 为O z y 平面上的一条光滑曲线弧.设L 的参数方程为

3C = X (Z)， 一 ,
(a &  t &  P),

y =丁(力

∕C r , y ) 为定义在L 上的连续函数.

要熟练掌握 ∫ J ( ^  ,y)ds的计算公式,关键是把握以下两点：

1 ) 积分变量对应的点( z , y ) 在积分弧段L 上，故 ι , y 满足L 的方程；

2 ) ds是积分弧段L 的弧微分，故 ds =  ∕ ( z ' ( Q ) 2  +  (3√ α ) ) 2 山.

所以，有如下计算公式：

J  ∕ ( z , y ) d s = ]  f(ι(t),y(t))) (z '( t ) )2  +  (y'(%))2 ⅛.
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值得注意的是，为了保证d s为正，必须 Q V £ ,以使 ck>O.
类似地，对于L 是空间光滑曲线弧的情形，有类似的公式.设L 的方程为

{χ = 1 ( 2)，
yy  = y (£)， (α ≤  £ ≤  ° ) ,
［z = N (%)

函数/ ( % , » % )在 L 上连续，则有对弧长的曲线积分公式

J  f  (x  9y 9z)d s  =  J  ∕ ( z ( t )  , y (£) ,z(%)) ( t ) ) 2 +  ( ^ z (z ) ) 2 +  ( z , (^ )) 2 d?.

2 . 对坐标的曲线积分

在 ［ P ( % o ) d z  + Q ( ∕ , 3O d y 中，L A B是 Q r y 平面上以A 为起点，以 B 为终点的光滑

J L AB

曲线弧.设L A B的参数方程为

_ ・一 wZ7 (方)
一 〃 介 于 α 与 g 之间，取到。招)，

U = ? ” )

点 A 的坐标为( M α ) ,y ( α ) ) ,点 B 的坐标为(N(门 ，)(田).

要熟练掌握［ P ( z , y ) d z + Q ( ι , y ) d ) 的计算公式，关键是把握以下两点：

J L ΛB

1) 积分变量对应的点(力,丁)在积分弧段L A B上，故］，» 满足L.M的方程z = ①〃), ' = ) (/ );
2) dH,d3∕ 为积分弧段L A B上从点A 到点B 的微小切向量d s 的坐标，故

d r =  /  (Z ) df , d>, = y , ( t ) d t .
所以，对坐标的曲线积分的计算公式为

P ( z , ) ) d ∙ r  +  Q ( ∕, χ ) d y  =  ［ ( P ( ι ( l ) , ) ( z ) ) z '( f )  +  Q ( z (% ) ,y ( l ) ) j ∕( z ) ) d L
J L AB J α

因为 c k ,d y 为向量ds (从点A 到点B 的方向)的坐标，所以 , = α " = B 分别对应于起点A 和

终点B ,可能 α < g ,也可能a> β.
类似地，对于空间有向光滑曲线弧L A B，也有类似的计算公式.设L A B 以A 为起点，以 B

为终点，其参数方程为

X = x ( z ) ,
< y = y ( z ) ,  Q 介于Q 与3 之间，取到 a , f ) ,

z = z ( t )
点、A 的坐标为(2 (0)0 (。)，2 (。))，点 B 的坐标为(Z (S)~ (S),Z (3 )) , 函数 P ( ι , y , N ) ,
Q ( 7 O ,N ) ,R ( n 3∕,N )在 L A B上连续，则有对坐标的曲线积分的计算公式

P ( n y , N )c l r + Q ( z ,y ,N )d y + R ( z , ;y ,N )dN
J L AB

= j  CP ( x ( t )  9y ( t )  , z ( t ) ) j c / ( t)  +  Q ( τ ( t )  9y ( t )  9z ( t ) ) y / ( t)
J a
+  R C x(t)  9y ( t )  9z ( t ) ) z r ( t) )d t .

3 . 对面积的曲面积分

在 j J ∕ ( z , y , % ) d S 中,》是一块光滑曲面.设E 的方程为z = z ( z , y ) ,它在0Q 平面上的

∑

投影区域为D » " C Z ,J/,N )是定义在》上的连续函数.
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要熟练掌握U " ι , y , z ) d S 的计算公式，关键是把握以下两点：

∑
1) 积分变量对应的点(z , y , z ) 在积分曲面》上，故 z , y , z 满足E 的方程2 = 2 (7 0 ) ；
2) d S 表示积分曲面W 的面积元素，故

d S = J l + ( B ) "  + 怎 ) = d y .

所以，有以下计算公式：

j j ∕ ( x ，y ，z )d S  =
∑

” 0 y , z ( n y ) )  7 1 + ( B ) 2 +  ( ^ )  d j r d 3 ,∙
如果曲面W 的方程为y = y ( z , z ) 或 x = z ( y , z ) , > 在 O z z 平面或0 ” 平面上的投影区

域为D z ι或 。… 则有对面积的曲面积分的计算公式f ( n y ( N , z ) , z )  7 1 + ( B ) 2 +  ( B )  d z d r

或
j [ f (R ，:y，N)dS =  J J ∕( z ( j y , z ) , y  ,z )  /1 +

ς %
4 . 对坐标的曲面积分

2
+ dy dz.

在J R  O  ,y  , z ) d z d j ∕中，E 是一块有向光滑曲面.设》的方程为Z = N (Z 0),它在 ON?
∑

平面上的投影区域为D . 如果 2 的法向量与z 轴的夹角为八函数R ( ι ~ , z ) 在 》上连

续，则

JJR(1 ,y  ,z )d τ d y  =<
∑

JJR (R ,丁，N(Z ,y  ))d ∙z d j ∕,

%

—JJR  (z  ,y  ,z(>τ ,y ) )d z d y  ,

%

0 ≤ ∕ < y ,
∣ < ∕ ≤ π ,

0, πγ = ——Z 2 ,
类似地，有以下计算公式：

如果W 的方程为y = 3 ∕ ( 2 , z ) ,它在。汉平面上的投影区域为D〃，E 的法向量与)轴的

夹角为出函数Q ( z ,y , z )在 E 上连续，则

jj , Q ( x , j ∕( z ,x ) ,z ) d ^ d j r ,  0 ≤ S V , ,

*

JJQ (I ,y ,N )d z d z = < - j jQ ( ∙r ,y (z , ∙r ) ,z )d N d ∙τ ,  y  <  /? ≤  π,

w %

o， 3 = 7 ；
u

如果》的方程为ι = z ( y , z ) ,它在0 严平面上的投影区域为D " , E 的法向量与1 轴的

夹角为α ,函数P G c ,y ,z )在 E 上连续，则
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JJP  (x  ,y ,z )dydz  =<

∑

j jp ( ∙z ( 3 ∕,z ) ,y ,2 ) d y d z ,  O ≤ α V ∕ ,

%
一 J J p ( ∙r  ( ) ,% ) ,y ,z )d y d z , , V α ≤ n ,

D

π
0, α = 5 .

二、格林公式和平面曲线积分与路径无关的条件

1 . 格林公式

设有界闭区域D 由分段光滑闭曲线L 围成，函数P G c ~ ) , Q ( z , y )在 D 上具有连续偏

导数，则有

U (翁 —第 ) dxdy = { p ( %  ,y )d τ  + Q ( z  ,y  )dy ,

其中 L 是 D 的正向边界.

2 . 平面曲线积分与路径无关的条件

设开区域D 是一个单连通区域，函数P ( ι , y ) , Q G c , y )在 D 内具有连续偏导数，则曲线

积分 1 p ( l o ) d z  + Q ( z , y ) d '在 D 内与路径无关和下列结论互为充要条件：

( 1 ) 沿 D 内任意一条有向分段光滑闭曲线C 的曲线积分L P (Z ,3O&C + Q ( z ,y ) d y

为零；

( 2 ) 在 D 内处处有筌= 空 ；
ox σy

( 3 ) 在 D 内存在可微函数〃(之，y ) ,使得 d " (]  ,y  ) =  P (Z ,y  ) d r + Q ( z  ,y  )dy.
因此，这三个结论之间也互为充要条件.

*三、高斯公式

设空间有界闭区域。由分片光滑闭曲面》围成，函数P =  F C r ,y ,z ) ,Q  =  Q ( z ,y ,2 ) ,
R = R ( z 0 , z )在 。上具有连续偏导数，则有

] J ( ∣̂  +  ∣̂  +  ∣̂ ) d v  ^ P d y d z  +  Q dzdx  +  R dzdy ,
n J r

其中》取外侧.

复 习 题 四

一、填空题

1 . 设 L 是曲线v =  l n z 上对应于Z  =  1 ,N =  2 的点间的一段弧，则 [ ' d s  = .

2 . 设 L 是圆心在原点，半径为”的右半圆周，则 f zds =
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3 .设 L 是抛物线z = ∕ 由 点 到 点 (4 , 2 )的 一 段 有 向 弧 ，则［? 也 = .

4 . 设 L 为取逆时针方向的圆i 十丁 = 9 ,则于 (2JCJ∕ -  2y)dr +  ( / —4z)d)= ,

5 . 设 L 是圆∕+∕=α2(α>0)上由点A * , 。)到点 B(O,α)的较短的一段有向弧，则

2zydz +(1 +∕)d∕ = .

6 . 设 》为球面/ + / + / = / ( 々 > 0 ) ^ 4  J ( ^ 2 + 3 z 2 + z 2)d s  =

Σ

7 . 设 2 是圆柱面/ + / = 4 介于 2 =  0 ,N =  3 之间部分的外侧，则 也 分 = .
∑

8 . 设 W 为半球面之=，？一1一丁 (a>0)的上侧，则ζx2dydz = .

∑
9 . 设 £ 为上半球面z2+y2+∕ =α2(o≤ N≤q)的外侧，则［］±τdy = .

二、单项选择题

1.设 L 为双曲线巧=1上由点(£,2)到点(1,1)的一段弧，则∫∕ds =  ( )

2.设 L 是由点A (1,0)到点B( —1,2)的线段，则 ( ( z + j O d s  =
( )

(A)2√Σ, (B) 0； (C) 2； (D) √2.

3 . 设 L 是直线1 —2 y = 4 上由点A(0,—2)到点B(4,0)的一段，则 1 」 一ds =
J L x -  y

(A) √51n2j (B) ln2； (C) √5 ; (D) √31n2.

4 .设 L 为圆/ + /  =  ],则 £ ( 2 2 + / + 5 ) 小 =  ( )

(A) 8π5 (B) 10πj (C) 12πj (D) 14π.

5 . 设 L 是直线^ + y  =  2 上介于点(0,2)和点(2,0)之间的一段，则 [ √ x T 7 d.s =
J L

( )

(A) 4； (B) 2√2 ； (C) √2 ； (D) 2.

6 .设 L ： jr+ v  =  l(0≤z≤l),则 J sin(jr +  y )ds =

(A) sinl； (B) 2sinl； (C) √2sinb (D) 0.

7 .设 L 是直线2 z + ' = 4 上由点(0,4)到(2,0)的一段，则[ y d r  =

(A) [ (4 — 2z)dr； (B) [ (4 — 2z)(iz；

J 2 J。

)

)
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(C) [ (4 — 2N )dz ； ( D ) [ — dv.

8.设 L 是沿右半单位圆周了2 + 3 /2 =  1(0 < ] & ] )由点(0 ,1 )到点(0 ,一1)的有向弧，则

x d y  — ( )

(A) [ ■ — — djc ； (B) [ ∖∕∖ -  y 1 d ) ;
j θ √ Γ ≡ √  j - 1

(C) [ 1 √zl — / 心 ； (D) 2「 - - - - - - dx.
J 】 j θ √ Γ ≡ ^ √

9 . 设函数「(了，？)，◊ (7 , » ) 在单连通区域。 内具有连续偏导数，则 f  = = ~ 在 D 内处
ox σy

处成立是在D 内沿任意有向分段光滑闭曲线L 的曲线积分§ P ( z , ) ) d i + Q (7 ,、)d_y为零

的 ( )

( A )充分但非必要条件； (B )必要但非充分条件；

( C )充要条件； (D ) 既非必要又非充分条件.

10 . 设 L 是由直线x =  0 0 = 0 及 1 + y  =  2 所围成三角形区域的正向边界，则曲线积分

， (i +  了)i r  — 2xdy =  ( )

(  A) 6； (B) - 6 ； (C) 3； (D) - 3 .
11 . 设 L 为取逆时针方向的圆/ + / = 5 4 , 则§ (xcosj7 -  30 dz + (X +  ysinjy )dy =

)
(A) 54π∣ (B) - 5 4 π j  (C) -1 0 8 π 5 (D) 108π.

12 . 设 L 为椭圆三+也 ∙ =  l(α  ,6〉0 ) ,取顺时针方向，则， (z + y ) d r  — ( x —y)dy

(A) — 4πα6 ； (B) -2 π a b  ； (C) 0； (D) 2πa6.
13 . 设 L 是 D ： l ≤ ∙ r ≤ 2 , 2 ≤ y ≤ 3  的正向边界，则，τ d y  — 2 yd τ =

)

)

(A) 1； (B) 2； (C) 3；
14 . 设 W 为球面， + / + 之 2 = 〃2(° > 0 ) ,贝 ∣j %dS =

∑
( A) πa2 ； (B) 2πa2 ; (C) 3πa2 ；

<D) 4.

(D) 4πα2 .

)

15 . 设 W 是下半球面] 2 + / + % 2 = / ( —α ≤ z ≤ o ) ,则 + /  + / )d s  =
∑

(A) πα4 ； (B) 2πG ； (C) 3πa4 ； (D) 4πa4 .

)

16 . 设 》是锥面Z =  √ l  + y 2 介于平面N = o,2  =  ］之间的部分，则［RdS =

∑
)

(A) — JJ (x 2 +  9  )d% dj∕;

D
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( C ) 「"此『雅>€1 厂；
J 0 J。

(D) ∫ 2πd0 ∫1 √ 2 r2 dr.

17 . 设 》是球面％2 + 3,2+z2 =  2 的外侧，则 心 2c∣y d z =  ( )

∑
(A) 0 ； (B) 2； (C) π 5 (D) √2.
18 . 设 》是抛物面z = ∕ + ∕ 在第一卦限中介于平面z =  0 ,z  =  2 之间部分的下侧，则

JJzdxd> = ( )

三、综合题

1 . 计算曲线积分电√ Y + y 2 d s ,其中L 为圆 l + y 2 = α z ( α  > 0 ). (提示:应用L 的极

坐标方程或参数方程.)

2 . 计算曲线积分J  (3  +  2 ] ) )及 +  ( 1 + 2 ] + / )(1力其中L 是沿上半圆周 ∕ + 3√ = 4 Z

( 0 ≤ y ≤ 2 )由点A (4 ,0 )到点 B (0 ,0 )有向弧.

* 3 . 计算曲面积分JJ(£ + y  +  z )c h d y  +  (y -  z ) d y d z，其中 2 为三个坐标面及平面

x =  l ,>  =  l , z  =  l 所围成正方体的表面的外侧.

4 . 设质量为m 的质点M 除了受到重力作用外，还受到一个指向原点O ,大小与线段OM
的长度成正比的弹性力F 的作用.现在要让这个质点从点A (a ,0 ,0 )沿螺旋线

h
x — acost, y  - CLsιnZ , z = ­ t2π

上升一整周(0 ≤ E ≤ 2 π ) ,求质点M 在运动过程中所受的重力和弹性力尸对质点M 所做的

总功.

5 , 设质点 M 在变力 F  =  ( ∕  +  l ) i  +  ( z + y ) j 的作用下沿曲线？ = α % ( l - % )从点

0 ( 0 ,0 )运动到点B ( l , 0 )，求使变力F 对质点M 所做功最小的参数α 的值.

6. 一个质点在变力F  =  ( ι + ∕ ) i  +  (2zy — 8 ) j 的作用下运动，证明：变力F 对该质点所

做的功与该质点运动的路径无关.

7. 一个质点受变力 F  =  - * z i + j √ ) 的作用在半平面(∙ r > 0 ) 上运动，其中厂=
r

7 ? 可 , 证 明 ：变力F 对该质点所做的功与该质点运动的路径无关.
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果立早
常微分方程

§ 1 微分方程的基本概念

为了说明微分方程的基本概念，先看两个例子.

例 1 设一条曲线通过点(1 ,2 ) ,且该曲线上任意点M ( z 0 ) 处的切

线斜率为2巧求这条曲线的方程.

解 设所求的曲线方程为y = y ( χ ) ∙根据导数的几何意义，可知未知

函数y = y  ( z )应满足如下关系：

孕 = 2 力. ⑴
OX

此夕卜，因曲线V = y (N )通过点(1 ,2 ) ,所以 y = ? ( l ) 还满足条件

了⑴ = 2 . (2)
为了求出满足(1)式的未知函数y = y ( z ) ,把 (1 )式两边积分，得

即

y = x 2 + C  ( C 是任意常数). (3)
把条件(2 )代入(3 )式，得

2 =  12 + C , 故 C = l .
于是,得所求的曲线方程为

y  = x 2 ÷  1. (4)
例 2 一个质量为m 的物体在桌面上沿着直线做无摩擦的滑动，它被

一端固定在墙上的弹簧所连接，此弹簧的弹性系数为k .将弹簧松弛时该

物体的位置确定为原点0 , 直线确定为x 轴,该物体离开原点的位移记为

力(图5 -1 ).在初始时刻，该物体的位移为2 = 工。(力0 > 0 ) .若该物体从静止

开始滑动，求它的运动规律(位移1 随时间土变化的函数关系).

解 首先，对该物体进行受力分析.该物体所受到的合力为弹性恢复

力 F .根据胡克(Hooke)定律有F  = 一丘(因为F 是恢复力，力的方向与
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位移1 的方向相反，所以带有负号），再根据牛顿第二定律有

F = m
d 5
dP^

0 0 x

图 5-1

由题意有

于是得到7 所满足的方程

m  —
d2 x

7
 
 =  ~kTy 即hπ

dΓ

m 答 + 菽 =0.

dr
(5)

八=。『 。， ⅛L≡o=o∙
如能根据以上条件解出z = z （Q , 就可得出该物体的运动规律.

以上两个例子中的方程（1）,（5）都是含有未知函数及其导数（包括一阶导数和高阶导数）

的方程.一般地，我们把表示未知函数、未知函数的导数（偏导数）或微分以及自变量之间关系

的方程称为微分方程，并称未知函数是一元函数的微分方程为常微分方程，而称未知函数是多

元函数的微分方程为偏微分方程.在本书中，我们只讨论常微分方程.

微分方程中出现的未知函数最高阶导数的阶数,称为微分方程的阶.例如，例 1 中的方程

（1）是一阶微分方程，例 2 中的方程（5）是二阶微分方程.又如，方程

d y *  +  =  2 y 〃 —  =  3JC2

是三阶微分方程.

一般地,〃阶微分方程的形式是

F （χ,y,y',…，/"））= 0 ， （6）

其中F 是〃+ 2 个自变量的函数.必须指出，这里炉”）是必须出现的，而 z,y, 3∕,…，y " 山则

可以不出现.例如，二阶微分方程

中,就没出现.

什么是微分方程的解呢？如果函数y = y （z ）满足方程（6）,即将 3z = y （z ）及其各阶导数

代人方程（6）时，方程（6）成为恒等式，则称函数）= ? （/ ）为方程（6）的解.例如，

y — x 2 , / = /  +  1, …， y - x z -∖~ C
都是方程（1）的解.值得指出的是，由于解微分方程的过程需要积分，故微分方程的解中有时包含

任意常数.如果微分方程的解中含有任意常数，且相互独立的任意常数个数等于微分方程的阶数

（这里任意常数相互独立是指任意常数不能合并），则称这样的解为微分方程的通解.例如，

y=τ 2 + C  （C 为任意常数）

是方程（1）的通解；又如，

y =  C 1 cosx ÷ C 2siαr （C 1 ,C2 为任意常数）

是二阶微分方程√ +  ̂  =  0 的通解.在以后的讨论中，除特殊说明夕卜，C,C∣ ,C 2 等均指任意

常数.

正如例1 中的情况，为了给出实际问题的解，还必须确定通解中任意常数的值.例如，在例

1 中，根据曲线通过点（1,2）,确定任意常数C =  l,得到问题的解？= 1  +  1 .我们称在微分方

程的通解中确定了任意常数而得到的解为微分方程的特解.

为了确定微分方程的特解，必须给出定解条件.定解条件有多种，我们只介绍初始条件.对
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于以y = y ( z ) 为未知函数的一阶微分方程，初始条件是

当 7 = 1 。时，) = )0  , 或写成 了 _ = ) 0 ，

其中4 0 ° 都是给定的值.如果微分方程是二阶的，则确定两个任意常数的初始条件是

当 z  =No 时，y = V o , y ' =»1 , 或写成 y  = » ()，/  , y  = 3 4 ，

其中 ∕ ° , y ° , w 都是给定的值.

求微分方程满足初始条件的特解问题称为微分方程的初值问题.在例1 中，所求的曲线方

程就是初值问题

J ι = 2

的解.

d2
jr

例 3 验证函数 ι  =  C∣cos比+ C 2 s in * α w θ )是微分方程 - τ  +  k 2x = 0 的通解，并求满
at

足初始条件z ∣, 0 = A ( A 为常数)，竽| = 0 的特解.
i z- 0 山 I / = 0

解 显 然 ，有

d% , 2
—y  — —C λk ' coskt - C 2k 2 sin 9 = ~ k 2 (C i sinkt -irC 2 coskt) = - k 2jc,

d2
jr

这说明，z  =  C ]C θs4+C 2sin既是微分方程 - τ  +  k 2x = 0 的解.又因C 1 ,C 2 是两个相互独立
d2

的任意常数，故它是这个微分方程的通解.

利用初始条件I ∣L 0=A ,得

x  | /=o = C 1cosO÷C2sinO=x A = >  C 1 = A  ,

则有z  =A cos匿+ C 2 sin£2,进而有

= = ~ k A  sinkt -irk C 2coskt.

利用初始条件孚 = 0 ,得
&  1 =  0

dt 1 ∕≈ o

故所求的特解为

x  —Acoskt.

习 题  5-1

1 . 指出下列微分方程的阶数：

( 1) (J72 -  j ∕2 ) d j r - r ( j '2 + ^ 2 )d ^ = O ∣

(2) jr(y ')2  — 2 z ∕+ ∙ r  =  0; (3) x 2 y f f- x y r - \~ y - 0；

(4) ∕y "  +  2y" +  jr2y =  0； (5) ^ + ^  =  sin20.



9 2y l ；高等数学(工本)(加2 3年版)
乙 J4 ----------------------- -----------------一

第 五 章 常 微 分 方 程

2 .指出下列各题中的函数是否为所给微分方程的解：

(1) x y f ≈2y , 3/ ≈5X 2 ；

(2) jy"+y =  O, 3/=3sinx -  4cosx ∣

(3)，- 2 y ' + y = 0 ,  y≈ x 2ex ；

(4) √,-(λ1+λ2 )3∕
,+λ1λ2^=0, ^ = C 1e

λ,x+ C 2e
λ2x +  l Q 1 ,λ2 为常数).

§2 一阶微分方程

一阶微分方程的一般形式为

F(z ,y ,y') =0,

其通解的形式为

y = y ( x  »C) 或 ≠(x 9y 9C) =0.

后者称为隐式解.下面介绍三种特殊一阶微分方程的解法.

2 . 1 可 分离变量的微分方程

形如

学 =f(χ)g(∕) (1)
dx

的一阶微分方程称为可分离变量的微分方程.其解法是：将变量分离，使自变量z 及其微分

d x 与未知函数了及其微分d∕分到等号的两边，即将方程(1)化成

夕、=∕(x)dr (g(y) ¥  0),
g(y)

再两边积分即可得到方程(1)的通解.

例 1 求微分方程

半 = 3 4  (2)
dr

的通解.

分析解微分方程的第一步是判断微分方程的类型，然后根据类型选择解法.这是一个可

分离变量的微分方程，故选择先分离变量，后积分的解法.

解 将方程(2)的变量进行分离，得

­ = 3x 2 djr ,
y

再两边积分，即

∫ — =  Jδx2djr » (3)

得

ln∖y ∖ =  x 3 +  C 1. (4)

注意到当C 取遍全体正数时,lnC取遍全体实数，所以我们常常将(4)式中的任意常数C 1 写

成 lnC,得

ln∣y ∖ =  x 3 +  lnC.
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于是 y = ± C e x ,
这时士C 取遍全体非零实数，又 y = 0 也是方程( 2 )的解，所以方程(2 )的通解可表示成

y ≈ C e χ3 , (5)

这里C 为任意常数.

为了方便，今后我们由(3 )式两边积分得

lny =  n  3 +  1∏C,

并由此直接得到方程(2 )的通解(5) .另外，在求通解时，常常略去分离变量时关于分母为零的

讨论.

例 2 求 微 分 方 程 行 希 h 的通解.

解分离变量得

yΛy _  dx
l +  y2 (1 +  χ 2 )χ (6)

, _  dχ 1 2xdx 1 d (x z ) 一. 一 ,,工
由于 ( 1 + 4 J 5 * ( 1 + ∕ ) Y = 5  * (1 + / )” 2 ,因此将(6 )式两边积分得

lln(1 + √)=∣∫-^∣ ^,即 ln(l+√)=∫α^ - 2.

而

∫ (Π ⅛ ⅛ = S ^ Γ ⅛ ) d a2^ lnT ⅛  +  lnc*
故 l n ( l + 3∕ 2 ) = l n  +  1∏C.

于是，得到原方程的通解

(1 ÷ χ 2 ) ( l  ÷ j^ 2 )
P  = c

或 ( l + x 2 ) ( l + ^ 2 ) = C x 2 . (7)
在例 2 中，微分方程的解不是显函数，而是由代数方程(7 )确定的隐函数，它就是所谓的隐

式解.

七 3 d r  +  ( 1 +  x 2) dy =  0 ,
例 3 求 初 值 问 题 l 的解.

解对所给的微分方程分离变量得

dy 1 jL I T ”
两边积分得

ln^ =  l n - ⅛ =
Λ∕ 1 + X 2

^lnC ,

于是所给微分方程的通解为

由初始条件？

y  √zl + x 2 = C .

x ≡ 0
= 1 可得 C =  l , 故此初值问题的解为
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y / 1 + 1  =  1 , 即 y == .
√ l + √

例 4 放射性元素铀由于不断地有原子放射出粒子而变成其他元素，铀的含量就不断减少,

这种现象叫作衰变.由原子物理学知道，铀的衰变速度与当时未衰变的铀原子的含量M 成正比.

已知x =  0 时铀原子的含量为M o ，求在衰变过程中铀原子的含量M " )随时间t变化的规律.

分析 这是一个求未知函数的问题，故希望建立未知函数y = M ( Q 所满足的微分方程及

初始条件.

解 因为 v = M (z )表示衰变过程中铀原子的含量，所以铀的衰变速度为 学.由已知铀的

衰变速度与当时未衰变的铀原子的含量V = M Q )成正比，得微分方程

字 =一灯， (8)
at

其中/0 > 0 ) 是常数，叫作衰变常数/前的负号是由于当t增加时，含量 y = M (z )单调减少，即

J < 0 的缘故.根据题意，初始条件为？ |_。= M 。，于是y = M (z )所满足的微分方程初值问题为

'dy
,筱 =一 中

" = o = M o .

方程(8 )是可分离变量的微分方程.将它分离变量得

y

两边积分得 ∖ny =  -λt +  1∏C ,
故它的通解为

y = c e λt.

由初始条件y ∣t β 0 = M 0 得 C = M 。，于是铀原子的含量 '= M ( z )随时间t变化的规律为

3, = M ( i ) = M 0 e"λ∖
例 5 求微分方程cosxsinyd% +  siατcosjydy =  0 的通解.

分析 表面上看，这个方程不含未知函数的导数，但因为它含有未知函数的微分,所以也

是一个微分方程，且是可分离变量的微分方程.

解分离变量得

COSV . COSX 1--2Ldj∕ = - - - d r ,sιny sιnz
两边积分得

lnsiny =  — lnsinx +  InC ,
于是原方程的通解为

sinx sinj∕ =  C.
例 6 设一个质量为1 k g 的质点受外力F 的作用而做直线运动，此外力和时间力成正比，

与质点运动的速度υ 成反比，且在力=  1 0 s时m =  5 0 m ∕s ,F  =  4 N ,问：从运动开始经过1 min
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后该质点的速度等于多少？

分析 要求经过lmin后的速度，只要求出速度函数• =  "（£）即可.为此，需要建立未知函

数 u =  τ√x）所满足的微分方程,并给出所满足的初始条件.

解 根据已知，有 F  =  k 二，其中k 为某个常数.又因£ =  10 5时,。= 50!11/5于 = 4 ^ 故
v

根据牛顿第二定律，有

- dv
F  = m  ­

dr

已知∕n =  l kg,于是得微分方程的初值问题

此初值问题中的微分方程为可分离变量的微分方程.分离变量得

77dυ =  202 dz,

两边积分得

~ ∙v 2 =  10z2 +  C ,

再代入初始条件得

c = 〈 × 502 -  10 × 102 =250,

于是 -̂-τ∕2 =10i 2 +  250.

当 ,= 1 min= 60 s 时，有

v 2 = 2  X  （10 × 602 +  250）（m∕s）2 =72 500（m∕s）2.

所以，从运动开始经过1 min后该质点的速度为

v — Λ∕72 500 m∕s ≈ 269. 26 m∕s.

例 7（他是犯罪嫌疑人吗？） 某受害者的尸体于晚上7：30被发现.法医于晚上8：2 0赶到

凶案现场，测得尸体温度为32.6°C；1 h 后，当尸体即将被抬走时，测得尸体温度为31. 4 °C.室

温在几小时内始终保持在21.1 ℃.此案件最大的犯罪嫌疑人是张某，但张某声称自己是无罪

的，并有证人说「下午张某一直在办公室，5：00打了一个电话，打完电话后就离开了办公室."

从张某的办公室到受害者家（凶案现场）步行需5 min.现在的问题是：张某不在凶案现场的证

言能否使他被排除在犯罪嫌疑人之外？

分析 我们希望根据尸体的温度变化情况来推断罪犯的作案时间，若作案时间在5：05之

后，就无法排除张某作案的可能性;若作案时间在5：05之前，就能使他被排除在犯罪嫌疑人之

外.为此，我们希望知道受害者尸体的温度随时间变化的函数关系.

解 设 T （Q 表示“单位：h）时刻尸体的温度，并记晚上8：20为£ =  0,则

T （0） =32. 6℃, T （l） =3 1 . 4 oC.

假设受害者死亡时体温是正常的，即 T  =  37 °C.要确定受害者的死亡时间（凶犯的作案时
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间)，也就是求使T (z) =  3 7 °C的时刻.

人的体温受大脑神经中枢调节，人死后体温调节功能消失，尸体的温度受外界环境温度的

影响,假设尸体温度的变化率服从牛顿冷却定律，即尸体温度的变化率正比于尸体温度与室温

之差，即

学 =  - 4 ( T - 2 L l ) ,  (9)

其中k 为某个常数，方程右端的负号是因为：当 T - 2 1 . 1 > 0 时，T 要降低，故 苧 V 0 ；反之,

当 T — 2 L 1 V 0 时，T 要升高，故 笑 > 0 .

方程(9 )是一个可分离变量的微分方程.分离变量得

两边积分得

l n ( T - 2 1 .  D = ~ ⅛ i  +  lnC,
于是

T = 2 1 . 1 + C e-*∖
因为T (0 )= 3 2 .6  ℃,所以有

32. 6 = 2 1 .1  +  Ce~4×0 = 21 .1  +  C , 即 C = 32 . 6 — 2 1 .1 = 1 L  5.
于是

T = 2 L 1  + ∏ ∙ 5 e ∙ ( 单位：C ) .
又因为 T ( l ) = 3 1 .4  C ,所以有 31.4 =  21. 1 +  11. 5e-*×1. 由此解得

-  3 1 .4 -2 1 . 1 10.3 103e = -------------------= --------= ------ 911.5 11.5 115
即 k = - (lnl03 - ln ll5 ) =  1∏115 -  lnl03 〜 0.110.
所以

1 = 2 1 .1  +  11.5已一°”°'(单位：℃).

当 T ( i ) = 3 7  °C 时，有 37 =  21.1 +  11. 5e~0 1 1 0 f，得

不 皿 = 37清」 Q I . 3 8 , 于是 力，一 器 需  2.95 (单位：h).
11. 0 0. 11U

由于2.95 h g 2  h 57 m in ,所以受害者的死亡时间大约为8 :2 0往前 2 h 57 m in ,即 5：2 3 ,也即

作案时间大约在下午5：2 3 .因此，张某不能被排除在犯罪嫌疑人之外.

思考题张某的律师发现受害者在死亡的当天下午去医院看过病.病历记录：发烧

38. 3 °C,假设受害者死亡时体温为38. 3 °C ,试问：张某能被排除在犯罪嫌疑人之外吗？注:

受害者体内没有发现服用过阿司匹林或类似的退烧药物的迹象.

2 . 2 齐次方程

如果一阶微分方程

半 = f ( ι , y )  (10)
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中“3 ）是以（ 为中间变量的复合函数，即" 3 ）=φ（̂-），则方程（10）可化为

处 尼 ）.

*.s.

察
第

(11)

我们称方程（11）右端这种函数为齐次函数,称方程（11）为齐次方程.齐次方程可以转化成可分

离变量的微分方程，转化的方法是：在方程（11）中，令 从 而X

dy . duy ≈xu , ­  = m  ψχ — .
ax ax

代人方程（11）,得

于是

u + x  =φ(u) >

x =φ (u)-

此方程为以z 为自变量，以〃为未知函数的可分离变量的微分方程.

例 8 求 微 分 方 程 丁 +1孚 =
αr

解 由原方程得（“3 —工2）单 =
ar

τ y案的通解.

丁，即

(12)

在方程（12）中，将 - 7 的分子、分母同时除以， ，得

苴 =
工一1
x

(13)

方程（13）为齐次方程.

令〃 =占则

y = 加 ， 丁
dy 

 = u +l x du
dr az

代入方程（13）,得

ax u — 1 ,

, . du u2
从而 x — = ----7 — u

ax u -  1

即
du u

X dx 〃 一］

这是一个可分离变量的微分方程.分离变量得

1
∕
11 ---1 -∖I  1 也du = —∖ u f x

两边积分得

u — lnu +  C =  lnx 9 即 lnru = u  ÷ C.
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将〃= 2 代人上式，得原方程的通解
X

lny = 2 ∙  +  C.
x

例 9 求微分方程( J —2 z y )d r+ z 2 d y  = 0 的通解.

解将所给的微分方程变形为

dy
dx

令〃 = ? ■，即 y  —x u ，贝!)孚■ =  〃+1 翼.
x  a x  ax

=2≡-≡∙
代人方程(1 4 ) ,得

(14)

l du 2 an du 2
u - v x  -Γ~ =  Z u -U  , 即 X -Γ- =  U -U  .

djc ax
这是一个可分离变量的微分方程.分离变量得

du 必 ， 即

U — u X
1 1 ∖ 1 d r" J QU =  ,1 U f X

两边积分得

u lrιx +  lnC ,

即

x (u  — 1) ―
------------= C .u

将〃=上代入上式，得原方程的通解
X

x  Cy - x ) = C y .

2.3 一阶线性微分方程

形如

M  +  P C x ) y = Q ( z )

的微分方程，称为一阶线性微分方程.这里的线性，是指微分方程关于未知函数V 及其导数

学 都是一次的.称Q ( z )为非齐次项或右端项.如果Q ( R ) 三0 ,则称该方程为一阶线性齐次微
ax

分方程;否则，即 Q ( z )若0 ,则称该方程为一阶线性非齐次微分方程.

设有一阶线性非齐次微分方程

霏 +  P ( N = Q ( z ) ,

称方程

学 +  P(% )y = 0
dr

为方程(15)对应的齐次微分方程.

方程(16)是可分离变量的微分方程.分离变量得

(15)

(16)
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§2 一阶微分方程

两边积分得

— = — P (χ)dz ,
y

lny =  — j*P (z)dz +  InC ①，

从而得方程(16)的通解

3, = C e  4 -  (17)

下面我们用常数变易法求方程(15)的通解.

所谓常数变易法，就是将齐次微分方程(16)的通解(17)中的任意常数C 改为未知函数〃

(7),即做变换

y = " ( z ) e 'P("" , (18)

于是

萼 = du eψ<χ>dχ 一 ⑴ p (])6一入皿. (19)

djc ax

将(18)式和(19)式代入方程(15),得

du - [p(x)dτ — [p(x)dr — [p(x)dx
— e — "(%)P(z)e + P ( z )”(%)e =Q(α).
ax

即

du -∫p<χ)dχ , π  du 八 /、[P(x)dx
— e j = Q ( Z ), 亦即 — = Q ( JC)ej ,
dj: dr

于是

∫ fp(x)dx
Q(x)e dr +  C.

将上式代入(18)式,得方程(15)的通解

^ ( ∫ Q ( x ) e ^ d , + c ) e ÷ ^ ,  (20)

即 5, = C e÷
ωdl + e÷ ^∫ Q ( x ) J pω d ldx,

其中第一项Ce ^ P(X)dJ就是方程(15)对应的齐次微分方程(16)的通解，第二项是方程(15)的通

解中取任意常数C 为零所得到的方程(15)的一个特解,由此可知，一阶线性非齐次微分方程

的通解是它对应的齐次微分方程的通解与它本身的一个特解之和.

例 1 0 求微分方程 变 一？ =  / 的通解.
QJC X

分析我们可以直接用公式(20)求该方程的通解，也可以应用常数变易法求该方程的通

解.这里我们采用后者.

解先求该方程对应的齐次微分方程

盟 _ 2 = 0

dx x

① 这 里 P ( z ) a c 表示P ( z ) 的某个原函数，以下同.
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的通解.对方程(21)分离变量得

两边积分得

dj∕ _  dr

y n ,

lny =  lnx +  InC,

从而得方程( 2 D的通解y≈ Cx.

应用常数变易法，设

y = u ( x ) x , (22)

则 黑 =，包氏+〃(— ・代入原方程，得

于 是 ，从而

u(x) = y χ 2 ÷C.

将上式代入(22)式，得原方程的通解

y = C x  +  --χ3.

例 1 1 求 微 分 方 程 —j∕cotx =  2xsinx的通解.

解我们考虑直接用公式 (20)来求解.

这里 P  (z ) =  — cotτ ,Q(z ) =2zsinx,于是

P ( x ) d x  =  -  cotr dx =
f c o s ,  _  Γ d(siar)
J sinx J sinx

=  -  lnsinz=ln」­ ,
star

从而

j p j )d x  1 一卜 Q )dx T n白  Insinr .
e =  —— , e =  e =  e =  sιnx.

sιnx

将上述结果代入公式(20),得

y = ( j

故原方程的通解为

2xsinx - -T— dx +  C)sinx =  (x 2 +  C)siar.
sιnx /

y =  (x2 +  C)sinx.

例 1 2 求初值问题

dy 2 -  3X 2
五 +  一 ^ ^ j (23)

y x = l = 0 (24)

的解.

解 方程(23)是一阶线性非齐次微分方程，其中
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5 2 一阶微分方程;

9 — 3zr2
P 3 = 乙 3-, Q ( χ ) = ι .

x 3

于是 f p (x ) d x  = [   拉 -d r  = — \  -  31nr , (25)
J J 1 x

U 甫 J p(∙r )dr  1 T
从而 ej = ­ e .

x 3

由(25)式容易看出

—j p ( ∙ r ) d z  = ±  +  31nx , 从而 e ∫P<x)±r = x
3

e
j , ,

于是

( ∫ Q ( x ) J p ω d l i r + c ) e ÷ ω d l  = ( ∫ 1  ∙ ^ e ÷ d x  +  c ) x 3 e r̂

=  ( ⅛ f e T d ( T )  +  c ) ”

= (；e 1' + C )x 3e?  = - y x 3 +  C x 3ex".
'乙 ， 乙

所以，方程 (23)的通解为
1 I

y  =  2̂̂ ∙χ 3  +  C x3ejc, . (26)

把 ' L E = O 代入(26)式，得 。=一 《・于是，所求初值问题的解为

1 3 1 3 点
9 = 天 “ 一 瞑 ” e  -

例 1 3 求微分方程望= 一二的通解.
d r  x  十3

分析 这个方程作为以工为自变量，'为未知函数的微分方程，既不属于齐次方程和可分

离变量的微分方程,也不属于一阶线性微分方程.我们希望将它转化成上述可解的类型.

解 由原方程得普= ∙ r + y ,即

-  x  = y ,  (27)
dy

它可以看成以)为自变量,力为未知函数的一阶线性微分方程.这时

P(<y) =  - 1 , Q ( y ) = y ,

相应的公式(20)应该为

力 = 3 。 )『 3 ' ) + 。” 小 心 .  (2 8 )

因为

J p ( y ) d y  = ] ( — l)d y  =  - y , — jp ( y ) d y  = y  ,

所以
[p(y)dy -[p(y)dy

q J  =  q  J  α J —  α∙ z  .
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从而

jQ (y )e JP 3  的 dy = J ›e ~ j, dy = - j^ d (e ^ y ) = - ^ y e ~ y — Je-y d j ∕)

= ­ ye~y _  e_y .

代人(28 )式,得方程(2 7 )的通解

•z =  -  y -  1 +  Cey ,
其亦为原方程的通解.

例 14 一条曲线通过原点，并且它在点G , y ) 处的切线斜率等于2 z + y ,求这条曲线的

方程.

解 设所求的曲线方程为v = y ( ι ) ,则

半 = 2 1  + )  , (29)
J dτ
y  I = 0 . (30)l*z I x≈Q

这是一个一阶微分方程的初值问题.

方程(29)可化为

乎 - y =  2%,
d r

故它是一阶线性非齐次微分方程，其中 P ( z )  =  - 1 , Q ( G  =  2 ] .因为

∫ f jP (x)d χ _  - ∣P ( x ) d τ
尸(∙τ)dz  =  —1 ,  — P ( z ) d z = R ,  ej =  e^x , e j = e ” ,

[ Q (N )e'PQ>dl i r  =  ∫ 2 x e~jc d τ  = 2 5 e~  d r  =  -  2J J:de- x

= - 2 x  e- x  +  e- x  d r  =  -  2x e- x  — 2e-x ,

所以

( ∫ Q ( x ) e ^ d jdx +  C ) / " (”出 = ( - 2xe-x - 2 e ^ x + C ) e j r .

根据公式(2 0 ) ,得方程(2 9 )的通解

y ==Cex -  2x — 2.

因为 y |工=。= 0，所以

-  2 +  C = 0 ,  gp C = 2 .
于是，所求的曲线方程为

y  =  2(ex — JC — 1),

习 题 5-2

1 . 求下列微分方程的通解：

(1) y dy= zdL r; (2) ydjc=z x d y  ;

(3) ( z + z y 2 ) d z +  (y —∕y ) d y  = 0 ； ( 4 ) 学 = / " ；
QJ7

(5) x y , — y∖ ny-O ↑ (6) sec2x tan>dx +  sec2y tan x dj∕ =  0；
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§ 3 可降阶的二阶微分方程

(7) ( e " ' T ) d z  +  ( e f + e ' ) d y  =  O.
2 . 求下列微分方程的通解：

(1) j ∕ , =  — +  tan —；x  x
(3) ( I + y 2)也—1ydy =  0；
3 . 求下列一阶线性微分方程的通解:

( 1 )半 + v  =  0;
dr

(3) x y , -∖~2y —x  ;

(2) ( 1 τ + y ) ∕  +  (z  — y ) =  0;

(4) 2 x i y f =  y  {2 x 2 — y 2 ).

⑵ 黑 + ，= 「 ;

( 4 )、也 +  (力一/)的= 0 .

4 . 求下列微分方程满足所给初始条件的特解:

(1) ( y +  3)d% +  cotrdy =  0 ,y  L=0 =  1; (2) y 'sin% = y iny  9y  |^ = J S = e ;

(3) cos,ydjr +  ( l  +  e- x )sin>dj∕ =  0 , j∕ L .o = ⅛

⑷ … 尹 " - 2; (5) 券 +  3y =  8 ,y [ = °  =  2.

§ 3 可降阶的二阶微分方程

上一节我们讨论了几种一阶微分方程的解法.很自然，对于二阶及二阶以上微分方程，我

们希望通过降阶将它们转化为一阶微分方程来求解.

二阶导数已解出的二阶微分方程的一般形式为

?〃= / (1 ，) “ )・
在这一节中，我们将讨论下列三种可降阶的二阶微分方程的解法：

y" =  ∕ ( z ) ,  y" = f ( x  , y ' ) , y" = f ( y  , y ，),

3 . 1 ，= "力)型微分方程

设微分方程√ , = ∕ α ) . 这类方程的特点是：解出的未知函数的二阶导数不显含y , y ' .我
们可以用直接积分的方法求解这类方程.

例 1 求微分方程 ∕ = e 3 , - s i n x 的通解.

解对该方程两边连续积分两次，得

y f = y e 3x +  COSJ： +  C1 ,

1 ,
y  = y e  +  sinrc + C 1x  +  C2 .

这就是该方程的通解(二阶微分方程的通解含有两个相互独立的任意常数).

例 2 一个质量为利的质点受力F 的作用沿1 轴做直线运动.设力F 是时间£ 的函数:

F = F ( z ) ,且在力= 0 时，F ( 0 ) = F ° ；随着时间 t 的增大，力 F 均匀地减小，直到 t = T 时，

F ( T ) = 0 .如果开始时该质点位于原点，且初速度为零，求这个质点的运动规律.

分析 质点在外力作用下的运动遵循牛顿第二定律.这一定律本身就是一个微分方程，它

是建立这类方程的依据.
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解 设 表 示 t 时刻该质点的位置.根据牛顿第二定律，有

m  - j-  = F ( t ) .
d r

根据题意 ,F  =  F ( t ) 随着t 的增加而均匀地减少，且当 z = 0 时 ,F ( 0 ) = F 。，故

F ( t )  = F 0 —
其中k 为某个常数.又当t =  T 时 , F ( T ) = 0 ,所以

F o ^ k T  = 0 , 从而 k = ^ r .

(1)

因此

将上式代入(1 )式，得

F (¢ ) = F 0 — *  = F °  (1一机).

m /d
2x = Fp° (∕11

即 — = 殳 -  - t
即 ⅛ 2 m  m T t

又因开始时，即¢ =  0 时，该质点位于原点，初速度为零，故有

1x(0) = 0 ,
l χ , (0) = 0 .

( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 )三式构成一个二阶微分方程的初值问题.

对(2 )式两边积分，得

代入初始条件( 4 ) ,得 G = 0 .故

x 7 r ) = ⅛ - ⅛ 2 .
m  Zml

对 (5 )式两边积分，得

(2)

(3)
(4)

(5)

将初始条件(3)代入，得 C 2 = 0 .于是，所求的质点运动规律为

x σ ) = - ( y - ⅛ )  ( 0 ≤ i  ≤ T ) .
τn \ 2 6 T /

3.2 ∕ = f ( z , 3√ )型微分方程

设微分方程

y" =  f ( z , ∕ ) ∙  (6)
这类方程的特点是：解出的未知函数的二阶导数不显含未知函数》 其解法是：做变换，令

O = y 'G c ) ,即 /是 R 的未知函数，则 ，= ，，从而方程(6 )转化为

p f =  fCx,p).

这是以z 为自变量小为未知函数的一阶微分方程，设其通解为

p = Φ (x  ,C 1 ).
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§ 3 可降阶的二阶微分方程，

由 p = y ’ ,又得一个一阶微分方程

^ = Φ ( x , C 1 ).
dx

对它积分即得方程(6 )的通解.

例 3 求二阶微分方程 ∕ = ∕ + z 的通解.

解 所给的微分方程属于，= ，( 工 , / ) 型 . 令 则 ，=〃 .代入原方程，得

p ' =  p +  工,

即 .

p f — p = x ∙  (7)
这是一个以“为自变量，会为未知函数的一阶线性非齐次微分方程.它对应的齐次微分方

程是

ρ , — P = 0 .
这是一个可分离变量的微分方程.分离变量得

—(Lx,
P

两边积分得

lnp = x  +  lnC1 , 即 p = C 1ex .
应用常数变易法，令

p = u ( x ) e x , (8)
贝 p , =  u , (x )e x +  u (x )ex . (9)
将 (8 ) , (9 )两式代入方程( 7 ) ,得

u , (x )e x —X , 即 U ,(JE) =  xe - x  ,
积分得

M ( X ) = 卜 一(lx = -卜  de： = — (Re： —卜 4 )

= - 1  e^x -  e- x  +  C ] ,
于是得方程(7 )的通解

=  ( -  x e - x -  e^j  +  C 1 ) ej  =  C 1 ex -  (x +  1) .
将 》= / 代人上式，得

y f = C 1ex — (x +  1 ) ,
再积分得原方程的通解

= C 1ex ---- x  + C 2 .

例 4 求微分方程(1+ Z 2), =  2N 3√满足初始条件3 . 0  =  1 , / |计。= 3 的特解.

解 所 给 的 微 分 方 程 属 于 ( η ，)型.令/ = / , 则 / = 〃 ,代入原方程，得

(1 +  x 2 ) p f = 2 xp .
这是一个以1 为自变量a 为未知函数的可分离变量的微分方程.分离变量得

两边积分得
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∖np = ln ( l  ÷ JC2 ) +  InC i, 即 ∕> = C 1 (1 + x 2 ).

根据初始条件/  I工=。= 3 ,得 C 1 = 3 .于是有

p = 3 (1  + / ) .
将 》= / 代入上式，得

yf = 3 (1  + x 2) ,
再积分得

y =3>τ +  +  C2 .

根据初始条件y L=0 =  l , 得 Cz =  L 于是,原方程满足所给初始条件的特解为

y = 3 ι  +  J  +  1.

3 . 3 ，= / ( ? , / ) 型微分方程

设微分方程， =  / ( ? , / ) .这类方程的特点是：解出的未知函数的二阶导数不显含自变

量 为 了 降 阶 ,我 们 令

P = y ・
此时 p = 力( y )看作关于 y 的未知函数，利用复合函数求导法则，得

y
〃 dy dp dj∕ dpf = -- = -  ∙ -  = p -

dx &y dτ dy

(10)

(11)

将 (9 ) ,(1 1 )两式代入原方程得

P 半 =f (y，P)・

这是一个以 )为自变量少为未知函数的一阶微分方程.

例 5 求微分方程)，一(/ ) 2 = 0 的通解.

解 所给的微分方程不显含自变量— 它是一个， =  / ( ) , / ) 型微分方程.因此，设

则

〃 d ∕  dp dp dy dpy  -- - ------ - — ----- =  -----  > ---- = 力---.
d r  d r dy dx dj∕ *

代入原方程，得

yp 华一力2=0.

这是一个以V 为自变量，/>为未知函数的可分离变量的微分方程.当p ≠ 0时 (若 /> =  0 ,则
y=C也是原方程的解)，上式两端除以外再分离变量得

dp _  dy
P y '

两边积分得

ln∕> = ln j ∕ +  lnC1 , 即 p =  C∖y ,
所以

这是一个一阶线性齐次微分方程.而一般形式的一阶线性齐次微分方程 ∕ + P ( R ) y = 0 的通
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§ 4 Ξ 阶线性微分方程解的结构飞

解公式为y = C e ^ ^ d x , 套用这个公式，令 P （z ） =  - C ］,所以原方程的通解为

y = C2 e 1∖
习 题 5-3

1 . 求下列微分方程的通解：

(1) y f f-χ-∖ -sirιτ ; (2) y , -  - γ - ;
x

(3) √ / =  l +  ( j ∕ , ) 2 ; (4) y f f= y , + x  ;
(5) z y " + ，=  0； (6) y " = ( y ') '+ y ' .

2 . 求下列微分方程满足所给初始条件的特解：

⑴  √ , - α ( 3∕ , ) 2 = 0 ,  丁1 =。= 0, /|工=0 =  - 1 ；

⑵  j ∕3√ , + l = o ,  , ( = 1 = 1 ，y , | x = i= 0 ?

⑶  √ , =  3 √ 7 , y L=o =  l ,  /  L = O= 2 ∙

§ 4 二阶线性微分方程解的结构

二阶线性微分方程的一般形式是

v" +  D（z ）∕  +  q （∙ r）y = ∕ （R）, （1）

其中 p （z ）,q （α ）, ∕ G ）都是 1 的已知函数,这里的线性，是指微分方程关于未知函数）及其

一阶导数/、二阶导数， 都是一次的（注意：对工不要求是线性的）.如果右端项“力）话0 ,则
称方程（1）为二阶线性非齐次微分方程;如果右端项 ∕ （z ）≡ 0 ,则方程（1）化为

/  +  ∕＞（z ）∕  +  q （∙ r）j ∕ =  0, （2）

我们称它为二阶线性齐次微分方程，也称它为方程（1）对应的齐次微分方程.为了说明二阶线

性微分方程解的结构，我们先介绍两个函数线性相关的概念.

4 . 1 两个函数的线性相关性

设门（” ）,山（2 ）为定义在区间I 上的函数.如果存在常数λ ，使得对于一切］ ∈ 1 ,恒有

= λ y 1 Cx） 或 y 1 （JC）==λy2 （x ）,

则称〃（Ι ）0 2 （］）在区间 I 上线性相关;否则，称它们线性无关.

在实际检验两个函数是否线性相关时，经常通过检查两个函数之比得到,若两个函数之比

恒等于常数，则这两个函数线性相关;若两个函数之比不恒等于常数，则这两个函数线性无关.

例 1 判断下列函数组在其定义区间上的线性相关性：

1） l , s i n "  （k 为非零整数）； 2） 3sinzcosz ,sin2z ；

3） eλl∖ eλ 2 xQ 1 ,λ 2 为常数且7 W T ）； 4） sin菠 ，cos装 （k 为非零整数）.
eι r∣A ηr

解 1）因为［ 一在（- 8 , + 8 ）上不恒等于常数，所以函数组 I ,s in ⅛ ^在（- 8 , + 8 ）

上线性无关.
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3
2）因为 3sinxcosx=3sin2%在（一8 , 十8 ）上不恒等于常数，所以函数组 3sinxcosx,

Li

sin2x在（- 8 , + 8 ）上线性相关.

λlj _
3）因为当心≠储 时 ，— =  eαι̂ λ p x在（-  8 , + 8 ）上不恒等于常数，所以函数组√1∖

e 2

小，在（- 8 , + 8 ）上线性无关.

4）因为 一 r -=tanΛ x在（-  8 , + 8 ）上不恒等于常数，所以函数组 si显z , cos左ι在
COSΛX

（- 8 , + 8 ）上线性无关.

请思考函数组ex cos3x,ej sin3^在（一8 , 十8 ）上的线性相关性.

4 . 2 二阶线性齐次微分方程解的结构

定理 1 设 ）1（1 ）,?2（% ）都是二阶线性齐次微分方程（2）的解，则对于任意常数Cι,Cz,

y = C 1y l （x ） + C 2y z（x ） （3）

都是方程（2）的解.

证 将 （3）式代人方程（2）左边，得

（ClVl（z ） + C 2 ）2（% ））" +  » （Z ）（G y i （Z ）+ 。2）2（2 ））' + q （I ）（ClVl（z ） + C 2 y 2 （l ））

=  C 13∕1 +  C 2y
,2 +  C 1p （.x）y[ + C 2 ∕＞（X ）̂2 + C 1q（x ）y 1 +  C 2g（x ）j∕2

=  G （£  +  pCτ）y[ + q （jc）y 1） + C 2 （1 ）+ » 2 4 包））.

由于山（工），山（工）都是方程（2）的解，故上式右边两项都恒等于零，因而整个式子恒等于零.

这表明，（3）式是方程（2）的解.

表面上看，（3）式包含两个任意常数，但它不一定是方程（2）的通解,这是因为，如果存在常

数 k ，使得. （1 ）= 的 1（% ）或 （% ）= 述 2（] ），即了1（了），？2（1 ）线性相关，则

y =  （C 1 
jr k C 2）y l {x} 或 y = （C i + ^ C 2）＞2 （̂ ）.

记 C  =  Cι +%C2,从而

y = C y 1（x ） 或 y z= C y 2 {χ）,

其中只含一个任意常数C ,故它们不是方程（2）的通解.于是，容易想到有下面的定理.

定理 2 如果"  （工），？2（“）是二阶线性齐次微分方程（2）的两个线性无关的解，则

y = C 1y 1 （x ） + C 2j∕2 （̂ ）

就是方程（2）的通解.（证明略）

例 2 证明：v =  C]Sig+C2Cθ sz为二阶线性齐次微分方程，+ y  =  0 的通解.

证 令 （z ） =  sinx，则 y ；（z ） =  COST , y；（力）= —simr.故 £ （7 ）+ 3 ¼  （z ）= 0 , 即

yι（z ） =  siar是微分方程j∕'+） =  0 的解.同理，？ 2（% ）= cosz也是微分方程y" +  y = 0 的解.

又因以（] ）,山（“）在（- 8 , + 8 ）上线性无关,故由定理2 可知

y =Cιsinx +  C 2 COSJT

为微分方程，+ y = 0 的通解.

4 . 3 二阶线性非齐次微分方程解的结构

定理 3 设 y * G c）是二阶线性非齐次微分方程（1）的一个特解，夕Ge）是方程（1）对应的齐
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次微分方程(2 )的通解，则

y = y ( x )  ÷ j ∕* ( x )  (4)
是方程(1 )的通解.

证 将 (4 )式代入方程(1 )的左端，得

(夕(2 ) +  y * (2 ))” +  ∕) ( x ) ( y ( x )  +  y * (z ) ) ' + g ( x ) ( y ( x )  +  y *(x))
= (9 " +  p ( ∙r )y ' +  q ( x )夕)+  (丁 *” +  / (％)y *' +  q ( z ) j ∕ * ).

因为9 ( z )是方程(2 )的通解，所以它是方程(2 )的解，从而上式右端第一项恒等于零.又因为

y * ( ι )是方程(1 )的一个特解，所以上式右端第二项等于f  ( a ) .于是，上式右端两个项之和等

于 " 7 ) .故 y = y ( ι ) + ∕ ( z ) 是方程⑴的解.又因为夕( z )是方程⑵的通解,所以,( G 中包

含两个相互独立任意常数.因此,？= 夕(])+了*(力)是方程(1 )的包含两个相互独立任意常数

的解，即是方程(1 )的通解.
例 3 验证 y = g c o s z + C 2 s i n x + ∕- 2 是二阶线性齐次微分方程，+ y = ] 2 的通解.

证 由例2 知 57 =  C 1c o s^ + C 2 s in ^为微分方程y f+ y = x 2 对应的齐次微分方程的通解.

令 y * ( z ) = i —2 ,则

V * '(z ) = 2 z ,  y *,z(x )  = 2 .
所以

y * "(z ) ÷  y *(J7) = 2  +  x 2 -  2 = x 2.

故 J √ ( x ) = z 2 - 2 是微分方程y
ff+ y ^ x 2 的一个特解.根据定理3,

y =y(j：) +  y *(J ?) ,  即 y = C I C0S J : +  C2 siar +  x 2 — 2
是微分方程“+  V = ] 2 的通解.

例 4 已 知 函 数 =  和切(1 )=62工一力是二阶线性齐次微分方程，+ p C z ) y ' +
q (z )y  =  0 的两个特解,y* =τ 是二阶线性非齐次微分方程/+力(z ) y '+ q  (1  )) = / ( % ) 的
一个特解,求该非齐次微分方程满足初始条件3√ 0) =  l , / ( 0 ) = 3 的特解.

解容易验证

了2(力)
至常数,

因而函数〃(“)和》2(力)是二阶线性齐次微分方程，+ ∕> G ) ∕+ q ( z ) y = 0 的两个线性无关

的解，于是由定理2 可知

y = C 1 (ex -χ) + C 2 (e2x —z )
是该齐次微分方程的通解.

由于y * = z 是二阶线性非齐次微分方程J , + p ( N ) ∕+ q G c ) y = f ( z ) 的一个特解，根据

定理 3 ,该非齐次微分方程的通解为

y = y + y  * = C 1 (ex —x ) ÷ C 2 (e2j —n ) + z .
由此得

j ∕ z =  C 1 (ex - l ) + C 2 (2e2 x - l ) + l .
由初始条件y (0.) =  1 ,/ ( 0 )  =  3 可得

3∕(O )= C 1 + C 2 =  1 , 且 3∕ Z (0 )= C 2 +  1 =  3,
进而得

c ι =  - 1, C2 =  2,
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因此该非齐次微分方程满足指定初始条件的特解是

y =  (― 1) (e" - χ ) + 2  (e2x —z )  + z  =  2e" — ex .

定理 4 (叠加原理)若二阶线性非齐次微分方程(1)的右端项为 / (7 )= / ] ( 1 ) + / 2 (1 )，

而 ( z ) 分别是微分方程

y , +  p ( z ) y ' + q ( z ) y  = √ ι ( z )  (5)
与

y" +  ∕)(2)3√  +  q (x )y  = ∕ 2 (x )  (6)

的解，则 y ； ( z ) + 3√  ( z )是微分方程

y" +  ∕√ z ) ∕+ q ( % ) y  = f ι ( z ) + ，2(了) (7)
或 y " + ∕ ( z ) j ∕  +  q (z  )y =  / (1 )  (7 ) ,

的解.

证 将 J √ ( z ) + 3√ ( z ) 代入方程⑺的左端，得

( › 1* (x )  +  3̂ 2 (z ) )"  +  p (z )(y ι*  (x )  +  3/2 ( ι ) ) '  +  q(∙τ)(yι* ( 之 ) (x ) )

= (/ ；〃 +  ；' + q ( ι ) y  ；) +  (y ；" + ∕( % ) y  7  + q ( z ) y  ；).

因为“ * G ) ,式 (7 ) 分别为方程(5 )和 (6 )的解，所以上式右端第一项等于九G e),第二项等于

九殳).故上式右端等于人殳)+ £ ( ] ) = / ( ] ) .因此,J√ ( Z ) + J√ (%)是方程(7 )或(7 ) '的解.

习 题 5-4

1 . 判别下列函数组在其定义区间上的线性相关性：

( 1) x  , sinx ； ( 2 ) 8 e*,e∖  (3) 1 -  cos2z. s i / z  ；
(4) ej  , e2x ; (5) ex sinx , ex cosz.
2 . 验证W =COS3Z及) 2=si∏ 3N都是微分方程∕ +  J ) = 0 3 为常数)的解，并写出该方

程的通解.

3 . 验证g = l  R y i = x e χ 2 都是微分方程y〃- 4z3√ +  ( 4 i - 2 ) y  =  0 的解，并写出该方

程的通解.

4 . 验证？= 。1 / ^ — - -^ -∖ n x  是微分方程1 2， - 3 ∙ z ∕ - 5 y  =χ21 l l r  的通解.
x  y

§ 5 二阶常系数线性微分方程

5 . 1 有关一元二次方程根的一些结论

给定一元二次方程/ + » ①+ q = O ( 2 ,q 为常数),则有求根公式

P । 仄
2 士 2 ，

- ∕> +  Λ∕ ∕> 2 — 4Q _  p _  J p 2 -  4g _  p √z∆̂
2 = "  J ^ ^ 2 ^

其中△ = "  - 4 q 称为这个一元二次方程根的判别式，且有韦达(V ieta)定理成立：

x 1 + x 2 = ­ ρ  > χ∖ Xz = ς  >
并有因式分解公式
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x 2 + ∕ z + q  =  (x  —孙 )(/一22)・
在求方程 l + A z + q  =  0 的根时，若能很容易做出因式分解

x 2 + ∕λ r + q  =  (z  —。)(2 一6 ) ,
则 不 = % 央 = 6 就是该方程的根；当因式分解不易做出时，才使用求根公式.

如果判别式△ =〃 - 4 q > 0 ,则由求根公式可知方程］2 + ∕z + q  =  0 有两个不相等的实根

不 ，孙 ，也 称 .，夫是该方程的两个单根.例如，对于方程之2 —1 - 6  =  0 ,做因式分解得

JC2 —% — 6 =  (N -  3) (X +  2 ),
于是小 = 3 ,阴 = - 2 是该方程的两个不相等的实根,它们都是单根.或者利用求根公式，此时

判别式A =  l  +  24 =  2 5 > 0 ,则

l + √ 2 5  _ 9― 2 — = 3 ， 处
l - √ 2 5  0~ T - i

如果判别式人= " —4 g = 0 ,则由求根公式可知方程 ∕ + p X + q = c 有两个相等的实根

% 】= 4  =  一§，此时因式分解为

/  +  扭 +  q =  (z +  ,

也称小(或R2)为该方程的二重根.例如，对于方程1 2 + 2 √ Σ x + 2  =  0 ,利用求根公式，此时判

别式 4 = 8  —8 =  0 ,则

—2 A∕2  ̂+  -χ∕θ̂
2 工2 = 印 产 = _ 呢 ，

因此，该方程有二重根了］=阴 =一 北 显 然 ，也有因式分解Y + 2 √ L C +  2 = ( Z +√Σ)2.

如果判别式△ = / —旬 < 0 ,从实数的角度看 “ ―4q =  石没有了意义，而 √c =7∆ 是

有意义的.此时，引入一个记号 i =  厂 。 称之为虚数单位.于是 i? =  —1 ,从而有形式演算

√ ^ - - √ z( - ^Δ) • (― 1) =  √ - Δ  ∙ √ - 1 = ，一△ i .在这样一种规定下，仄 = √ - Δ  i 称为

纯虚数.例如，当△ =  —4 时 , Λ∕ Ξ ΞZ =  √4 i= 2 i；当 A =  - 9 时 ,√ G ς 9  =  3” 等等.

由求根公式可知

P . ，一 △ . ρ ，一 △.
. = - 5  +  以 = _ ］ r - L

记实数a =一 多 甲 = = ^ ,则 方 程 ∕ + " + q  =  0 的两个根可表示为x 1 =a+βi,x2 =a-βi,

乙 乙

称之为该方程的一对共施复根.此时,韦达定理仍然成立：

Z l+ % 2= 20 =  - 2 ，

μ 力2 =  (α ÷ ^ i)(α  —8 i)= ♦  — Cβi)2 = a 2 ~β2 i2

_  2 I n 2 _ ^ 2 .
—a + B -  J - r - f ∙

例如，对于方程1 + 2 z  +  5 =  0 ,利用求根公式，此时A = 4  - 2 0 = - 1 6 V 0 ,则

之 1 =
—2 +  Λ∕ — 16 -  2 +  4i

2 = —1 ÷ 2 i ,  x 2

—2 — Λ∕ — 16 — 2 — 4i
2 2 2

= _  1 _  2i,

它们是该方程的一对共匏复根.
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5 . 2 二阶常系数线性齐次微分方程

在二阶线性齐次微分方程v " + ∕) ( z ) j ∕+ q ( j r ) y  = 0 中，如果 p ( z )  =  2 ,q ( % ) = q 都为常

数，则称此方程为二阶常系数线性齐次微分方程.解这类方程的方法是特征根法，它是将解微

分方程的问题转化为求一元二次方程根的问题.

为了求解二阶常系数线性齐次微分方程

， +  " '  +  ”  = 0 ， (1)
先看一阶常系数线性齐次微分方程

/ + 的 = 0  (氏为常数)，

其通解为

y = C e k r .
受此启发，我们设方程(1 )的一个解为

y = e ∖  (2)
其中常数厂待定，则

y r = r e rx , y f = r 2er x . (3)
代入方程(1 ) ,得厂满足的方程

r 2 erx +  pre rx + q e rx = 0 .
因为铲 ≠ 0 ,在上式两端除以e” ,可知 r 必满足一元二次方程

厂2 +  2 r +  q = 0 . (4)
称方程(4 )为方程(1 )的特征方程，并称方程(4 )的根为方程(1 )的特征根.这样，求方程(1 )的解

的问题就归结为求它的特征方程(一个一元二次方程)的根的问题.

下面介绍如何根据特征方程(4 )的判别式的三种情形，求出方程(1 )的通解.

1) " - 4 q > 0 的情形.

这时，特征方程(4 )有两个不相等的实根，设为厂1 , L ( h ≠ 厂2)，则

y ι = e " " ,

为方程(1 )的两个线性无关的解.根据§ 4 中的定理2 ,方程(1 )的通解为

y = C l e γx +  C2e 2 x .

2) 4 q V 0的情形.

这时，特征方程(4 )有一对共匏复根，设为 α ± iS ( S ≠ O ) ( α ,f为实数).由此构造两个函数

y 1 = e αx cosβx , y 2 = e ax sinβjc.
先看〃.我们有

y{ — a eax cosβx — β eσx singz =  eax (a cosβx — βsinβτ ) ,

y ↑ = a  eβx Cacosβx — βsinβx ) +  eσx (― aβsinβx — β 2 cosβx)

= e°" [(Y  — β2 )cosβx — 2aβsinβx2∙
将以上结果代入方程(1 )的左端，得

y ： +  py∖~∖~ q y ∖ =  e0* [ ( /  — β 2 )cosβx — 2aβsinβx2 +  p $ {acosβx — βs∖nβx ) +  geax cosβx

=  eax ∖Xa2 — β 2 )cosβx — 2aβsinβx +  p (acosβx — βsinβ χ y) +  qcosβx2

= eox [ ( /  —/ +  ∕)a +  q)cosg1 一 (2a£ +  pR)sinβ% ].
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由共舸复根时的韦达定理有;> =  一为均=。2+才,可得1 一才+8 + 9 = 0 及 2邛 +扬 = 0 ,于是有

y ↑ +  p y ∖ +  q y 1 = e αx(0 ∙ cosβx — 0 ・ s in fz )  = 0 .
所以，” 是方程(1 )的解.同理可证也是方程(1)的解.

因虫 = 喀 若 常 数 ，故 与 是线性无关的.根据上一节中的定理2 ,方程(1 )的通解为

y 2 sιnβx
y  = C 1y 1 +  C 2y2 = e αr (C 1 cos^x +  C 2 si∏jSx).

3) p 2 - 4 g  =  0 的情形.

这时，特征方程只有二重根一=一 刍，由此只能得到方程(1 )的一个特解

y 1 = e rx = e 、

为了求方程(1 )的通解，我们先要求出方程(1 )的与以 = e一分线性无关的一个解功.

令山 = z e 一分，下面验证它是方程(1 )的另一个解：

将它们代入方程( 1 ) ,得

y ∖+ p y ∖+ q yz  =  ( γ χ  ­  ∕> )e_ 2x +  2X + q τ e  2X

= e  2工［( + c  - / ) +  /  (1 -  ) +  q1

1 -Lx o= ­ J^e  2 (P — 4 q ) ι= 0 .

故;y2也是方程(1)的解.

因 在 =!若 常 数 ，故力与支线性无关.根据§ 4 中的定理2 ,方程(1 )的通解为

)2 Z

y  = C λy λ + C 2y 2 =  (C 1 + C 2x ) e  2^.

综上所述，用特征根法求二阶常系数线性齐次微分方程(1 )的通解的步骤如下：

1 ) 写出方程(1 )的特征方程-2 + w + q  =  0;
2 ) 求出上述特征方程的两个根厂］" 2 ；

3 ) 根据特征方程两个根的不同情形,按照表5 -1写出方程(1 )的通解.

表 5-1
特征方程r2 ÷pr÷g =  0 的两个根r1 ,r2 微分方程，+ 力 /+ qv =  0 的通解

两个不相等的实根r1 ,乙(单根) ^ =  C 1e
rιx+ C 2e

r2x

一对共舸复根h,2=α土洞(g≠0) y - ^ ,x (C 1 cos/Jz +  Czsin/Jz)

二重根 r1 = r 2 = r 3∕ =  (C 1 + C 2x)e
rx

例 1 求微分方程y"—5 j ∕ +  6 y = 0 的通解.

解 所给微分方程的特征方程为
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厂2 — 5厂 +  6 =  0.
由求根公式得

5 ±  √25 -  24 5 ±  1
=  2 =  2 ,

则特征方程有两个不相等的实根厂1= 3 ,厂2 = 2 ,从而原方程有两个线性无关的解e3" 和 e?，. 故
原方程的通解为

3∕ = C 1e3 j + C 2 e2 x .
注用十字相乘法做因式分解来求特征根更为简便，此时特征方程变为

( r - 3 ) ( r - 2 )  = 0 .
例 2 求微分方程:  +  4 /  +  4 ) = 0 的通解.

解所给微分方程的特征方程为

r 2 +  4r +  4 = 0 .
特征方程可做因式分解"  +  2 )2 = 0 ,则特征方程有二重根厂 2 =  —2 ,从而原方程有两个线

性无关的解e^2 j 和N e T 1 因此，所求的微分方程通解为

y  = CC1 + C 2jr)e -2 x .
例 3 求微分方程， + 2 "  +  5 χ = 0 的通解.

解所给微分方程的特征方程为

r 2 + 2 丁+  5 =  0.
由求根公式得特征根

—2 +  √ 4 ~ 20 - 2 土，一 16 -  2±4i
' 1 , 2 —  2 — 2 =  — 2—  — ― 1 -  21’

则原方程有两个线性无关的解e ^ c o s 2 ^ 和 e - r si∩2x.因此，所求的微分方程通解为

y  =  e- τ  (C 1 co s2 τ+ C 2 sin2j?).

* 5 . 3 二阶常系数线性非齐次微分方程

二阶常系数线性非齐次微分方程的一般形式是

y" +  p y  + q y  = / ( % ) , (5)
其中立应是常数.

根据§ 4 中的定理3 ,二阶线性非齐次微分方程的通解等于它对应的齐次微分方程的

通解与它自身的一个特解之和.在5. 2 小节中已经介绍了二阶常系数线性齐次微分方程

通解的求法,所以要求方程(5 )的通解，只需再求出它的一个特解即可.这一小节我们只介

绍右端项 ∕ ( z ) 具有如下形式时，方程(5 )的特解3√的求法：

∕ ( x )  = e λxP m ( x ) 9

其中入为实数 ,P wι( z ) 为秋次多项式，即

P m (x )  = a 0x m ÷ α 1x m^1 + a 2τ m~2 ÷  ∙∙∙ + α m. 1x + a m .

这里氏 (，=  0 ,1 ,…，加)为常数Ro ≠ 0 ∙

我们用待定系数法求特解V * . 注意到方程(5)的右端项 f  (二)是多项式P m (力)与指

数函数小的乘积，而这类函数的一阶和二阶导数仍然是这类函数，故我们猜测方程(5)
有这种类型的特解.于是,设方程(5 )的特解为
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y* = e λxQ ( x ) ,
其中Q ( z )为多项式.下面的重点是如何选择Q ( x )的次数及系数.由y * = ∕Q ( z )  ,则

y* ' =  0 Q ( z ) + Q '( z ) ) e " ,  y *〃 = (2/ Q '( ∕ )  +  l Q ( z )  +  Q〃(]))卢.

将它们代入方程(5)并化简，得

[Q〃(N ) +  (2λ +  力) Q '( z )  +  (λ 2 +  以 + q ) Q C r ) ] ∕  =Pm (% )eλ∖
因 e〃WO,故由上式两端除以却 可得

Q 〃红) +  (22 + ∕ ) Q 'C r ) +  (λ2 + p λ  + ρ ) Q ( ^ ) = P m ( x ) .  (6)

(6 )式的左、右两端都是多项式，其中 P 小(1 ) 是已知的,根据多项式相等的定义，左、右两

端同次项的系数必相同，由此就可以确定出多项式Q ( z )的系数和次数.

1 ) 如果人不是对应的齐次微分方程

y f +  p y /+ q y = Q  ⑺

的特征方程r 2 + p r + q = O 的根，即 / + 〃 + q 力0 (也称为零重根)，则(6 )式左端的最高

次项取决于Q ( z ) ,它应是一个m 次多项式.令

Q(%) = b 0x m + b 1x m- i + b 2τ m^2 +  … + 6 加τ 7  +仇”,

其中 6。，仇，…，以 为待定系数.代入(6 )式，比较两端之的同次项系数，就可求出 b09

小，…，心.这种方法称为待定系数法.

2 ) 如果人是对应的齐次微分方程(7 )的特征方程「2 + " + q  =  o 的单根(也称为一重

根)，则 λ 2 + p λ + q  = Q且 2 Λ + p ≠ 0 .于是，(6 )式变为

Q〃Gr) +  ( 2 /+ /)) Q '( z ) = P ,〃(z ) .
这时 ,Q '( z )为秋次多项式，则 Q C r)为m + 1 次多项式，因此可令Q (z )= N Q 7n ( z ) ,其中

Qm Or) = 3  +  bλx m~λ +  b2x m- 2 +  … +  b i  +  bm .
代人(6 )式,用待定系数法可求出6。血 ，…4 .

3 ) 如果人是对应的齐次微分方程( 7 )的特征方程∕ + "  +  q = o 的二重根，则 1  +

" + q  =  0 且 2 / + 力= 0 .于是，(6)式变为

Q "(z) =  P f
这时,。'包)为m 次多项式,Q ( i )应为m +  2 次多项式，因此可令QCr) = x 2Qm ( z ) ,其中

■ • ' ,?'■ ■ ,
Q m (z  ) = b 0 jcm -∖~b1x m'~λ ~Vb2x m~2 +  … j rb m- λχ -∖-bm .

代入(6)式,用待定系数法可求出bo也 ，… 4 .

综上所述，我们有如下结论:

当 ∕ ( z )  =  P j N ) e " 时，可设二阶常系数线性非齐次微分方程(5 )有形如

y * =  Q (工) e"
的特解，其中Q ( z )是多项式.如果入是方程(5 )对应的齐次微分方程的特征方程 r 2 +

加 + q  =  0 的左(归=0 ,1 ,2 )重根,则方程(5 )的特解可设为

3* = x kQm Or) eAx , (8)

其中Qm 包)= 3  + b 1x m- 1 + b 2x m~2 + …+ 6 … /  + b m 是与P m (X)同次的 ∕ n 次多项

式,其系数6。,生，…，鼠可用待定系数法求出.
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例 4 求微分方程， + /  —2、=  —4 R 的一个特解.

解 这是二阶常系数线性非齐次微分方程,右端项/包)=一4 7 属于 P nΛ z ) e " 型，

其中 m =  l ,λ = O .
该非齐次微分方程对应的齐次微分方程为

y〃 + 丁 - 2j∕ = 0 .
此齐次微分方程的特征方程为

厂？ + / 2 = 0 ,
则特征根为乙= - 2 , 厂2 =  1，它们均不等于零.所以以= 0 不是原方程对应的齐次微分方

程的特征根,于是，特解(8 )中决= 0 ,即可设原方程的一个特解为

y  * = (6o∙r + 6 ι ) e "  = b°x + 阳 ，

其中品，仇为待定系数，则

y " = 6 o ,  y" ' =  0∙

代入原方程得

b0 — 2 (J)Q X  + /  ) =  -  4 ]  = >  — 26Q⅛ Γ∣- fe0 — 261 = - 4 1 ，

再比较等式两端N 的同次项系数得E * 分

「 26o = - 4 ,
U o - 2 fe 1 =O. ⅛

由此求出

瓦 = 2 ,  bγ — 1.

于是,原方程的一个特解为

j *  ≈ 2 x + l .
例 5 求微分方程y〃 +  2 /  —3y =  e，的通解.

解这是二阶常系数线性非齐次微分方程.为了求它的通解，先求它所对应的齐次微

分方程的通解.

该非齐次微分方程对应的齐次微分方程为

/  +  2y，—3 y = 0 .
此齐次微分方程的特征方程为

r 2 +  2r -  3 = 0 ,
特征根为厂1 = - 3 ,厂2 =  1，故此齐次微分方程的通解为

y = C 1 e-3x + C 2 ex .

下面再求原方程的一个特解.原方程的右端项 ∕ ( x )  = e j 属于P wι包 )小型，其中m =

0,λ =  l 是特征方程的单根(一重根).于是,在特解(8 )中M = l ,即可设原方程的一个特解为

y  * - b 0x ^ ,

其中6。为待定系数，则

y* f ≈  (b0x + b 0 )e x , ›* ,z=  (∂0^ ÷ 2 δ 0 )ex .

将它们代入原方程，得
■ ■ ■■ • .∙ ,•

(60x +  2⅛0 ) ej  +  2(60x + b 0 ) e x -  3b0x e x =  ex = >  460 ex = e ∖
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T .；「，； , - -  ∕A ⅛ <  - ，•■- - . ，；.： . .

解得狐=年.因此,原方程的一个特解为

. 二 ：, ・ ■.■■■■.■ . ’•； .『 ・一 • 「・ •• ∙,∖-- > ■ ■ . ■ ' ■ ■ , λ  v ∙ . . ' < - . . ： ■. .-,∙.. .∙ -Λ ' , ■ V • •.

,  : < 1 x .
3 = 产 ・

.. . 1.
, ' ,λ ∙ 一 ¥;.::「 .

于是，原方程的通解号

y  = y  + y  * ， 即 y  ==C1e-3x +  C 2 ex + -jτJ7ex .

例 6 求微分方程，一4 ∕ + 4 3∕ =  (2z +  l)e2H的通解.

解 先求该方程对应的齐次微分方程/-4 " + 4 y  = 0 的通解.

该方程对应的齐次微分方程的特征方程为,产一4厂+4 =  0 ,特征根为厂ι = h = 2 ( 二重

根)，所以此齐次微分方程的通解为

y =  (C 1 + C 2x )e 2x .

原方程的右端项∕ ( x )  =  (2^ +  l)e 2 x 属于 " z )  =  Pm殳)之 型，其中m =  l ,λ  =  2 为对

应的齐次微分方程的二重特征根.于是，在特解(8)中次= 2 ,即可设原方程的一个特解为

y  * = x 2 (δ0x ÷  61 )e2x == (^ 0^ 3 +  6 1x 2 )e2 x ,
其中篇,6 1为待定系数，则

>>, =  [260x 3 +  (360 + ^ 1 )x t  +  2δ1x ]e 2 x ,

y M=[40<⅛3 +  (i26o + 4  怎) x 2 +  (β⅛0 + 86 ι )x  ÷ 2 6 1]e2x .
将它们代入原方程，得

{[460X 3 +  (126。+ 4 d )％2 + (6% + 8⅛ 1) JT +  26 J  — 412九一十 ( 3 60 +  261 ) x 2 +  261x ]

+ 4 ⅛ 0x 3 + ⅛ 1χ 2 )}e^  ^ ( 2 x  +  l ) e 2x ,

化简后得

+  2δ1 )β2i =  (2x +  l ) e 2x = >  6册工 + 2 d = 2 z + l ,
再比较等式两端z 的同次项系数，得 6 0 = 2 ,2 d = 1 ,于是

, 1 , 1
d - 3 ,  b ' = 3 ∙

所以，原方程的一个特解为

3* = 1 ( 9 + 9 ) / ,

从而原方程的通解为 “
■ E， 产 ： : , 」：； , ' ；： '

• 3 /≈  (C 1 ÷ C 2^ ) e 2x ÷ j r 2 ( γ x  ÷ - ∣-) e2x,.

习 题 5-5

1 . 求下列二阶常系数线性齐次微分方程的通解：

(1) y " + y ' - 2 y = 0 ； (2) y〃- 4 y '  =  0；
(3) y " + 6 y ' +  13y =  0； ( 4 ) ，+ ，=  0;
(5) 4，一2 0 j ∕± 2 5 y  =00
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* 2 .求下列二阶常系数线性非齐次微分方程的通解：

(1) 2 y " + y ' — y  =  2ej  ； (2) 2 , + 5 /  =  5 / —2x — 1;

(3) y " + 5 j ∕+ 4 y  =  3 —2N  ； (4) y" +  3y' +  2y =  3∙ze-"r ;
(5) y f — 6y' +  9y = ( 1 +  l ) e ” .

3 . 求下列微分方程满足所给初始条件的特解：

⑴ ， - 4 j ∕  +  3 y = 0 , j J r = 0= 6 , / ( = 0  =  10;

⑵  4√ +4 J∕,+ J∕=O , v [ = 0 = 2 ,  y 'L = ° = ° ；

(3) √ z- 3 ^ z - 4 j ∕= 0 ,  y ∣- o = O ,  / |尸 0 =  - 5 ；

(4) ∕ + 4 j ∕  +  29y =  0, j J r =o=O, ∕ ∣ … = 1 5；

* ⑸  y〃- 3y' +  2y =  5, > ∣χ s s 0 = l ,  /  L =0=2.

常微分方程内容小结

微分方程是高等数学的一个重要组成部分，它在科学研究及工程技术中有广泛的应用.本

章介绍微分方程的基本概念和一些简单微分方程的解法.

一、微分方程的基本概念

1 ) 微分方程 称表示未知函数、未知函数的导数(偏导数)或微分以及自变量之间关系的

方程为微分方程.

2 ) 微分方程的阶称微分方程中出现的未知函数最高阶导数的阶数为微分方程的阶.

3 ) 微分方程的解 如 果 把 函 数 及 其 各 阶 导 数 代 入 微 分 方 程 中 ，能使微分方程成

为恒等式，则称 y =  y (7 )为微分方程的解.

4 ) 微分方程的通解 n 阶微分方程的含有〃个相互独立任意常数的解，称为微分方程的

通解.

5 ) 微分方程的特解 微分方程的通解中确定了任意常数而得到的解，称为微分方程的

特解.

6 ) 初值问题 设 y。，〃，… 为一组确定的数值.求77阶微分方程满足初始条件

y ∣ 一 =刈 " | . _  = ，，… = = 3 " 7 )的特解的问题叫作微分方程的初值问题.

二、三种一阶微分方程的标准形及其解法

1 . 可分离变量的微分方程

标准形 ∕  =  ∕ ( z ) g ( y ) ∙

解法分离变量得 半 τ = " z ) d z ,
g (y )

两边积分得 [ 生  = [ ∕ ( ι ) d z  + C .
J g ( y )  J
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2 . 齐次方程

标 准 形 y ' =  w(义).

解 法 令 广 餐 则 产 心 上 一 + 1 皆从而原方程化为以力为自变量，"为未知函

数的可分离变量的微分方程 I 而 — 〃.解之.

3 . 一阶线性微分方程

标准形 E  +  P G )3 ,= Q (Z )∙

解法 1 常数变易法.

r~i ∖ι — I p( 7*)r
先解原方程对应的齐次微分方程F  +  P ( ι ) y = O ,得其通解 ) = C e 」 ；再将其中的

ax

常数 C 换成函数〃(7 ) ,即令

—J p (x )<lτ
y =u(τ)e j ; ( 1 )

最后，代人原方程，求出“(M),再代入 (1)式即得原方程的通解.

解法 2 公式法.

方程(1 )的通解为
-fp (x )d r  / f  ∣P(z)dr  \

y =  e  ̂ (∣Q(∙z)e, d ∕+ C ) .

三、三种可降阶的二阶微分方程及其解法

1 ) 标 准 形 /  =  /(%).

解法直接积分两次即可得结果.

2 ) 标 准 形 y" =  f G , y ' )  ( / 已解出，其中不显含y ).
解法 令 p = ∕ , 代入原方程，则原方程化为以z 为自变量，力为未知函数的一阶微分方

程 斐 = f  (% ,力).解之.
αj 7

3 ) 标 准 形 y"=f(y,y') ( / 已解出，其中不显含无).

解法 令 将 p 看 作 ) 的 函 数 则 ，= 华 = 要 = 学 ∙ T L =P ⅛ 代入
d r  ajr dy aτ  aj∕

原方程，则原方程化为以？为自变量少为未知函数的一阶微分方程户学=  f ( y * ) . 解之.

四、二阶线性微分方程解的性质与结构

1 . 二阶线性齐次微分方程解的性质

二阶线性齐次微分方程

y" + ? (∙ r ) y '+ q ( z ) y = 0  (2)
的解有如下性质：

设 ？】(了)，% (“)都是方程⑵的解，则对于任意常数C 1 9C 2 ,

y = C ly 1 (x )  + C 2y 2 (x)

都是方程 (2 )的解.
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2 . 二阶线性齐次微分方程解的结构

如果〃 (1 ) , 山(工)是方程(2 )的两个线性无关的解，则方程(2 )的通解为

y = C 1j ∕ ι ( x )  + C 2j ∕ 2 ( ^ ) .
3 . 二阶线性非齐次微分方程解的结构

设) ”是二阶线性非齐次微分方程

y" +  ∕> O ) j ∕+ q O ) y = f ( z )  (3)

的一个特解( 1 1 (％) + 。2)2殳)是方程(3)所对应的齐次微分方程的通解，则

y = 3 "  + C 1j ∕ 1 (x )  + C 2y 2 (x )
为方程(3 )的通解.

五、二阶常系数线性微分方程通解的求法

1 . 二阶常系数线性齐次微分方程的解法

标准形 y " + p y '+ ” =0 ∙ (4)

解法特征根法.

写出方程(4 )的特征方程

r 2 +  p r  +  q = 0 . (5)
根据特征方程根的不同情况，写出方程(4 )的通解，公式如表5-2所示.

表 5-2
特征方程 r 2÷pr  + ς = 0 的两个根r 1 ,r 2 微分方程y〃+A y'+qy = 0 的通解

两个不相等的实根小，厂2(单根) y - C 1 eV  ~3rC 2 e zx

一对共轲复根 r 1,2 ≈ a ± iβ  (j9≠0) j∕ = eβx (Cj cosβx + C2 sinβx )
二重根 r 1 =r 2 =r j ∕ = (C 1÷C 2x )erx

* 2 . 二阶常系数线性非齐次微分方程的解法 ；

标准形 y z' + ∕ √ + W = f G ) ∙  (6)

解法先求出方程 (6 )对应的齐次微分方程(4 )的通解及方程(6 )的一个特解,再相加

即得方程(6 )的通解.方程(6 )的特解求法如下：

只考虑如下情况：

∕⅛ ) = , e λxP m ( x ) ,

其中P fw ( a )是次次多项式.应用待定系数法求特解，关键是确定特解的形式.这要根据

右端项 " N )  =  ∕ P wι(N i)中以是不是方程(6 )对应的齐次微分方程的特征根,按照表5-3

确定. 弋

表 5-3
λ的情况

方程制的特解形式

λ不是对应的齐次微分方程的特征根 ∕ = ∕ Q wι(z )
λ是对应的齐次微分方程的特征根，且为单根 ? * =x eλxQm (x )
λ是对应的齐次微分方程的特征根，且为二重根 j∕* = x 2eλxQw (x)

注：表中，(2加 ( ] ) =瓦 # * + ^ ^ 7 +6 2 d -2  +・,叶3 _ " + % 是与Pnι (力)：地次的机次的多项式,

其系数册，仇，…，鼠由待定系数法确定.
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复 习 题 五

一、填空题

1 . 微分方程e ' c b  +  e r d z = O 的 通 解 是 .

2 . 以函数了 =  C ∕ + z 为 通 解 的 微 分 方 程 是 .

3 . 微分方程 j ∕+ y c o s κ  = 0 的 通 解 是 .

4 . 微分方程y" = ∕ 的 通 解 是 .

二、单项选择题

1,微分方程 ∕ = V 的通解为 ( )

(A) ) = 7 ； (B) y ≈ C x ^  (C) j∕ =  er ； (D) y = C e ∖
2 . 下列方程中为可分离变量的微分方程的是 ( )

(A) 3∕, = JΓ2 ÷ J ∕ ； (B) ι2 (cL r+  ⅛y ) = v (d z —d3 ∕);
(C) (3 jr+ ιy 2  ) d ι  =  ( 5 y + ι y  )dy ； (D) ( n + / )d①= ( ? + ，)dy.

3 . 下列方程中为齐次方程的是 ( )

(A ) (才2 )dz =  ( ? 2+ 2 jry ) ( dLz — djy); (B) ( e " + 2 y  +  + 2 z )d y  = 0 ;
(C) y ' — 2y -∖ -JT2 siny ； (D) y , — (sinjr +  1 )^ = 5 .

4 . 下列方程中为齐次方程的是 ( )

( A) ^rz y f ~  y — J x 2 ~~ y i ； (B) x y f -  y = V JC2 +  V2 ;

(C) x y f ~∖~y^ - x 2 - jc y  ； (D) x y f ~∖-y - τ 2 ~∖- y z ,

5 . 下列方程中为一阶线性微分方程的是

( A) — z s in )  =  10 ； (B) j /d r =  ( z + ) 2 ) d ? ;
(C) z d r  =  (1+3O d3∕ ； (D) y f = x 3y 2 ÷ 3 .

6 .微分方程 ∕ = y 满足初始条件y [ = 0 = 2 的特解是

(A) y =  e— l ;  (B) j; =  e2" ;
7 . 微分方程 j ∕  +  2y — 3 =  0 的通解为

(A) y = 2 ( 3 —C eT z)；
q

(C) y =  ̂  +  C e -2%

8 . 微分方程7 3 / /-3 /  =  0 的通解是

(A) v =  α + C 2 3 ；

(C) y = C i + C 2 e ^ ^

(C) y =  2e2∖  (D) y =  2e1

(B) y =  2(3 —C e + ) ；

1 一二
(D) 3∕ =  - ( 3 - C e  2 ).

(B) y = C 1x 2 + C 2 i

(D) y ≈ C 1x + C 2 e∖

( )

( )

( )

( )

9 . 微分方程z ∕ - y h i 3 ∕ = 0 满足初始条件v L = ] = e 的特解是 ( )

(A) y  = ex; (B) y  = ex ； (C) y = x e 2x~1 1 (D) y = elnx.

1 0 .微分方程，一3 /  —4 y = 0 的通解为 ( )

(A) C 1e - j + C 2 e4 x j (B) C 1ex + C 2e_4 j
5 (C) C1ex + C 2 e4 x j (D) C 1e - x + C 2 e - 4x.
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1 1 .下列微分方程中以y =  s in 2 z为特解的是 ( )

(A) √ + j ∕= 0 j  (B) √ , + 2 ^  =  O5 ( C )，+ 4 ) = 0 ； ( D )， - 4 j ∕= 0 .

* 1 2 .微分方程，一？'一2 ' = 1 1 的一个特解应设为， =  ( )

( A) ( a z + b ) e ∖  (B) x (ax  + 6 )e r ； (C) a:2 (ax+ ⅛ )e x ; (D) x (a x )e x .

13 . 设 w  ,山，外 都是微分方程 , + P ( z ) ∕+ Q G r ) y  = / (。)的解，且 空 "若 常 数 ，则
、2 ?3

该方程的通解为 ( )

(A) y = C ↑y ↑ + C 2^ 2 ÷ › 3 ; (B) y = C 1y 1 + C 2y 2 ~ ( C 1 ÷ C 2 ) JZ3 ；
(C) y = C ↑y i + C 2y 2 ~ ^ ~ C l — C2 ) j ∕3 ? (D) ^ = C 13∕1 + C 2^ 2 ÷ ( 1 - C 1 - C 2 ) ^ 3 ∙
14 . 设 “ 是二阶常系数线性非齐次微分方程/  +  % /  +  ” = / ( z ) 的解,y。是该方程对

应的齐次微分方程的解，则在下列函数中仍为该方程的解的是 ( )

(A) y = y ↑+ y 0 ; (B) y = C γ y 1 + C 2y 0 ;
( C )、= a “ + y 。； (D )前三个都不是.

三、综合题

1 . 求微分方程 3σ〃一(/ ) 2 = 0 的通解.

* 2 .求微分方程， - 4 y  =  2 e 2 ,的通解.

3 . 求解初值问题 yy〃 =  2 [ ( / ) 2 —j ∕ ] , y  L=o =  l , y '  [=o =  2.

4 . 一个质量为加的质点沿直线运动，运动时该质点所受的力为F = a H , b 为正的

常数田为运动的速度).设该质点由静止出发，求该质点的速度d 与时间力的关系.

5 . 已 知 曲 线 (7 )通过原点，且其在原点处的切线平行于直线 Ι —？ + 6 =  0 ,又

V = y ( z )满足微分方程∕ =  √ m T T r ,求此曲线的方程、=)(]).

6 . 一个质量为根的物体由高塔落下，下落时所受空气阻力与速度成正比，比例常数为

k > 0 .已知下落的初速度为零，求该物体下落过程中速度v 和时间，的函数关系.

7 . 将一个温度为100 °C的物体放入温度为20 °C 的介质中自由冷却,已知物体的冷却速

度和当时物体与介质的温差成正比，求该物体的温度T 与时间£ 的关系.



第六章
无穷级数

无穷级数是高等数学的重要组成部分，是表示函数、研究函数

以及进行近似计算的一个有力工具.

§ 1 数项级数的概念及基本性质

1 . 1 数项级数的概念

如果给定一个无穷数列

“ 1，" 2 ，…，〃”，…，

则称形式和

= 〃 1 +  〃2 H—  +  u n H--------  （1）
〃= 1

为无穷级数或数项级数（简称级数），其中肛，〃2 ,…依次称为该级数的第

1 ,2 ,…项，并称以为该级数的一般项.

对于有限个数求和，我们已十分熟悉，它总是有意义的.然而，（1）式是

无穷多个数求和，它有意义吗？这无穷多个数有和吗？事实上，（1）式只是

一个形式上的和式，它是否有和，需用下面级数收敛的定义来判别.

定义 1 给定级数（1）,称
n

5" =  ∑W⅛ = U 1 +  U2 +  ∙∙ , ÷  Un
⅛ =  1

为级数（1）的第 n 个部分和（简称部分和.注意：这是有限项的和，总是有

意义的），并称 5 ] ,S2，…，力，…为级数（1）的部分和数列.如果该数列有极

限，即存在常数5 ,使得

5 =  lim s",

则称.级数（1）收敛，或称级数（1）收敛于 5 ,并称 5 为级数（1）的和，记为

S = ∑ w , 1 ；
n =  1

否则，即部分和数列S1,S'2，…，5〃，…无极限（包括极限为无穷大量），则称

级数（1）发散.

由定义1 容易看出，所谓级数（1）收敛，就是它的部分和数列有极限.

例 1 级数

'∑ a q ,,~1 —a +  αq +  aq2 +  … +  aq n~1 +  ••• (2)
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称为等比级数，也称为几何级数，其中Q ≠ O ,q称为该级数的公比, α 为其首项.试讨论该级数

的敛散（收敛与发散的简称）性.

解先求该级数的部分和：

5„ = = α  +  αq + α q2  +  … + a q n^1

⅛≡ι

Q (1 -  q")
1 - Q

, q 片 1 ,∖ na，
当∣q ∣V l 时，因为 l im q "= 0 ,所以n→∞

a

q = L

( l - q n ) 即 lim S ,=γ~^— .
M—∞ 1 ——q

故级数（2）收敛,其和为s 1 —q∙

1 — q 1 — q
a

当 ∣q ∣> l  时，因为 l im q " = 8 ,
九f  8

所以

lims” =  lim 吧 二 £ 2 = 8 .
1 — q

故级数（2）发散.

当 q =  l 时，lims” =  lim%α = 8 , 故级数（2）发散.
GO

当 q =  - 1 时，因为

_ a [ l  — （― l ）n ]
L  1 - （- 1 ）

所以当〃->8 时， 无极限.故级数（2）发散.

综合以上讨论知：

Q [1 — (― l ) n ]

∞
当∣q ∣< l 时，级数（2）收敛,其和为s =  » q i

∏ ≈  1

当 l q l i l 时，级数（2）发散.

2

a
1 一q

1 1 1
例 2 判别级数

解 注 意 到

1 × 2  2× 3
1

n (n +  1) 卜…的敛散性.

n ( n ÷ l )  n n ÷ l

二二 1 I 1
s” 1 × 2  2 × 3

，因此该级数的部分和为

J- . . .  -I----------- - --------
n(n +  l)

1 1

= (1 - ⅛)+ (
= 1 一 等 ，

1 1H------F
了一5 n n +  1

1
从而 lim5„ =  lim( 1 一 ) = L

n +  1
所以，该级数收敛，其和为 1.

例 3 判 别 级 数 弟 中 的 敛 散 性 .



熹登豁孝『工 京 袈 2 6 7

§ 1 数项级数的概念及基本性质

γι - 4 -  1
解 注意到uπ = ln  i  =  ln(n +  l )  - I n * 因此该级数的部分和为

n

s n =  (ln2 — ln l)  +  (1∏3- 1∏2) +  ∙∙∙ +  (ln(n +  1) ~ Inn) =  ln(n +  1).
显然有

lim5n = l im ln ( n ÷ l )  =  + o o ,
n→∞  n - * ∞

所以部分和数列｛力｝发散，从而该级数发散.

例 4 判别级数1 +  ( — 1) +  1 +  ( — 1) + …+  ( —1)”7 + ・・・的敛散性.

解 该级数就是公比为一 1 的等比级数，它的部分和数列为

S 1= 1 , §2= 1  +  (— 1) = ° ， §3 =  1 + (― 1) + (― 1)2 =  1，

54 = 1  +  ( - 1 )  +  ( -  I ) 2 +  (一 I ) 3 = 0 , ….
一般地，当九为奇数时,s〃 =  l ；当 "为 偶 数 时 应 =0.所以，部分和数列｛5” ＞无极限.故该级数

发散.

1 . 2 数项级数的基本性质

根据数项级数收敛、发散的定义和数列极限的性质，可以得出关于数项级数敛散性的一些

基本性质.

性质 1 设 C 是任意非零常数，则级数 和 的 敛 散 性 相 同 ，且当它们收敛时，
τι ≡= 1 n =c 1

OO OO

∑C u n = C ^ ∑ u n .

n ≈ ｝ n =  1
8  OO 8  OO

证 先证：若级数∑ u n 收敛,则必有∑ C UM 收敛，且 ∑ C u π = C » ”・
n ≈ l  τι =  l  n =  l  n =  l

∞  OO

设级数 ∑ u n 和 ^ ∑ C u n 的部分和分别为一和。〃，则
n ≈ l  n ≈ l

」 n
% = ∑ C UA = c ' ∑ l u k  = C s n .

k = l  k ≈ l

由于级数 ∑ u w 收敛，若设其和为5 ,则 l im s .= s ∙根据数列极限的性质，必有
n =  l  L 8

limσn = C lim 5 w = C s .
n→∞  n→∞

8  8  8

这表明，级数 也收敛，且其和为C s，即 ∑ C u n = C ∑ u n .
n ≈≡ 1 n ≡  1 ∏ =≡ 1

OO OO

再证：如果级数 ∑ u π 发散，贝!∣ ∑ C u n 必发散.
n =  l  n≡≡l

OO OO OO -

用反证法,设级数2 ；c 〃”不发散，即收敛.因为C K 0 ,所以∑ ^ w = ∑ ~ ( C u J . 根据上
n =  1 n =  1 ∏ ≈  1

∞  oo

面已证明的结论，可知 ∑ u n 也收敛，与已知矛盾.故 必发散.
n≡ ≈ l n ≈ l
8  ∞  OO

注 若 C =  0 ,由 ∑ C u r t 收敛,得不到∑ u π 收敛,这是因为，对于任意的级数 ∑ u n (无
n =  l  n=≡ l n =  1

∞
论它是收敛的，还是发散的)，都有 ∑ ( 0  ∙ u f l ) 必收敛.
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性质 2 如 果 级 数 分 别 收 敛 于 s R ,则 级 数 (u n ± “ ) 也收敛，且其和为
72 = 1 n ≡ 1 n = 1

s ± σ .

证 设 级 数 £ ；“〃和 Σ i Vn 的部分和分别为5” 和4 , 则级数∑ ( w π ± V n ) 的部分和为

n = 1 n ≡≈ 1 ns≈l
τ n = (U1 ±  791 ) ÷  (u 2 ±  v 2 ) +  ∙∙∙ +  (u n ±  τ⅞ )

= ( u 1 + u 2 ÷  ∙∙∙ ÷ u n ) ±  (υ 1 ÷ ∙y 2 ÷  , ∙∙ +  ^n)
= s n ± σ n .

∞  ∞

因为级数 ∑ U π , ∑ V π 分别收敛于S R ,所以
n≈l n≈l

∏
l
-
i
→
m∙∞ sπ = s 9 舞f

li
 8
mσπ = σ ,

从而 lim rπ =  lim (sπ ÷ σ π ) =  lim s rt ±  limσπ = s  ± σ .
n→∙∞  . - 8  71 — 8  . —  8

OO

这表明，级数万 (〃，土 心 )收敛，且其和为5 ± σ .
« = 1

8 8 8
请思考：如果级数∑ZZπ 收敛，级 数 发 散 ，那么级数 士 乙 )是收敛还是发散

n≈∖ n = 1 n == 1
OO OO OO

的？如果级数E k 发散，级数 ∑ V π 发散，那么级数∑ ( u π ± V n ) 的敛散性如何？
n≡=l n≡l n≈l

性质 3 在级数中去掉、增加或改变有限项，其敛散性不变.

证我们先看在级数前面去掉有限项时，其部分和是如何变化的.
∞ OO

设级数为∑ U π ，其部分和为5π . 如果去掉第1 项 , 得 级 数 ，其部分和为
n ≡≡ 1 舞=2

^ln = U 2 + u 3 -∖-------∖-Un + u n+ ι = 5 π+1 - U 1 = S π+ι -  51 ；
OO

如果去掉前2 项,得级数£ ；〃.，其部分和为
71 = 3

= 〃3 + 〃4 H-------∖-Un+1 + u n+2 = S n+2 — (U1 + 〃2) =§叶2 一 §2・
8

一般地，如果去掉前无项,得级数 2 〃”，其部分和为
n = ⅛+l

Okn = U k+1 + u k+2 H-------^ u n+k = S n+k — ( u 1 + u 2
j [-------∖-Uk ) = 5 n+⅝ -  Sk .

注意，当 n 变化时"是一个固定的数，从而 ” = . + μ + … 也是一个固定的数，所以数

列｛5 " ｝与｛S " Q 的敛散性相同.由于数列｛s " 力与｛s " 的敛散性也相同,故数列｛勿 "与 ｛s r ι｝的
8 ∞

敛散性相同.这表明，级数 ∑ u n 与 的敛散性相同，即在级数前面去掉有限项，其敛散
n = l n=4+1

性不变.类似地，可以证明在级数前面增加有限项，其敛散性不变.

在级数中去掉或增加有限项可以看成先在前面去掉有限项，再增加有限项，故其敛散性不

变,同样，在级数中改变有限项可以看成先去掉有限项,再增加有限项，故其敛散性也不变.所

有这些说明，级数的敛散性与其前有限项无关，完全由某个〃之后的项确定.

注 这里只说在级数中去掉、增加或改变有限项，其敛散性不变，而没说其和不变.事实
8  8

上,其和一般会发生变化.这从* = S ”+A—〃 中即可看到.若分别记级数 W  〃 . 与 的
n≡≡Λ+l n = 1
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和为CT与 S，则 。= s  —
8

性质 4 如果级数 力〃”收敛，则对这个级数的项任意加括号所得的新级数
n =  l

(u 1 H------ F M M1 ) +  (u„ i+1 H------ F ) H------ 1- (wπi i + ι H------ F ) H—  (3)
也收敛，且其和不变.

OO

证 设级数 的部分和为力，加括号后的级数(3 )的部分和为A一则
n ≈ l

Ai =U 1 H------ ∖-U nγ = 5% ,

A 2 = (W1 H------∖- u n χ ) +  (u„ i+1 H------bu„2 ) = S〃2，

Λ k =  (u 1 H------∣- u n ι ) +  (u z,ι+1 H------Fw712) H------ F ("> ι+ ι H------- ~̂u ∏k ) = 5 为，

可见，级数 (3 )的部分和数歹∣J ｛A " 就是级数∑ u n 的部分和数列｛力｝的子歹h 所以
n =  l

limA⅛ =  lim5π =  lir∏5π .
⅛ → ∙OO ⅛ → >OO k ► OO

这表明，级数 (3 )也收敛，且其和不变.

注 由加括号后的级数收敛不能推出原级数收敛.例如，级数

( 1 - 1 )  +  ( 1 - 1 )  +  ∙ ∙ ∙ +  ( 1 - 1 )  +  …
收敛,但级数

l +  ( - υ  +  l +  ( - l )  +  ∙∙∙ +  ( -  l ) n^1 +  …
发散.

性质 5 (级 数 收 敛 的 必 要 条 件 )若 级 数 收 敛 ，则必有 limuπ = 0 .
72 =  1 L 8

证 设级数 ∑ u n 的部分和数列为｛s . ｝・因为该级数收敛，所以部分和数列｛s " 有极限,
n =  1

设为 s ∙显然，有

lim5n_1 =  lir∏5π —s,n→t∞ n→∞
由于该级数的一般项u τl = S n - 5 n- 1 ，所以

limιzπ =  lim (sn -  sn- 1 ) = s — s = 0.

级数收敛的必要条件说明，当 级 数 收 敛 时 ，它的一般项凡是 / 1 - 8 时的无穷小量.
H =≈ 1

8 OO

与它等价的命题是：若级数 ∑ U π 的一般项明不是九f 8 时的无穷小量，则 级 数 必 发

散.这给出了判断级数发散的1一个方法.

例 5 证明：级 数 f 巴以发散.

n =  l  "

证
因为当n f 8 时，级 数 ∑ 山 的 一 般 项 明

n =  l  n

%+  1 N1±I
n 1关0 ,所以级数

n
发散.
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一个自然的问题是：l im % = 0是级数 收敛的充分条件吗？请看下面的例子.
n→∞ [n = 1

0 0  1
例 6 证明：调 和 级 数 发 散 .

>:=1 〃

证 调和级数 £上 的 部 分 和 为

n = l n

1 1 f2 Γ3 1 「+1 1
sn =  1 +  — +  *,• H---- — ld∙r +  — djr +  … +  —d rN n J i J 2 2 J n n

r2 1 「3 ] rn+1 1
≥  — dx + —dx +  … +  — dx

j 1 X J 2 X J „ X
产 1

=  —djr =  ln(n ÷  1).
j i X

oσ 1
因为 limln(72 +  l)  =  + 8 , 所以 lims. =  + 8 .故调和级数 与  乙发散.

∏-*o° L 8  ” = ] n

这个例子中，虽然调和级数Σ  - 的一般项〃” = L 是〃 - 8 时的无穷小量，但是调和级

∞ 1 oo

数 却 发 散 •这 表 明 ，级数 Σ J 6 的一般项〃”是〃- 8 时的无穷小量，只是该级数收敛的
” =1 n  n =l

必要条件，而不是充分条件.因此，不能用性质(5 )来判断级数收敛.

习 题 6-1

1 . 写出下列级数的前3 项：

⑴尤毋； ⑵之!
2 . 判别下列级数的敛散性：

∞
(1) ^ 2 (，% + 1  — H )；

n =≡ 1

⑶ NΓΛF…(1 + 7)

00 / I x n -1 -
⑶  2 k ⅛ - ,  ( 4 ) ∑

(4) -ς- +  -̂ - +  - ^ - ÷ ∙ ∙ ∙÷ 7 -  +  ∙∙
3 6 9 3n

§ 2 数项级数的审敛法

根据级数收敛和发散的定义可以判别级数的敛散性，但在绝大多数情况下,求出级数部分

和的表达式，进而求出其极限是十分困难的，因此我们希望从级数的一般项来判别其敛散性.

虽然在大多数情况下，并不能求出级数的和,但只要知道级数收敛，就可以用部分和作为级数

的和的近似值，这对于实际问题已经足够了.

2 . 1 正项级数及其审敛法

一般的级数，其各项可以取正数、负数或零，而各项取值都非负的级数称为正项级数.这类
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§ 2 数项级数的审敛法

级数很基本，又特别重要，因为许多级数的敛散性问题都可将归结为正项级数的敛散性问题.

要讨论正项级数敛散性的判别法—— 审敛法，首先要抓住其部分和数列的特征.

设级数
∞

- u 1 + u 2 ÷  ∙∙∙ + u π ÷  ••• （1）
Ħ ≡ 1

是一个正项级数（" ”>0,72 =  1 ,2 ,…），其部分和为S”. 注意到力+1= §”+ 6 + 】，显然有

51 ≤  52 ≤  … ≤  S” ≤  ….
所以，正项级数的部分和数列｛s . ｝是一个单调递增数列.

根据数列的收敛准则，如果单调递增的部分和数列｛§.｝有上界，即存在正数M ,使得对于

一切正整数*都有 s . ≤ M ,则部分和数列｛s . ｝必有极限，从而级数（1）收敛,反之，如果级数

（1）收敛，即部分和数列｛S J J ｝有极限，则根据收敛数列必有界，部分和数列｛s " 必有界.故有以

下重要的定理.
OO

定理 1 正项级数 0 U n 收敛的充要条件是它的部分和数列｛5 ” ｝有上界.
n = l

此定理说明，若正项级数发散，则其部分和数列｛力｝必无界.又注意到其部分和数列非负、
∞

单调递增，故有 lir∏5jl =  + 8 , 记为y y
1u n = + 8  .

π~*θ° H ≡l

根据定理1 ,可得关于正项级数的一个基本审敛法.

定理 2（比较审敛法） 设 于 u n 和 都 是 正 项 级 数 ，且〃rt≤ % （rz =  l , 2 L ∙ ）. 若级数

n = l  n ≈ l
∞ ∞ oo ∞

收敛，则级数 ∑ u π 收敛；若级数 ∑ u n 发散，则级数 发散.
n ≈ l n≡=l n ≈ l n = l

oo ∞

证 因为级数三 叫 收敛，所以 ∑ υ π 的部分和数列有上界,即存在正数M ,使得对于一
n ≈ l  w =l

切正整数%都有%  + %  + …+ % ≤ M .又因为

u n ≤ v n （九= 1 ，2 ,…），

所以

u i ÷  u 2 +  , ∙∙ +  u n ≤ v 1 +  v 2 +  ∙∙∙ ÷  vn ≤ M.
8 8

这表明，级数 ∑ u π 的部分和数列有上界.根据定理1 ,级数 ∑ u n 收敛.
n ≡≈ 1 n ≈ l

8 8 8

反之,若级数 ∑ u n 发散，则必有级数∑ v π 发散.这是因为，若 级 数 收 敛 ，则级数
n =≡ 1 ∣t =  1 ∏ = 1

∞

收敛,与已知矛盾.
n≡5 1

注意到级数的敛散性完全由某个〃之后的项所决定,且级数的每项都乘以一个非零常数

所得新级数的敛散性与原级数相同，于是有下面的推论.
∞  ∞

推论 1 设 2 "”和 W % 都是正项级数，且存在正数%和正整数N ,使得当τ z > N 时，都
n ≈ l  n ≈ l

∞ OQ

有 u n 0 u n 成立,如果级数 收敛，则级数 也收敛.
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推论2 设 和  W % 都是正项级数，且存在正数%和正整数N ,使得当九> N 时，都
舞= 1  n a≡ 1

∞ ∞
有 u n > k v n 成立.如果级数 ∑ v π 发散，则级数 也发散.

n =  1 n ≈  1

例 1 判别级数 ∑  - ≠ τ (α >  0 ) 的敛散性.

n≡=l 1 十 α
解 当 0 « 1  时 = lim  ^ ^  =  1；当。= 1 时 = lim  丁 二 =上 可 见 ，对

n-*∞ n -* o 0 ］十 Q n→∞ n→∞ 1 十4 Z
于这两种情况，当 % - 8 时，级数 £  丁 工  的一般项都不趋向于零.所以，当 0 V α ≤ l时，该

级数发散.

当 a > l 时，∑  丁工为正项级数，且

n =  1 1  十 a
Γ V ~ 7 ≤ Λ  (n = 1 , 2 , - ) .
1 十 α  a

注 意 到 £上 为 几 何 级 数 ，又|工 | < 1 ，故 级 数 士 收 敛 ，从而级数 t l " τ 收敛.

n = ι  a I "  I n = 1 a n≡≈ι 1  । α

例 2 判别级数£ ；1 的敛散性.

n =  1 %

解 因为之  士 和 另 1 都是正项级数，且当 ∏ > 1时，都 有 士 <!，而 ∑  ⅛ 是收敛级

n = l " n≈l 乙 " 乙 n = l 2
数，所以由推论1 知，级数 £; 士必收敛.

n≡≡ 1 九

例 3 讨论 p 级数 £ ；3 ( 2 > 0 ) 的敛散性.

n = ι n p

解 白级数 £ ； 2 为正项级数.当O < P ≤ 1 时，因为对于一切正整数H，都有 - ⅛ ≥ - > 0 ,
n=l n n  n

而调和级数Σ  - 发散，所以 p 级数 N  ［ 必发散.

n=≈ 1 % n≈l 九
当 2 > 1 时，因为对于九一l ≤ N V 九(九 =  2 ,3 ,…)，都有 ±≤~^,所以

n v τ v

∙ ⅛ d x ≤ j  士 也 ，

∏ J n-l x v 即

∞
而 ∑;

n ≡ 2
3~ ~ 7一一三  为正项级数，其部分和为

1
(n +  l ) p- 1

(n +  l)^~1

且 l im [ l—厂 = w ] = l ，所以级数T  7∙ ~ ∖ τ
|_ { n ~ r l ) 」 π=2 ∖Sn —工)

收敛，从而根据比较审敛法的推
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论 1 知少级数 £ ； 士 当 p > ι 时收敛.

n = 1 %
8  1

综上所述，力级数 W  二 当 P > l 时收敛，当 0 < 2 ≤ l 时发散.
n=ι n

利用比较审敛法判断正项级数的敛散性，必须要找一个比较标准.在实际应用中，经常选

择 P 级数作为比较标准，故 P 级数十分重要.

例 4 判别级数£  —的敛散性.

n = 2 √∏(72 — 1)
oo -1 τ 1 1

解 W  不 —- —是正项级数.对于九2 2 , 都有 ∙7 = = > 7 = =一 ,而调和级数
仁  √ π ( n - l )  √ n ( n - l )  √ √  n

8 OO

∑  - 发散，所以根据比较审敛法知，级数 Σ  •, -- 一 也发散.
n≈2 n n≈2 J n k n  -  1)

下面介绍更能反映问题本质的比较审敛法的极限形式.
OO ∞

定理 3 (比 较 审 敛 法 的 极 限 形 式 )设 和 都 是 正 项 级 数 .如 果
n=1 n=l

lim — =Z (0 <  Z < + ∞ ) ,
L 8  Vn

则级数 f u n 和 ⅛ υ π 同时收敛或发散.

n≈l n=1
证 由极限的定义可知，对于 ε =  4 > 0 ,存在正整数N ,使得当〃〉N 时，有不等式

J I ,  " n J | I 日H I /  /  3/
I 一 < /  +  丁， 即 V 77w V  <  ^ P n ∙

Z V n Z L L

根据比较审敛法的推论1 和推论2 ,即得定理的结论.

注 因为一般项趋向于零是级数收敛的必要条件，所以我们只要对一般项心是7 2 - 8 时
8

的无穷小量的情况讨论级数∑ u π 的敛散性.此定理说明，如果两个正项级数的一般项是
n = l

L 8 时的同阶无穷小量，则这两个级数的敛散性相同.

8  1
例 5 讨论级数 2 s i n ∙ ⅛ ( p > 0 ) 的敛散性.

n=≡l 九

解 注意到 f s i n ± ( D > O ) 是一个正项级数.因为

„ = 1 %
. 1sm —

1. n p

lim " = ],
n→∞ 1

所以根据定理3 知，级数∑ s i n - ⅛ 与 £ ；々 的敛散性相同.所以，当0 V ∕ ≤ l 时，级数⅛ s in -⅛
n = Γl 九 n≈l % n≈n Tl

发散;当P > l 时，级数 S > n ∙ ⅛ 收敛.

n = ll 〃
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注 此例启发我们，若正项级数的一般项与与是〃 - 8 时的同阶无穷小量，则级数
n p

∞  00 -
Σ 心 与 Σ!! 的敛散性相同.

n =l n =l 〃

请思考下列级数的敛散性：
8  1 8

1 )∑ln(l H---) ; 2) W ( l - c o s - ) ；

n≈l n  n≡l X 口
8 OP 1

3) 2 t a n - 7= » 4) ' ( 广 ― 1).
∏ = 1 n ∖∣n n≈l

比较审敛法的极限形式反映了正项级数收敛的本质，但在使用中，为了判别一个正项级数
∞ 8

∑ wπ的敛散性，必须适当选择另一个已知敛散性的正项级数E > n 作为比较标准.是否可以
n = 1 ∏ ≡ 1

8

直接根据一般项心来判别正项级数∑ u n 的敛散性呢？
n=≡l

∞

定理 41比值审敛法，达朗贝尔(D'Alembert)审敛法［ 若正项级数 ∑ u π的后项与前项
n = 1

之比的极限等于P，即

h m --- =  p 、
n--o° Un

则当p V l时，该级数收敛；当p > l (包括p = + 8 )时，该级数发散；当p = ι时，此审敛法失效，

即该级数可能收敛，也可能发散.

证 当 p < l 时，取适当小的正数£,使得p + e < l  .根据极限的定义，存在正整数N , 使得

当〃> N 时，有不等式

Wπ+ 1 . 记为
---- <  ° 十 ε — r ,
u n

因此

〃 N+l <  ra N ， u  N+2 V  r u N+↑ V  y  u N , "  N+3 <  r u  N+2 ≤  U N  »

这样，级数

〃N+1 +  〃N+2 +  “ N+3 +  …

的各项就小于收敛的等比级数

r u N + Γ2UN ÷  Γ 3 U N  +  •••

的对应项.根据比较审敛法的推论1知，级数∑ lu n 也收敛.
n = 1

当p > l 时,取一个适当小的正数£,使得p - e > L 根据极限的定义，存在正整数N , 使得

当 时 ，有不等式

—— >  p — ε >  1, 即 〃 ”+i >  〃 ”.

所以，当 n ≥ N 时，一般项u”是正数且单调递增，从 而 limun ≠0.根据级数收敛的必要条件
n→∞

00

知，级数 ∑ U M 发散.
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oo ∞  -
当 p =  l 时，级数 ∑ u π 可能收敛,也可能发散.这只要看0 级数 £ ； 2 即可・事实上，对

n≈l n=l "
于一切 ∕> > o ,都有

1___

r wn+1 (n +  l ) p / n \
l ιm ----- =  l ιm ------- --------=  lιm I — —  I =  1.n-*∞ Un n→∞ 1 ∏f 8 \九 十 1 /

但是，当 p > l 时,该级数收敛；当 O V p ≤ l时，该级数发散.因此，只根据p =  l 不能判别级数

的敛散性.
8  I

例 6 判别级数W  A •的敛散性.
M 九！

解 因 为 王 」-为正项级数，且

仁 九 ！

1
1. 〃 n+1 1 .l ιm ----- =  hm
n→∙∞ Un n - * o 0

(n +  l ) !
~ 1  = lim ― =  0，

n-*∞九 十 1

所以根据比值审敛法知，级数∑  4 - 收敛・
n ≈ l  〃 •

例 7 判别级数£ ；*  的敛散性.

解 为 正 项 级 数 . 因 为
n≈l 1°

(n +  l ) !
10n+1

10n

n ∖ lim
8

n +  1
10

所以根据比值审敛法知，级数 Z  M 发散.

n = l 1°

例 8 判别级数) “ 二'J - 丁 的敛散性.

n≈ι (2k 1) ∙ 2zz
解该级数是正项级数.注意到

1. wn + ι _  ( 2 n ÷ l )  ∙ 2(n +  l )  _  ( 2 n -  1) ∙ 2n _  1 2n) _
⅛  T Γ  =  J 吧 1 =!巴 (2- +  l ) ( 2  九+  2 )= 1  吧 / 1 ∖Λ , 1 \ = 1 ,

说二 1 F  ∖1 +  2 ^ ) ∖1 + n )

所以比值审敛法失效.考虑用比较审敛法.因为

]

(2n —1) ∙ 2n __ n 2 1 _  1
⅛  T  = J巴 ( 2 n - l )  ∙ 2 n ≡ ⅛

九2

所以根据定理3 ,级数∑ - 一 和 它 3 的敛散性相同.而级数∑ A 收敛,故级数

M (2〃 -  1) • 2% M  九 M  储
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y  - -- 收 敛 .
W  ( 2 n - l ) ∙ 2n 取应

8 n t
例 9 判别级数 W ± 9  Q  > 0 ，。≠ e ) 的敛散性.

n≈l %

解 £安 -为 正 项 级 数 .因 为

n ≈ l  九

— +  1)!
(n +  l ) π+1

’「  =  lima (—―τ
a n ! n-*o° \ 九十 1

= lima
1 +  - ) "

n f

所以根据比值审敛法知：

当 O V a V e ,即 - < 1 时，级 数 ∑  ≤⅛ - 收敛；
e  M = l n

当 a > e ,即 3 > 1 时，级 数 £；虫 」 发散.

e n = l n̂

利用类似于证明比值审敛法的方法，容易证明下面的定理.

定理 5［根值审敛法，柯西（Cauchy）审敛法［ 若正项级数 ∑ u n 的一般项〃”的〃次方根
n = l

⅞ ~ 的极限等于P，即

lim √uΓ =ρ,
n→∞

则当p < l 时，该级数收敛；当p > l （包括p = + 8 ）时，该级数发散；当p =  l 时，该级数可能收

敛，也可能发散.

例 1 0 证明：级 数 冬 （铝 收 敛 .

证 级 数 冬 （M l ）” 从第 2 项起各项均为正数，所以可当成正项级数讨论其敛散性.

又因为

lim ζ∕u7 — lim = lim
n→∞

2n +  l _  2

3n — 5 3
所以根据根值审敛法知，级数∑ （n 1 收敛・

2 . 2 交错级数及其审敛法

设对于一切正整数%都有 3 > 0 ,称 级 数 万 （一 1）1 " ” 和 ∑ （- D nu w 为交错级数.这
n==l n≡l

两个交错级数的敛散性相同.

下面介绍交错级数的审敛法.
OO

定理 6（莱布尼茨审敛法） 如果交错级数 ∑ （- l ）n-1u n 满足：



邕学 ̂(X≠)( 2023 弃理)：2 7 7

§ 2 数项级数的审敛法号

1 ) 数列｛〃“｝单调递减，即对于一切正整数九，都有Uπ ≥ w n + u
2) lim uπ = 0 ,Λ→∞

则级数⅛ ( - l ) n ^ 1 U π 收敛，且其和小于或等于〃1.

n == 1
8

证 先证级数 ∑ ( -  l)n -1u n 的第2 n个部分和
∏ ≡≡ 1

§ 2 ” = 〃1 ­ 〃2 + 〃3 -  〃4 H-----------F  W 2 π - 1 —  U 2 π

所构成的数列｛S . ｝收敛.为此，将 §2 ” 表示成两种形式：

5 2 n  =  ( U 1 —  U 2 )  + ( U 3  —  “ 4 ) H----------- F (〃 2”一1 一 “ 2。)

及

§ 2 ” = 〃1 —  ( 〃2 — 〃 3 ) 一 ( " 4  — 〃 5 ) --------------- (w2n- 2 1  ” 2“一1 ) 一 〃 24 ・

根据条件 1 ) 知，S2” 的这两个表达式中每个括号内的差都是非负数.所以，由第一个表达式知，

数列0 〃｝单调递增；由第二个表达式知，对于一切正整数九，都有 S 2 ∙ ≤ " l , 即数列｛“”｝有上

界.根据数列的收敛准则知，数列 6 " 必有极限.设 l i m 5 2 n  = 5  ,则 S数肛.
8

再看级数 ∑ ( -  l ) n- 1u π 的第2/2 +  1 个部分和
n =  l

§2 “+1 = ” 1 -  0 2  + " 3  - 〃4 H----------F  W 2 n-1  - 〃 2” +  〃 2叶1 =  § 2n +  〃 2，+1 ・

根据条件2 ) ,有 limw 2n + 1 = 0 ,故
71 f o O

l i m 5 2 n + ι =  l i m ( s 2 w  +  u 2 n + 1 ｝ =  l i m s 2 n  = 5 .
∏->OO 九 ・ 48 7J→ -00

8

由于级数 ∑ ( - l ) n- 1zzw 的部分和数列｛力｝的奇数项和偶数项所构成的子列都趋向于同一个

极限S ,所以数列｛s " 有极限S ,从而级数万 (一 1厂 "收 敛 ,且 其 和 5 ≤ . ∙
n = l

例 1 1 判别级数∑
” = 2 
匚="的敛散性.

九一1

解 显然，该级数是交错级数.注意到函数" " )  =  告 满 足
x — 1

1

/'(i) =
2 ∖[x - ( 1 +  1)

< 0  (JC≥ 2 ) ,
( ^ - l ) 2 2 ∕̂x (j; -  1) 2

所以函数 f ( ι ) =  三 单 调 减 少 ,令 % =七 ,那 么 数 列 ｛〃”｝单调递减.另外，数列也〃｝还

满足

l i m
加 f  8 γι—1

rl i m -----1- ---  =  0λ .n-*∞ 1-  1
√n ——

Jn

根据莱布尼茨审敛法知,该级数收敛.

2 . 3 绝对收敛和条件收敛

对于一般的级数，即一般项可以取正数，也可以取负数的级数，我们称它们为任意项级
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数.我们可以利用正项级数讨论它们的敛散性.为此，我们先介绍绝对收敛和条件收敛的

概念.

定义1 如果级数 ^ ∑ ∖u n ∖ 收敛，则称级数 ⅛ ι∕n 绝对收敛；如果级数^ ∑ u n 收敛，而级数

n =  1 π =  l  n =  1
8 ∞
∑  ∣uj发散，则称级数 ∑ u π条件收敛.
n ≈ 1 n ≈ l

根据上面的定义,容易知道级数∑ (-  l)n-1 -⅛ 绝对收敛，而级数∑ ( -  1 ) 1  - 条件收

n=ι n π=ι ∏

敛.级数绝对收敛与收敛有如下关系：
oo ∞

定理7 如果级数 ∑ u n 绝对收敛，则级数 Z u f l 必收敛.
n =  1 w =  1

oo ∞

证 因为级数 ∑ u n 绝对收敛,所以正项级数2 2 " 收敛.
n =  1 n ≈ l

令

^n =  ∖u n l÷Un (n=1,2,…). (2)

显然，8 > 0 且 %<2|〃 "(" =  1,2「・・)・根据比较审敛法的推论1 知，级数 收敛.由(2)
n ≈ l

8

式知 U . = % -∣w J ，再根据级数的基本性质得级数∑ uπ必收敛.
n ≈  1

∞ •
例 1 2 判别级数£ ；当 的 敛 散 性 .

n =  1 九
・ 1 OO - 8  ・ ] OO •

解 因 为 | 半 ∣≤±,而级数力士收敛，所 以 级 数 万 |当  收敛，即级数w 吧篝∖ n  ∖ n  n = 1 n n= i I n  ∖ n = 1  n

oo ∙

绝对收敛，从而级数Σ  ” 竺收敛.
〃 = ] TL

习 题  6-2

1 . 用比较审敛法判别下列级数的敛散性：

∞ ∑ 7 = 5 ⑵ 七 号 τ r

n =≈ 1 Λ∕ Tl n ≈ l "  * '九"I ]

OO 8

( 3 ) n4 +  1 —Λ∕ Π4 — 1 ); (4) ^^sin —.
n—l n = 1  ,

2 . 用比值审敛法或根值审敛法判别下列级数的敛散性：

⑴ 玄 ；  ② ⑶ T ⅛ ⅛ i ) '

n ≈ l 2 n rt≡l 3 n = l 十  1 /

oo 9« ∞  → 8  O n ■
∞ ∑ ( r 4 ) ； ⑸ ： ( 6 ) ∑ ⅛ L .

仁 \ 3" 一 "  n≈1 (ln(n + 1)) n=ι n

3 . 下列级数是否收敛？如果收敛,是绝对收敛还是条件收敛？

(1) 1一 £  +  %  ― 3  + …； (2) ∑ ( -  l)π̂ 1 篇 ；

√2 √3 √4 «=1 3
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cυ⅛"⅛x⅛+T× I( 4'  ) -ln--2- ----l-n--3- - 1--1-∏--4- ----1-∏--5

§ 3 嘉 级 数

3 . 1  函数项级数

设 心 (工)，〃2 ( I ) " 、”.(％),…是定义在区间I 上的函数序列，称表达式

U 1 ( JC) + u 2 (j7) H---- + H M ( I ) +  ∙∙ ∙ (1)
为定义在区间I 上的函数项级数(简称级数)，其 中 称 为 该 函 数 项 级 数 的 一 般 项 ，前〃项

和工(]) =  〃] ( Z ) + M ( Z ) + …+ 〃”(R)称为该函数项级数的部分和函数.

对于每个确定的值z ° e ∕ ,
u 1 (jr0 ) +  u 2 (x 0 ) +  ∙ ∙ ' + u n ( ^ 0 ) +  •,• (2)

为一个数项级数.如果级数(2 )收敛，则称了。为函数项级数(1 )的收敛点，也称函数项级数(1)
在点上。处收敛；如果级数(2 )发散，则称阳为函数项级数(1 )的发散点，也称函数项级数(1)
在点无。处发散.函数项级数的所有收敛点组成的集合叫作函数项级数的收敛域，所有发散点

组成的集合叫作函数项级数的发散域.

对于函数项级数(1 )的收敛域内的任意一个数八数项级数

“ 1 (N  )  +  〃2 (% ) +  … + 〃” ( ] )  H--------

都有与z 有关的唯一的和，记为 S ( x ) ,它是定义在收敛域上的一个函数，称为函数项级数(1)

的和函数，并记为

5 ( JC ) = Z Z 1 ( JC )  +  “ 2 ( 3 ) +  … + 〃* ( 1 )  +  … .

3 . 2  骞级数的收敛半径和收敛域

幕级数是函数项级数中最简单、应用最广泛的一类级数,其一般形式为

万 % (力一1 O)" = Q O + Q I (Z - 2 ()) + 。2 (工—2 ( ) ) 2  +  … +  〃” ( ] — l o ) " + ∙ ∙ ∙ ,  ( 3 )

n =  O

其中常数 a 0  ,即，…,〃”，…叫作幕级数 ( 3 ) 的系数.

对于哥级数( 3 ) ,只要做代换力= 1 一%。，则它就转化为特殊形式

1∑ a nt
n = Q o  + a "  + 。2 /  +  ・・・+ " ” +  ・・・. (4)

n=≈O

故我们主要讨论形如(4 )式的募级数.

关于帮级数，我们要讨论的第一个问题是：对于给定的塞级数，如何确定它的收敛域？为

此，我们先介绍如下定理：
∞

定理1[阿贝尔(Abel)定理] 如果森级数 ∑ α nx n 在点]。(4  W 0)处收敛，则对于适合不
n≈ O

00 ∞

等式b ∣V ∣No∣的一切1 , 系级数 ∑ a πx r t在点R 处都绝对收敛；反之，如果幕级数 在
n = 0 w=0

8
点 Zo ( 1 0 / 0 )处发散，则对于适合不等式 I R I >  I No∣的一切巧幕级数 ^ 1a nx

n 在点①处都
M ≈ 0
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发散. 8
证 设 是 塞 级 数 > > 公 ”的收敛点，则级数

n≈0
a 0 + a 1x 0 + a 2^o ÷  ∙∙∙ -∖ -anx ↑ H----

收敛.根据级数收敛的必要条件知 ∖ imanXQ = 0 ,n→∞
故数列｛册工｝有界，即存在正数M ,使得

l * z " <  M （∏ = 0 , l , 2 , ∙ ∙ ∙ ）.8
于是，对于适合不等式b  IV 卜。|的一切n 级数 ∑ ∣απx n | 的一般项满足

n≈O

l% ol ∖ ∣z o M
因为∣z ∣V ∣z°∣,从 而 汜 τ v ι , 所以等比级数 ∑ Λ f （⅛ ）n 收敛.根据正项级数的比较审敛

I20 I n≈O '  IZ 0 I /8
法知，塞级数 P 13  在点χ 处绝对收敛.

n = 0

下面应用反证法证明定理的第二部分.若存在一点小，适合不等式1吃 1〉丘。1,而幕级数
∞ 8

» 小 ”在点. 处收敛，则根据定理的第一部分知，塞级数∑JQ" " 在点］。处必收敛，与已
n =  0 n =  0

知矛盾.
oo OO

定理 1 告诉我们，若存在z ° ≠ 0 ,使得嘉级数 ∑ α πx n 在点］。处收敛，则募级数 E * x "
n≈G n≈0

oo

在开区间（一b 。l , l^ o  I）内处处绝对收敛;若存在点不，使得褰级数 ∑ a nx n 在点以处发散，
n =  0

则基级数 y∑ a nτ n 在（- 8 , 一［耳 ∣）U （∣ι J , + 8 ）内处处发散.容易看出，对于这样的募级
n = O

数，必然存在一个正数R ，使 得 对 于 满 足 V R 的一切巧该哥级数都绝对收敛，从而该塞级

数收敛;对于满足b l > R 的一切巧该幕级数都发散;对于z  =  ± R 这两点，该幕级数的敛散

性不能确定,要具体情况具体分析.我们称R 为该塞级数的收敛半径，称开区间（- R ,R ）为该

塞级数的收敛区间.

如 果 塞 级 数 除 之 = 0 外没有其他的收敛点，则定义该幕级数的收敛半径为R = 0 ；
n=≡0

如 果 幕 级 数 小 ”没有发散点，即处处收敛，则定义该幕级数的收敛半径为R =  + 8 , 这时
n = 0

其收敛区间为（- 8 , + 8 ）.

可见，要求塞级数的收敛域,关键是求出其收敛半径和收敛区间.关于收敛半径的求法有

下面的定理.

定理 2 如果

a
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其中% ,α . + ι分别是幕级数 » “一 中 J u " 1 项的系数，且心卢0 ,则
n =  0

1）当 0 < p <  +  8 时，该第级数的收敛半径为R =  5 ；

2）当 p =  0 时，该幕级数的收敛半径为R =  + 8 ；

3）当 p =  + 8 时，该幕级数的收敛半径为R = 0 .
∞

证 募 级 数 的 各 项 取 绝 对 值 ，所得的正项级数为
n =  0 ∖a0 ∖ +  ∖a1jc H------- ∖~∖anx n H-----, ⑸

其后项与前项之比的极限为

lim | ""可— I =  lim I 1 ∣ n ∣ =  p ∖x∖ .
n -oo I a nτ n I ∏-*o° I CLn I

1）当 0 < p <  +  8 时，若 |川 <：,则

lim | %土 个 = p  |力| V I.
L 8 1 a n X  |

o o 1
根据正项级数的比值审敛法知，级数（5）收敛，从而塞级数E > 小”绝对收敛.若∣z ∣> 上，则

仁 P
lim 产产二] = p g > ι .
L 8 1 a njc I

于是，级数（5）从某一个九开始满足

∣a n+ι x n+1 ∖ >∖ anx n |.
OO OO

因此,塞级数 0 3  的一般项不能趋向于零，从 而 寨 级 数 »>口 ”发散.所以，舞级数
n=≡0 ∏ =  0

o o 1
E > 口”的收敛半径为R = ± .
M p

n ÷ l 8

2）若 p =  0 ,则对于任意z ≠ 0 ,都 有 lim -廿2  = 0 ,从 而 塞 级 数 > ”都绝对收行f 8 n jr λs n " n = 0
∞

敛.故幕级数 » 林 ”的收敛半径为R =  + 8 .

71 =  0

3）若 p =  + 8 , 则对于除％ =  0 外的一切— 都有

r Q, + 1 ] k l  ।lim ------------ =  + 8 ,
L 8  a nx n

∞ ∞

从而塞级数∑ α πτ w 发散.于是,塞级数 »  户”的收敛半径为R = 0 .
n=0 n=0

■T2 -r3 了4 n
例 1 求募级数1 一~^-÷—— j ∙  + … +  （ —1 ）" T -------1— 的收敛半径、收敛区间和收敛域.Z o 4 n

解 因 为

p=≡ lim
a n

1
v w +  1 n

=  lιm - - —  =  lιm
n→∞ 1 n→∞ Tl 十 1,

n
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所以该幕级数的收敛半径为R  =  L  =  1,收敛区间为（-1,1）.

P
当1 =  1 时，该幕级数成为交错级数

1 — +  — — +  （— l）π-1 -- +  ….
2 3 4 n

根据莱布尼茨审敛法知，此级数收敛.

当 1 =  一1 时,该幕级数成为

由调和级数发散知，此级数也发散.

因此，该募级数的收敛域为（-1,1].

例 2 求基级数l + z  +  2!l+3!∕  + …+ % ! "  + …的收敛半径和收敛域.

解 因 为

p =  lim =lim —~ -- - =  lim（π÷1） = +∞ ,
n→∞ d  n n→ ∞  Tl ! n-*∞

所以该募级数的收敛半径为R = 0 . 该募级数只在点z = 0 处收敛，即其收敛域为{z丘=0}.
2 3 n

例 3 求幕级数l + z + ,  +  f 7 + …+ 彳 + … 的收敛半径、收敛区间和收敛域.
2! 3! n !

解 因 为

]

p =  
「
l
 
ιm 

I a
-
”
-
+
-
i 
 
I 
=  1h

.
m -

（
-
九
-
 
-
+
-
 
-
1
-
）
-
 !
-
 
=  lυι

 
m —

1
—
 
 =  0λ

 
,

n→∞ | a  n I n - ∞ 1 n-*∞ 〃十]

所以该事级数的收敛半径为R  =  + 8 , 收敛区间为（- 8 ,  + 8 ）, 即对于任意z £ （— 8 ,  + 8 ）,

该幕级数都绝对收敛，从而其收敛域为（- 8 ,  + 8 ）.

8  2∏-1

例 4 求塞级数∑ ≡ -  的收敛半径、收敛区间和收敛域.

解 此募级数只有奇数项，没有偶次项，称为缺项级数，不能直接应用定理 2 来求收敛半
o o  2n- 1

径.可以把塞级数 X  三尸 看成数项级数，找出使之绝对收敛的 Z 的范围.因此，令 〃.（％） =
« = 1  2

2n-l 8

--,考虑用达朗贝尔审敛法找出使得正项级数∑ J ∣ 6 （z ） ∣收敛的 Z 的范围.
2 n =  l

我们有

u„（X ）

2n÷lX
2n + l

2〃一 1X
2”

那么，当卷 |制 2 V I 时，即b  I V 北■时，正项级数 W I （z ） |收敛，从而原暮级数绝对收敛；

当 J b∣ 2 >ι 时，即∣%∣>√∑时，6 G ）fθ,原福级数发散.因此，原幕级数的收敛半径为
U
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夫=呢,收敛区间为（一招,招）.

在收敛区间的左端点％=-√∑处,原福级数变成∑ 匚 察 一 = ∑  z 4 = = ∑  ⅛ - .
M  2” £  2n √2 n = ι √2

它的一般项不趋向于零,从而它发散.

∞ （f θ ） 2 1  8  8
在收敛区间的右端点z = " 处,原嘉级数变成∑ 当 2 — = \  - Ξ

7 = = ς 同样，
M  2" n=ι 2Π √2 n≈ι√2

它因一般项不趋向于零而发散.

综上所述，原幕级数的收敛域为（- √ 2 ,√ 2 ）.
∞

例 5 求嘉级数 ∑ 2 n+1^ 2 n + 1的收敛半径、收敛区间和收敛域.
n = 0

解 此级数是只含奇次项，不含偶次项的级数，也是缺项级数.但对于任意Z ,此筹级数与
∞ ∞

幕级数∑ 2 n+1^ 2 n 的敛散性相同，故只要求出塞级数 ∑ 2 n+1x 2 n 的收敛半径、收敛区间和收敛
n=0 n=0

域即可.
∞ 8

令 y = ∕ , 则骞级数£ ；2〃+ ' 2 " 转化成塞级数 .对于此赛级数，有
n≈Q n=0

n （n +l）+l  nn+21・ α舞+i  1 • 乙 _ 1 • 乙  ΛP 1 = h mn -*~∞ a  = h m  而 - =  hm / r = 2 ,
n n→∞ N n→∞ /

所以它的收敛半径为R 1 = ° = 4 于是谆级数 S > + i  当∣i ∣v 4 , 即∣R ∣< q 时，绝对

P1 2 仁  2 2

收敛；当1 /1  > 5 , 即 111 > 春 时 ，发散.所以，该寨级数的收敛半径为R = 5 ，收敛区间为

（_包包）

∕n̂  8 oo / ∕θ" ∖ 2n °0 9rt÷1 00
当％ =±苧时，幕 级 数 化 为 2 2 "÷ι怦  = ∑ J  M = ∑ > , 它发散.因此，原

,  n≈0 n≡=0 '  2 / n=≡0 /  L 0

塞级数 ∑ 2 tt+1x 2fl+1

n ≈ 0

的收敛半径为R = 5 收敛区间为（一年，号 ），收敛域为（一半,等）.

例 6 求幕级数w '（τ  —4 1 ）π
的收敛域•

n=ι 3 n

解 令力= r  - 1 ,原寨级数转化为

Σ ^ .
"=1 3 n

(6)

对于募级数（6）,有
1

pi =  limw→∞
/> t+ι

a n

1
3

3n + 1(n + 1 )
1

1
I ,

= 1 3 • 当
L 8  n +  1 3"T
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故它的收敛半径为& = 3 .所以，当 田 〈3 时,得级数(6 )绝对收敛；当 > 3 时,募级数(6 )发

散;当z =  3 时,骞级数(6 )成为级数 2 它是调和级数，故发散；当£ =  — 3 时,骞级数(6 )成
n =≡ 1 "

为交错级数∑ ( - l ) π 由莱布尼茨审敛法知它收敛.因此,塞级数(6 )的收敛域为［ — 3 ,3 ),
MT n

即原嘉级数当一3 ≤ α - l < 3 ,即一2 ≤ z < 4 时收敛，从而原第级数的收敛域为［―2,4).

3 . 3 嘉级数的性质及其应用

由一元微积分知道：

1) 如果 “ ι ( z ) , M ( z ) ,…,〃”(了)都是区间(。力)上的连续函数，则它们的和

u 1 ( x ) ÷ ω 2 (%) +  • , ,+ 〃” (x )
也是区间(α ,b )上的连续函数，即有限个连续函数的和也是连续函数.

2 ) 如果小(力)，“ 2包)， ”(了)在区间(。，6)内可导，则它们的和

u 1 ( x ) + u 2 (1 )  +  • ,•+〃• (X)

在区间(a , 6 )内也可导，且

(u 1 ( x ) ÷ U 2 ( ^ ) ÷ ∙ ∙ ∙ + u n (X ) ) '  )+〃；(2 )  +  •・•+〃；(％),

即“和的导数等于导数的和这表明，求导运算与求和运算可以交换次序.

3 ) 如 果 ( z )  ,〃2(力)，…，"〃(了)都是区间［a ,6 ］上可积，则

J  (〃i (］) +  〃2 ( a )  +  … (1 ))d 1  = ］ " ι ( z ) d z + j  〃2(x )dz + … + J  u n (x )d z  ,

即“和的积分等于积分的和这表明，积分运算与求和运算可以交换次序.

一个自然的问题是：上述有限个函数之和的性质能否推广到函数项级数上？特别地，对

于嘉级数，在它的收敛区间内是否也有这些性质？回答是肯定的.

我们不加证明地介绍塞级数的这些重要性质.
∞

性质1(和函数连续性)设施级数 ∑ a πx w 的收敛半径为R (0 V R ≤  +  8 ) , 则其和函数
n≡≡0

5(%)在区间(—R ,R )内连续,如果它在点 ι = R ( 或一R )处收敛，则其和函数 s ( z ) 在区间

(一夫，我］(或［一夫，在))上连续,

性质2(逐项积分)设幕级数 ∑̂j a nx
n 的收敛半径为R (0 < R ≤  +  8 ) , 则其和函数s(z )

n≈ s 0

在区间(一R ,R )内是可积的；对于任意 ι C ( - R , R ) ,有逐项积分公式

! ∕ ω d t = J : ② " … ⅛ y E

∞ 8
且逐项积分后所得的赛级数 ∑  - ⅛ τ x n + 1与原赛级数 » 小 ”有相同的收敛半径.

仁 九 + 1 公
OO

性质3(逐项求导)设系级数 » 小 ”的收敛半径为R ( 0 < R ≤ + 8 ) ,则其和函数s(z )
n ≈ 0

在区间(- R , R )内是可导的；对于任意z ∈( - R , R ) ,有逐项求导公式
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/ 8  、/ 8  8
5 , ( j s )  =  (  y y

ι a nx n j  =  > ( G H ) '  =  y ‰ j τ

71 =  0 n =  0 n =  1

且逐项求导后所得的属级数∑ nα πx
π-1 与原系级数 '∑ a nτ n 有相同的收敛半径.

n == 1 n ≈ 0

一般地，求塞级数的和函数是一个十分困难的问题.我们现在已知的只有几何级数

S > ∕ ( E ∣ v i ) 的和函数为 产.应用骞级数逐项积分、逐项求导的性质，可以把一些求塞

级数和函数的问题转化为求几何级数和函数的问题.

8 1
例 7 在区间(一1,1)内求基级数 W  上一的和函数.

~ ； n
oo -1

解 设所求的和函数为5(力)，即 s ( z ) = "，则
n

oo 1
s'(z) = =  ----- , Jr ∈ (― 1,1).

M  1 一%

对上式两边从0 到 1 积分，注意到s(0 ) = 0 ,有

s(o:) =  — ln(l — x )  9 □7 ∈ (- 1,1).

例 8 在区间( - 1 , 1 )内，求骞级数 £ - ‰ / 的和函数.

解设所求的和函数为 5 ( 1 )，则

5 ( X )= 》
H =  0

1
n +  l X

且 s(O) =  L 为了使塞级数的一般项求导后消掉系数圭，在上式两边乘以巧得

8 1 8 1
N 5 ( Z ) =  W  -- -  JCn+1 =  W  ―χn

〃= 0 九 +  1 „ =  1 n
利用例 7 的结果，知

χ5(j7) =  —ln(l — J: ) ,  a: ∈ (― 1,1),

从而

z 、 — —ln(l — J；) , x  ∈ (― 1,0) U (0»1) »
s ( 1 ) = V  X

J , x =0.

例 9

解

在区间(一1,1)内，求塞级数∑ n x n 的和函数.
n ≈ l

00 00

^ y
i n x n = x  ^ ^ n x n~1

n =  l n=≈l

τ
(1 — j： )2

1—τ  • ----------- -
(1 — 2 )2

3 . 4 骞级数的简单运算

设幕级数
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a 0 + α 1jc +  a 2x 2 H------∖- d nx n H-----

和 b0 -∖- b 1τ  + b 2Jc2 +  , ∙∙ +  bnx n +  ・・•
的收敛半径分别为R 1 ,R 2 ,在收敛域内的和函数分别为s1(z),S2(z )，并取 R = m in { R ]避 2}，
则当b ∣V R 时,募级数

(a 0 ± 6 0 ) +  ( a 1 ± 6 1 )2 +  («2 士 6 2 )1  H---- ÷  (a„ + bn )jrn 4-----
收敛于 Si ( z ) ± 5 2 (z ).

习 题 6-3

1 . 求下列幕级数的收敛域：
2 n

(1) J： + 2 JE2 + 3 JC3 +  ∙∙∙ + n x n +••• ； (2) 1 —<r +  ∖  +  ∙∙∙ +  ( - 1)" 0  + …；
2 n

(3) ∑  ⅛ V c " ； (4) ∑  7 ⅛ / ；
仁  2τz +  1 M  2〃 +  1

8  Q 1 8  2n+l( 5 ) W 1
1 T  ； ( 6 ) ∑ J  1)，中 τ p

n = l 2 n = ] 2% 十】

「 z _  Q ∖ n 8

(7) —~~2------ ; (8) — 5)” .
〃 =1 % n = 1

2 . 利用基级数逐项积分或逐项求导的性质，求下列募级数的和函数：
8 ∞ n R  2n+l

(1) » 工1 ； ⑵  ⑶  ∑ U τ ∙
n ≡≡ 1 w = 1 〃 = ()/〃 十 1

§ 4 函数的募级数展开式

4 . 1 函数的募级数展开式及其唯一性

事级数具有很好的性质：收敛域特别简单，在收敛域内和函数连续，又能逐项积分和逐项

求导，而且部分和函数是多项式.所以，在收敛域内，寨级数可以用多项式来逼近.这就启发我

们讨论把函数展开成幕级数的问题.

设 ” 7 ）是一个给定的函数.如果能找到一个募级数,使得该基级数在某个区间内收敛于

/ （1 ）, 即在这个区间内该募级数的和函数恰好为/ （1 ）,则称“二）在这个区间内可以展开成

幕级数，并称该箱级数为” 7 ）的幕级数展开式.

下面的定理说明，如果 f （z ）在区间（—R ,R ）内能展开成哥级数，则该募级数是被 f l ）

在点 ι = 0 处的函数值和各阶导数值唯一确定的.

定理 1（唯一性定理） 如果函数［（］）在区间（—R ,R ）内可以展开成幕级数，即

f （jr） = α 0 ÷ f l ι ^ ÷ α 2^ 2 H---- + α ,,z"  H----- , （1）

则

a n二之 兽 ~ （九= 0 j , 2 , …）. （2）

证 将 1 = 0 代入⑴式，得 α 0 = f （0）, 即〃=0 时（2）式成立.

根据塞级数在收敛区间内可以逐项求导，对（1）式两端连续逐项求导，得
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f r ( JC ) =  Q] +  2a2x  +  3α3*τ2 +  ∙ ,β ÷  n a nx n~λ +  •••,

∕ " ( z )  = 2 〃2 +  3 • 2。3久 +  ••, +  " ・(〃 - 1 }anτ n~2 +  •••,

∕ " ( ι ) = 3 ∙  2α3 +  4 - 3 ・ 2a↑jc + ∙∙∙ + n - (?? — 1) • (% — 2)a nτ n 3 +  •••，

/ (“)( ] ) = 〃 ∙ (w — 1) ...........2。“ +  (7? +  1) ∙ . ........... 2z +  •••,

将 I = 0 代入，于是有

(77 = 1 .2 ,…).
综合可得

∕ G H (0)
a n = :----：­  (7? =  0 ,1 ,2 ,…),n !

根据上述定理不难得出，如果八/)在点八的一个邻域内可以展开成哥级数，即

∕(< i ') — Z □  " (彳 ~  j[(j Yl ,

则其系数必为

4 . 2 泰勒公式

在一元微积分中，我们已学过如下拉格朗日中值定理：

设函数 ∕ ( z ) 在闭区间 [ α " ] 上连续,在开区间(a , 6 ) 内可导,则至少存在一点 ¢ 6
( a " ) , 使得

f ( b )  -  f ( a )  = / ( £ ) ”  —a ) .
将它应用到以以，z 为端点的区间上，有

∕ ( JΓ ) =  / ( τ 0 ) +  ∕ , (ς.) (.r — ♦

其中W 介 于 八 与 z 之间.

下面我们将此公式推广，以达到用多项式来近似函数[ ( ] )的目的.为此,设 / Q ) 在
点心的某个邻域 U ( ι ° )内有直到〃+  1 阶导数.定义

R ”(了 )=/(?) — J ∕ ( j r 0 ) ÷  f '  (jrυ ) ( JC - j r f))

1 ] η̂
+  — )(1 — 7 ()) 2 ÷  ∙ , ∙ ÷ - / (K) (<r0 ) (JΓ ­  τ 0 )w J .

令 F ( ∕) = R " ( JΓ) ,G (H ) =  (Z - - )〃・显然， (2、),(；(力)在邻域((乙)内有直到 7 7 T

阶导数.且

F (X Ω ) — F , (jr0 ) = F " ( ∕( )  ) =  ∙∙∙ ( jr0 ) = 0 .

G(jch ) = G '(才：)= G "(JCO ) = … = G h ' , (JΓ0 ) =  0.
= r / D ( 1 ) ,  G * D ( I ) = (/2  +  1)!.

连续〃 +  1 次使用柯西中值定理，有
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R n ( x )  _ F ( i ) _ F ( z )  — F G O) _ F ' ( G _ F ' ( & )  — F '( z 0 ) _
( x - x 0 ) n + 1 = G ( x ) = G ( x ) - G ( ^ 0 ) = G / (e1 ) = G , (e1 ) - G , ( ^ 0 )

= = ，ee

_ F M  (菰)_ F ⑺(菰) - F ( n )( x 0 )_ F c"+ υ ( f )  _ / ( n + 1 )(f)
= G(”)( £ )  =  G ( n )(e j - G ( n )( x 0 ) =  G (w + 1)(e)=  (n +  l ) ! '

其中 e1 , κ , … &  和 e 介于］。与 χ 之间.因此

Μ (Z ) = r ⅛ τ τ m z ― -
(n + 1 ) !

于是，有下面的泰勒公式.

泰勒(Taylor)公式 设函数/ (力)在点x 0 的某个邻域U (z 0 )内有直到九十 1 阶导数,

则对于任意 Z ∈U(N °),有

1
+ 荷 r ) (0 ° ) (z  一无。尸+ & ( ”),

其中

R .(z )  =  /「=" (— ” " (I  一小尸】 (£介于 z 。与 “之间).
(n +  1 ) !

我们称R n (力)为∕G r  )在点 x 0 处的泰勒公式的余项.

4 . 3 泰勒级数及泰勒展开式

设函数 ∕ ( z ) 在点工。附近有任意阶导数，称幕级数

f  (jco )  +  ∕ ∕ ( ∙ T o ) ( z  -  JCQ )  +  ° ( J7 —  1 0  ) 2  +  … +  -  - - ^ ― ( JT —  JCQ) T, +  ( 3 )

为 / ( 1 ) 在 点 Z o处的泰勒级数，称 叫 = ^ ^ (7 1 = 0 ,1 ,2 ,…)为 f ( z ) 在点 Z。处的泰勒系

数.特别地，当 乐 = 0 时，称幕级数

“ 。­ + 牛 2 +  → W i ・
2 ! n !

产 (0)
为/(工)的麦克劳林(Maclaurin)级数，称 a ” = 人左一(力= 0 , 1 , 2 , …)为 / (% )的麦克劳林

系数.

显然，幕级数(3)在点①。处收敛到“ 之。).但除了点］。夕卜，嘉级数(3 )是否收敛？若收敛,

是否收敛到 ∕ ( z ) 呢？为了回答这个问题，给出下面的定理.

定理2 设函数 f ( z ) 在点］。的某个邻域U C r°)内具有任意阶导数，则 f ( z ) 在该邻域内

可以展开成泰勒级数(f ( z ) 在点工。处的泰勒级数在U E 。)内收敛到 ∕ ( z ) ) 的充要条件是，在

U (z 0 )内，当 %― 8 时，f  ( z ) 的泰勒公式的余项七 (%)的极限为零，即

力
l i
-
m
8

R "(∙z )= 0 , x  ∈U(j70 )-

证 必要性 设 ” 了)在U (x。)内可以展开为泰勒级数，即
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一 、 一 " 、工 f " G θ ) ( v  , / (n) (J70 )∕ ( x )  = ∕( z o ) +  /  ( z o ) ( ι - %o)H----- - ( i - i o ) H— H..........—— (X — J：O) + …

(4)

对于一切 ι G U ( z ° )都成立.又由“ G 的泰勒公式有

尸〃(丁 ) f(Q (χ  )
/ ( a ：) =  ∕O o )  + / ' ( 7 0 ) ( 1  —7 °) H----- o ° (X — Zo¥  +  … H-------- —  X Q Y  +  R Z2 (I )

2! n !
= 5叶1 (7 ) +  R ”(1 ) , (5)

其 中 s , e ( z ) 是 ∕ ( z ) 的泰勒级数的部分和函数,R ”(尤)为/(工)的泰勒公式的余项，而由 (4)
式知/(才)的泰勒级数收敛到 f ( z ) , 即对于一切M GU(%O) ,都有

lims”+i (①)= ∕ ( N ) ,
00

故

n→∞ (j") = nl→im∞(f { χ )  — 5π+1 (ΛT)) =  0, z ∈U (io ) .

充分性 设 l im M ( z ) = 0 对于一切 ι ∈U (z o )成立，则由(5)式知,L 8
l im ( ∕( j7 )  -  s〃+i ( z ) )  =  0, 即 limsπ+1 (J :) = ∕ ( z ) .

71 f  8 8

这表明，∕ ( x ) 的泰勒级数在U (Z o)内的每一点都收敛到 / (X) , 即 f (N)在 U(%o)内可以展开

成泰勒级数.

4 . 4 函数展开成哥级数

下面我们来讨论一些常用函数的幕级数展开式.

例 1 将函数 " 1 )  =  / 展开成。的寨级数.

解 ∕ ( x ) = e α 的各阶导数为/")包 )=角与 = 0 ,1 ,2 ,…)，因此

1 (0) =  1 (〃= 0 ,1 ,2 ,…).
于是 , ∕ ( z )  =  e z 的麦克劳林系数为

尸 (0)
Q “ 一 in !

所以 J ( z )  =  ∕ 的麦克劳林级数为

—7 C∏ = 0 ,1 ,2 ,…).
∏ !

⅜  ・  =  1 +  Z +  ^ - χ 2 H---- +  3 +  …，

”=0 〃 ! 2! n !
其收敛半径为R = -f-oo,

对于任意给定的7 6 ( —8 , + 8 ) ,根据泰勒公式知，在 。与 之之间存在久使得余项

(6)

P ( 、—尸  G )
G  +  l ) ! ” (n +  l ) !

n+l —

所以

氏 (7 )1= ----------- χ n+λ
6  +  1)!

‹ 一 •

0 0  I I n+1 I I n +  1
根据正项级数的比值审敛法知，∑  - ^ ―  收敛，因 此 lim ^ ⅛ - =  0 ,又因为当 L 8

„=0 (〃 +  1) ! L X ：(〃十 1) !
时，e g 是常数，所以

l i m e u 1d ≡ r π = 0 ,
∏→∞ ∖∏ 十 1) ! 从而 lim R n ( j ; ) =  0.n→∞
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根据定理2 知，对于一切 i 6 （ 一 8 , + 8 ）,都有森级数（6）收敛于「，即有展开式e” =  W  ■  =  1 +  1 +  7Γ7χ 2  +  … H---- τ∙r ” H----， z  ∈ （-  ∞ , o o ）.
仁〃！ 2! n !

例 2 将函数∕ （z ） =  s ιn x展开成1 的募级数.

解 ∕ （J C ） =  s in jr的各阶导数为

尸"）（7 ）=  sin（z + 釜 ） （〃 = 0 , l , 2 = ∙ ∙ ）.
将 z = 0 代入上式，得 f " ）（0）依次循环地取0, 1, 0 , 一 1, 0 , 1, 0, — 1,
于是得 ∕ （z ） =  s i a z 的麦克劳林级数

容易验证该募级数的收敛半径为K =  + 8 .
对于任意给定的 Z ∈ （- 8 , + 8 ）, 在以 o , z 为端点的区间上应用泰勒公式知，在 0 与 /

之 间 存 在 已 使 得 余 项 。所以
（九 十 1） !

∖ Rn (χ )∖  =

sin(f + ^ φ π )
------------------------- X '1

Cn +  1 ) ↑
V  E 产' (72 + 1 ) ! ,

∣j r  ∣
w ÷ 1

根据例 1 中的证明知 lim 7 ⅛ T Γ  =  ° ，所 以 lim R〃（？）= 0 .于是，根据定理 2 知，对于一切
〃一∖ τι "F 1 / ； 〃f  5z ∈ （- 8 , + x ）,都有募级数（7）收敛于 s ιn z ,即有展开式

中 （一 1）. 2 1  1 3 , 1 5 , 1 （T ）“ 2“十 一s m  = 之 ⑵ 十 1）! 口 = ］—十 + 5 !"  + … 十 （2 :一 ］）丁 十・•・，7 G （ — 8  , 4- X  ）.
由例 1 和例 2,我们不难总结出求函数/ （7 ）的幕级数展开式的一般步骤：1）求出 / （/ ）的各阶导数；2）求出泰勒系数a .；3）写 出 /（了）的泰勒级数.并求出收敛域；4）在收敛域上，证明泰勒公式的余项R 〃（7 ）当〃- 8 时以零为极限.

上述将函数八］）展开成骞级数的方法称为直接展开法,但是，对于一般的函数，求出各

阶导数的表达式，并证明泰勒公式中的余项R 〃（i ）当 l x 时以零为极限都可能十分困难.

因此上述方法不一定能奏效，更不一定简便,根据函数嘉级数展开式的唯一性定理，我们也可

以利用已知的募级数展开式求出一些新的募级数展开式.这种方法称为间接展开法.

例 3 将函数/ （1 ）=  c o s ∕展开成1 的幕级数.

解 因 为

s ι n ' = V3  （2（. --1 ）" 2〃T 1 $ ,  1 ： 4 _  1 （- 1 ”  2〃7 +
1 T Γ J ' = 1  —靖  +  〒 ― … +  （2 ^ υ ^ ! ' r  十….

X  θ （—  8 , + 8 ）,

且（sinz）' =  c o s z ,所以根据幕级数在收敛区间内可以逐项求导，我们得
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Λo 2« j ]
cosx =  √∖ ( -  l ) n 2 ) j =  1 -  — x 2 +  —  JΓ4 +  … +  (― l ) n

〃 =0 ∖ CJ9L / E Lt β * e
(2%)！十

JC ∈ (— 8  ,十 8 ).

例 4 将 函 数 展 开 成 7 的募级数.

解 因 为

------- --- Z ∙z "  = 1 + / + ， + ・・• + /  + ・・・ ( - 1 ≤  j; <  1 ) ,
1 一 才 仁

所以用一丁代替%,得

- -----Q =  2  ( -  1 ) " ∕"  =  1 — /  +  /  +  ・・・ +  ( -  1 )1 2 ” +  … ( - 1 <  JC ≤  1).
1 +  κ ”=()

例 5 将函数 f C r )  =  ln ( l+ N )展开成①的寨级数.

解 因 为 /'(/)= E ，又知

1 = 1  -  N +  J  +  ・・・ +  (­  1 )”/ "  +  ・・・ (― 1 ≤  J; <  1 ) ,

所以

∕ ' ( z )  =  Z (-  1)"*” = 1 - X + JC2 H-------F ( -  ∖ y,x n +  … ( - 1  <  Jr <  1).

上式两边从。到父积分，得
z_  -j xn-l n 2 3 n÷l

/  ( J , ) — ln( 1 +  7 ) = -----------  = x  -  +  +  (-  1)” "• +
Z7 n 2 3 n + 1

( - 1  <  JΓ <  1).
在点才=1 处，上式右端的级数为 ∑  匕 、■二根据莱布尼茨审敛法可知它是收敛的，于是

n≈l n

、心 /_  1 ∖n-l n 2 3 n+1
ln( 1 +  ∙Z ) = ) : --------------- = z   - i- -- F … +  (-  1)” —；- - +  …

7Z7 n 2 3 n +  1
(一1 V ι ≤ l ) .

我们不加证明地给出函数/(力)=  ( l + z ) Y α 为常数)的募级数展开式：

£ 吟二，…(广 〃 +也 ”
M  %!

= 11  十.  αz H. --a-- -(-a -—  1) x  2 +.  … 1l ---a-{--a- ----- -1-)- -∙-∙-∙ (：-α- --—-- -n- --+-- -1-- x) .+ … ,2! n !

且对于任意α ,上式在一l < z < l 内都成立.

容易看出，对于。为正整数〃的情况，这就是二项式定理，故这个展开式可以看成二项式

定理的推广.需要注意的是，对于。不是正整数的情况，这个展开式是一个无穷级数.它的收敛

区间为(- 1 , 1 ) .对于 Z = 土1 时的敛散性,要根据α 的不同值,具体问题具体分析.例如：

当仪=一1 时，有

(1 +  j7 )̂ 1̂ =  - — =  1 —2 + / - + … (―
1 +  J7
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当 α = 一日时，有

1

+  z
1 ---- +

1 ×  3 2
2 X 4 ”

1 × 3⅛ 3  +  1×3× 5×7JΓ4
2 × 4 × β  2 × 4 × β × 8

(一 1 ≤  JC ≤  1).

下面的例子说明，今后可以直接引用上面得到的各募级数展开式，用间接方法求出一些函

数的幕级数展开式.

例 6 将函数 ∕ ( z )  =  s in jrc o s 2 z展开成麦克劳林级数.

解 根据积化和差公式 sinacos∕5 =  - - ( s in (α  + /? )  + s i n ( α - ),得
乙

∕ ( x )  =  sinx  cos2x — (sin3x  -  s i0 τ  ) .

因为 S 3 = 2 ( 2 T ⅛ ! " ,  X ∈ ( - O O , + O O ) ,
所以

∕ ( z ) = <  (sin3z
乙

( - 1 ) "
(2n +  l ) !

( 3 x ) 2 n + 1 - ∣ ∑
/  n≡=0

( - l ) n

(2w +  l ) !
N 2w+1

Γ ( - l ) n

L ( 2 n + 1 ) !
(一 1 )”

(2/2 +  1 )!
^ 2 n + 1) =  ∣ ∑ ( - D π

) 乙 n=≡0

32n+1 — 1
(2n +  1) !

2n+lX

- sin% ) =  y  ∑
/ n≈0

1  G  ( — 8 ,  + 8 ) .

例 7 求函数 In 产的麦克劳林级数展开式.
1 - x

解 因 为
2 3 n÷l

ln ( l  +  x )  = x ---- τ  ̂+  丁 +  …+  ( - 1 ) ” — —  +  ,,, ( -  1 <  1  ≤  1 )，
2 3 n + 1

所以
2 3 ∣∙+1

l n ( l  — x )  =  - x ---- - ------------ - ----------- —  ― ••• ( -  1 ≤  x  <  1).
2 3 n ÷  1

1 ~⅛~ JC
而 h l E  =  l n ( l + ι ) - l n ( l - ∙ r ) , 因此

In 舁 三 = 2x +  ~~x 3 +  +  ~~ ~ η -τ x 2n+1 +  ( -  1 ≤  x  ≤  1).
1 — x  3 2n ÷  1

例 8 求函数 a r c ta m r的麦克劳林级数展开式.

解 因 为

(a rc ta iL r) , = — -- 1 =  1 -  x 2 +  x 4 + , , ,  +  ( -  l ) ax 2n +  ••・ (― 1 <  x  <  1) ♦
l + x 2

所以将等式两边从0 到 x 积分，得

a rc tan j： ~ x  — +  ~ ∙0 ∙a +  ∙∙∙ +  ~~∙7 -7 x 2π+1 +  ( -  1 V  % V  1).
3 5 2n ÷  1

其实可以证明上式在z  =  士1 处也是成立的.

例 9 将 函 数 展 开 成 ］一1 的幕级数・
x  + 4 N + 3



293
§ 4 函数的幕级数展开式

解 我 们 有] =  ] _  _ _ 1 ____________1_____ =  ]_________________ ]∕+ 4 ∙ z  +  3 (x +  1) (x +  3) 2 ( l+ ∙r )  2 ( 3 + ι)  2(2+2 — 1) 2 (4 + z  — 1)=  1_________________ 1_______= }_ 1 1 _ 1 _= 4 (1 + ≡→ ) ^ 8 (1 + ≡ l ) ^  . ― 书 .不

因为

所以

T— — = 1  -  % + 1  +  … +  ( -  1) "  -I---- ---  X  (­  1) ( | J7 | <  1 ) ,
[ 十  N n =  0

— — = 一 — + ( 7 )X - 1  2 \ 2 /
十 2

=  / - > ( 『w≈o 乙1 x — 1 , ∕x  — 1 \4Γ Z ≡ I  ― " ~ τ ~ + ( - τ ~ ∣

---- +  ( -  1) π (.  J -1 ) H-----
( ∣x  - 1 ∣ < 2 ) ,+  ∙∙∙ +  ( - l ) n ( ^ ≡ ^ ) π +•••
( ∖x  — 1 1 <  4 ) .

因此 -1- -------= --1- • ------1---------1 -  --  ■1-------- -----

要使得上式第二个等号右端两个级数的都收敛，应有 ∣ z - l ∣ < 2 ,即一l < ι V 3 .
4 . 5 函数嘉级数展开式的应用

*一、函数的幕级数展开式在近似计算中的应用

例 1 0 求 e 的近似值，要求误差不超过10-3 .
解 因 为 1 1ex = l + x  +  - x 2 +  ∙∙∙H--- τχ n + ∙ ∙ ∙ , χ ∈ ( — oo, + ∞ ) ,2! n !

所以令x  =  l , 得 1 1e =  l  ÷  1 ψ -  +  ∙∙∙ -j- - +  •••.2! n !
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e ^ 2  +  ]  + …十 ] ，
2! n !

其中误差为

R = ----- -------- 1------- --------1----
" ( n + l ) !  (n + 2 ) !

= —— I—— ∣-1 H------ ------- 1-------------------------J-…]
( w + l ) !  L ( n + 2 )  ( n + 2 ) ( w + 3 )  J

≤  —— -—— Γ1 H—— -—— F 2 ------- p +  ...
( n + l ) !  L n +  1 ¼  +  l ∕  J

= 1 1  1 . 7/ +  1 =  1
(九 +  1)! 1 (7 7+ 1) ! n n ∙ n∖*

1 ~ Γ Γ i

取〃 = 6 ,则有

R β = ― --  = —1— <
6 6X 6! 4 320 1 000,

所以

e 2 |-------1------ 1-------1-------1---- 2. 718,
2! 3! 4! 5! 1 6!

其中误差不超过10「

例 1 1 计算 √ 2 4 5 的近似值，要求误差不超过10-4 .
解 因 为

工
√245 = √ 3 3 + 2  = 3 ×  (1 + 京 厂 ，

所以利用(l + ι ) ° 的募级数展开式，得

√245 = 3  ×  [l +  ∣ X ⅛  +  ^ × ∣ × ( ∣ - l ) x  ( ^ )

注意到上式右端的级数从第2 项起构成交错级数，且满足莱布尼茨审敛法的条件,所以若

用上式右端前2 项作为女的近似值,则误差 R ?满足

22 1 / 1 \
1 2 , 2 !×  2432 5 ∖5 ∣

92 4
≤  3 X ---------- 7 X — l .β ×  10-3 <  10^1.

2 !×  2432 25
故

y∏ 5 ^ 3 ×  (l +  y  X =  3, 004 94,

其中误差不超过1。7 .
例 1 2 计算定积分「但 反 的 近 似 值 ，要求误差不超过10一.
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解 由于函数出匕的原函数不是初等函数，故不能用我们所学过的积分法求出其原
x

函数，进而用牛顿-莱布尼茨公式求出此定积分的值.但是，我们可以应用塞级数求此定积

分的近似值.

因为

sinx = N  -  —TJE3 +  之 ∙r ° +  *** +  —> ∕"+∣ +  ∙ ∙ ∙, x  G (一 °°» -F ∞ ) ，
3! 5! (2n + 1 ) !

所以

=  1 -  ^ - χ 2 +  ^ - JC4 H------ F ^ T ∖ l χ 2 n  +  …' x  ∈ ( -  8 , o )  U (0, +  8 ).
x  3! 5! (2n ÷  1 ) !

上式在κ ≠ 0 时成立, x = 0 是维的可去间断点，只要补充其函数值为1 ,则新函数在区
x

间［0 ,1 ］上连续.此新函数仍记为婚，根据逐项积分公式，得
x

工 等 & = ( " 一 焉  ∕ + ⅛ r s - τ ⅛ r 7 + …) I：

η=1  — ----1- ---  -4-1  ..1. . . .... ........1....-4― •••
3 × 3 !  5 × 5 !  7 × 7 !  *

这是一个满足莱布尼茨审敛法条件的交错级数，所以若用此交错级数的前6 项作为定积

分 「晅 d x 的近似值，此时的误差氏6 满足
J 0 X

艮 ∣T  一 击  + * 一 T ≤ 7 ⅛ < ° ∙ ° ° ° ° 2 8  4 V 1 O T .

因此

f1 siiLr . r 1 . 1 c c -  r
J o --

3
-
c
- --d r  心 1 - 3  τXς 3w ；  +5  +X 5̂ ! i∙= 0 .  946 1,

其中误差不超过10—4.

二、欧拉公式
OO

事实上，可以把幕级数 中的变量之推广到复变量2 = ］+ i 3√ 7 ~ 为实变量)，对

应 的 嘉 级 数 为 相 应 地 ，指数函数- 的箱级数展开式可以推广为
n =  0

e = l  +  z +  ∣τ  +  ∣y +  ∙ ∙ ∙ + B  +  ∙∙∙∙

特别地，对于 Z =  D ，有

- +  W 辿 + 小 … +
） 2! 3! 4!

-I : 1 2 ・ 1 3 । 1 4 ： 1 5= ι  +  u 一万y _ 1 ^  + r p z + 1 ^

管 +  .・.

= （一 .  +  / i ・） +  i Q _
3 5

y _ j , y _______
57
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根据 s i n z , c o s ∕的幕级数展开式，容易知道

e,y =  cosy +  isinjz.
用 I 代换 )，就得到下面的欧拉(Euler)公式：

elx =  cosx +  isinx.
因此，对于 z = α  +  iS (。4 为实数)，有

ett+φ = e β ∙ elβ =  eβ (cos/? +  isir⅛9).
欧拉公式使得在复数范围指数函数和三角函数之间建立了联系.

习 题 6-4

1 . 将下列函数展开成1 的箱级数，并求幕级数展开式成立的区间：

jr 2
( 1 ) - —— (2) e - j  ； (3) COS2JΓ5 (4) ln (3 + z ) .

1 - χ

2 . 将函数 ∕C r )  =  - τ ^ ~ z τ 展开成 r + 4 的塞级数.
x 十3 z十2

* 3 .利用函数的塞级数展开式求下列各数的近似值：

(1) &  (误差不超过0. 001)； (2) cos2° (误差不超过0, 000 1).

* 4 .利用函数的塞级数展开式求定积分「 ar q ay .  的误差不超过0. 0 0 1的近
Jo X

似值.

§ 5 傅里叶级数

5 . 1 三角级数和三角函数系的正交性

在自然界和工程技术中，经常出现周期现象.周期函数就是描述周期现象的.最简单的周

期现象就是简谐振动，它可以用正弦函数来描述,一个自然的问题是：对于一个复杂的周期运

动，能否分解成简谐振动的叠加？反映到数学上，这就是：一个复杂的周期函数，能否展开成

由正弦函数和余弦函数构成的三角级数？为了讨论这个问题，我们先介绍相关的概念.

我们称形如

-  +  2 (Q “ cosnjc +  bn sin∏jc )
2 ∏=ι

的函数项级数为三角级数，称 ｛1, cosx , sinx , cos2z , sin2x , …，cosnx , s innx，…｝为三角函

数系.

下面介绍三角函数系的正交性.

所谓三角函数系的正交性,是指三角函数系中每个函数的平方在区间［一π ,π ］上的积分

都大于零，而每两个不同的函数的乘积在区间［一 π , 4 上的积分都等于零，即

12 dx =  2π,
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cos2 njr Λx =
一五

、 1 ÷  COS2ΠJC J  r i o 、------- -------- d r  = π  {n = 1 , Z , ∙ ∙ ∙ ) ,
一只 /

sin 2 ∏jr d j ; =
,π 1 — COS2TLZ

2
d x  = π  (n =  1 , 2 , ∙ ∙ ∙ ) ，

1 ・ c o sτ ιzd ι = - s i n n x
n

= 0  (π = 1 , 2 , ∙ ∙ ∙ ) ,

1 ・ s in ^ d r r  = - - ∞ s n x
n

= 0  (九= 1 ,2 , …)，

1 Γπ
COS77JC sinmj; djr = - -

U

(s in (n  + m } χ  — sin(w - m ) x ) d j c  = 0  (w ,m  =  1 ,2 , • • • ) ,

cos%zcosmNCLZ = 0  (% =  1，2 , •••,且 n ≠  w ) >

sinwjr sinmjrdj7 =  0 ( % , z n = l , 2 , ∙ ∙ ∙ ,且〃 丰 π ι ) .

5 . 2 函数展开成傅里叶级数

设 “力)是以2 π 为周期的函数，且能展开成三角级数，即
co

f  ( z  ) =  -y  +  W  (α n co sn τ +  b n sinnj?) .
2 〃=i

(1)

自然要问：系数 Q 0 , α ，加 " 2 ,…与函数 ∕ ( N ) 之间存在着怎样的关系？即能否由函数

/、(])得到这些系数呢？

为此，我们假设在(1 )式两边可以从一π 到 π 逐项积分，得

f ( x ) d x  =
J 一贯 J  - π

根据三角函数系的正交性，立得

⅛  +
乙

% COSTZZCLZ +  b n sinτz%d% ) .

∕ ( ∙ r ) d z  =
—π

a o i o 。 9— α^∙ = ­  ∙ 2 π = α o 冗,
乙 u

所以

a Q =  — f ( x ) d x .
n J - π

再在(1 )式两边乘以cosnx (% =  1 , 2 , …)，然后从一π 到 π 逐项积分，得

/ ( z ) c o s z t z d z  =
- π

cos 九 z  d r

cosAz cos〃z  d z  +  b k si∏Λz cos??1 d2
—π

(n =  1 ,2  , …).

根据三角函数系的正交性知，上式右端除心 cos2 n τ d ^  = a n π (n  = 1 , 2 , ・・・)外，其余各项积分
一π

均为零，故

a ” = ∕( j 7 ) c 0 s n τ d x  ( % = 1 ,2 , ∙ ∙ ∙ ) .

类似地，可以得到
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bn = ——
冗

 
J 一〃

∕ ( x  )sinnx dx

总结以上的结果，我们得到如下一组公式：

a 0 = 一 ∕ ( z ) d ∙ r  ,
兀J 一*

(n = 1 ,2 , ∙ ∙ ∙ ) .

f  (z  )cosm  d r Cn =  1 ,2 , …)，

bn = 一 ∕ ( x  )sin∏jr djr
冗J 一常 (〃 = 1 ,2 , ∙ ∙ ∙ ) .

我们称这组公式为欧拉-傅里叶(EuIer∙Fourieι∙)公式.

若欧拉-傅里叶公式中的积分都存在,则称由这组公式确定的系数α
函数/(/)的傅里叶系数.将这些系数代入(1)式右端所得的三角级数

?  +  ^ 2 c θsnx +  b„ sinner )
Z n = 1

0，Q］, 仇 …为

= ；］ ∕(□ s)d x  +  2  (~^J f  (n )cos7izclr ) c o s y  + simzz

叫作函数f ( z ) 的傅里叶级数.

一个以 2 π为周期的函数，只要它在区间［一π , 4 上可积，就能用欧拉-傅里叶公式确定它

的傅里叶系数a 0 , a 1 h  9a 2 ,与，…，从而确定它的傅里叶级数.问题是：∕ ( z ) 的傅里叶级数收

敛吗？若收敛，是否收敛到了殳)？我们不加证明地介绍下面的重要定理.

狄利克雷(Dirichlet)收敛定理 设 了(/)是以 2 π 为周期的函数,如果它满足：

( i ) 在一个周期内连续或者只有有限个第一类间断点；

( i i ) 在一个周期内至多有有限个极值点，

则 f  (% )的傅里叶级数在区间(一8, + 8 ) 内收敛，且

1 ) 当 z 是/(/)的连续点时，该傅里叶级数收敛于/(才)；

2 ) 当工是 ∕C r )的间断点时，该傅里叶级数收敛于^ ( ∕ ( ∙ r - 0 ) + ∕ ( z + 0 ) ) ,其 中 —

f  (N + 0 )分别是/ (7 )在点 1 处的左、右极限.

根据上述定理容易得出，在点7 =  ± π  +  2笈π α = 0 , ± l , 土2 ,…)处，满足该定理条件的函

数 ”/)的傅里叶级数收敛于y ( ∕ ( - π  +  0 ) + ∕ ( π - 0 ) ) .

从上面的定理可以看出，若函数/(“)连续且以2 π为周期，则 ∕ ( z ) 的傅里叶级数必收敛

于 "了 )，即 ∕C r ) 可以展开成傅里叶级数.可见，函数 ∕ ( ι ) 能展开成傅里叶级数的条件比能

展开成基级数的条件要弱得多，这使得傅里叶级数得到广泛的应用.

例 1 设〃才)是周期为2兀的函数，它在区间［- π , π ) 上的表达式为

∕ ( z  ) =
0, —π ≤  τ  <  0,

0 ≤  1 V  π,

将 f ( z ) 展开成傅里叶级数.

解 所给的函数 f ( z ) 满足狄利克雷收敛定理的条件，且它只在点7 = 为冗@=0 ,± 1 ,
土2 ,…)处不连续，在其他点处均连续，根据狄利克雷收敛定理知了(才)的傅里叶级数收敛，且
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当 z  =  士π + 2 % π & = 0 ,± l ,± 2 ,…)时，该傅里叶级数收敛于

- J - ( ∕ ( - π  +  O ) + ∕( π - O ) )  = ~ ( 0  +  l)
z√ 乙 乙

当 z  =  2 A π & = 0 ,± l ,土2 ,…)时,该傅里叶级数收敛于

^ - ( ∕ ( O - O ) + ∕( O  +  O ))= 鼻  +  1 ) = ＜ ；
乙 乙 乙

当 1 K 2 π 时,该傅里叶级数收敛于 ∕ ( x ) . 该傅里叶级数的和函数的图形如图6-1所示.

图 6-1

ŷ

• e —() • • • •
—2π —π O π 2π 3π 4π *

下面计算“二)的傅里叶系数:

α0 = - ∫π

7t J - π
∕ ( x ) d r  =  [ d z = l ,

7C J 0

a n = 一 ∕( jc )c o sn x d x  = — cosnx dx
冗 J 一大 穴 J 0

= —— sinnx = 0  (n =  1 ,2 , ∙ ∙ ∙ ) ,nπ Io

= 一 ∕(x )s in n x d jc  =
冗J - πbn sin九2 dx = 一

1--- COS72Xnπ

=  - (cosnπ -  1) =  - [ ( — l ) n -  1]nπ nπ
0,
2

⑵ 一  l ) π

九= 24,

n = 2k -  1
(k  = 1 ,2 ,…).

因此，f  (%)的傅里叶级数展开式为

∕ ⅛ ) = y  +  ∑
乙 n≈ 1

(α „ cosnx +  bn sinnx )

= ­ H---- sinx +  — sin3jc ÷  •・• +  - ----- - sin(2Λ ­  l ) ι  +  •••2 π 3π (2Λ — l)π
(—8  〈 力 V +  8 ；力 ≠  0 , ± π ,  ± 2 π ,…).

上例中的函数是矩形波的一种波形函数，它的傅里叶级数展开式说明这种矩形波是由常

数 V 和一系列正弦波叠加而成的，它在通信中有重要的应用.

例 2 设 f  (%)是以 2 π为周期的函数，它在区间［- π , π ) 上的表达式为
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∕ ( JC) =
X ，

0 ,
一 π ≤  a: V O ,
0 ≤  x <  π,

求 ，(])的傅里叶级数展开式.

解 容易看出 ∕G r ) 满足狄利克雷收敛定理的条件，且它在 1X (2A  +  l ) τ r α = 0 , ± l ,
± 2 , …)时处处连续，点 R = ( 2万+ 1 )武％=0 , ± 1 , ± 2 「・・)为它的第一类间断点，因此它的傅

里叶级数在点2 =  (2人+1)兀 @= 0 , ± 1 , ± 2 「・)处收敛于

1 ] 文
—( ∕ ( - π  +  0) + ∕ ( π - 0 ) )  = - ( - π  +  0)

/  U  U

在 ιW (2% + l)π (为= 0 , ± l , ± 2 , …)时收敛于/包).该傅里叶级数的和函数的图形如图6-2所示.

下面计算 f ( z ) 的傅里叶系数:

∕ ( x ) d x  =  - f ι d z = L
π J - π π J - π π

X
~2

π
~2

a n = ­  f  (uc)cosnx dx =
n J - A

x  cosnx dx = xd(sinnjc)

= - ( x s i n n x
n π x

I -  f sinnxdx ) =  ­  ∙ — cosnx I = - 4 - ( 1  -  cosnπ)
I - π J —π TITt 71 I -ic 72 文

0 , % =  2,4,6,…，
= W ~[l — (— 1)"[ = γ 2

j ι 2 it
n π n = 1 ,3 ,5 , ∙ ∙ ∙ ,

bn = 一 ∕( x ) s in n x d x  = — x  sinnx dx
冗J 一式 7t J 一贯

x d (c o s n x )= ----- ( .
九π ,xcosnx -  cosnx dx

' I -π J r

= ----- [ π ( -  l ) n ]nπ
( - l ) rt+1

(n = 1 , 2 , …)・n
所以 " ( z ) 的傅里叶级数展开式为

∞
f  ( z )  = y  +  ∑ U n cosnx +  bn sinnx )

= 一二 十 —cosx +  sinx +  (— sin2x +  上 cos3z +  4^sin3x +  ∙∙∙
4 π ∖ 2 / 9π 3
( - o o  ≤  x < +  ∞ ,x  ≠ ±  π , ±  3π, ±  5 π ,∙∙ ∙) .

例3 将函数 f ( z ) = z , z ∈[ — π ,π )展开成傅里叶级数.
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解 " z ）只在区间［一冗,心上有定义，我们可以将其延拓成区间（一8 ，+ 8 ）上以 2 π 为

周期的函数（这称为对/ （% ）做周期性延拓），则延拓后的函数在（-  8 ,  十 8）上有定义，除点

ι  =  ± π , ± 3 冗,士5 π ,…外处处连续（图 6-3）. 因此,此函数的傅里叶级数在区间（一π ,π ）内处处

收敛于 f  （% ）,在点 2 =  士冗处收敛于

下 面 计 算 的 傅 里 叶 系 数 :

∕( z )d % zd x  =  0,

Q” =

π

∕( z ) c o s % z < lr= — xcosnxAx  = 0  (n =  1 ,2 , ∙∙∙) ?7Γ J -κ

a 。J 「

bn = 一 ∕(x)sinnxd□ 7 =
π J - π

| d i ) = — Z
nπ xcosnx

x  sin∏x d r sinnx dx

COSΠJ7 dx )
nπ√ o
2 2

= ------ (πcosτzπ) =  (— l ) n+1 —— (∏ =  1 ,2 , ∙∙∙).
nπ n

所以，f ( z ) 的傅里叶级数展开式为

a θ ：、 (一 ] )”+1 . 2
∕ ( x )  = — +  >  ( a n cosnx +  bn sinn□7) =  ' ----------------sinm

2 n=l n=l 九

= 2sinj; — sin2x 4- - s in 3 x— —sin4x +  ∙ ∙ ∙ , x  ∈ （― π ,π ）.
O 乙

注意到了（2 ）在区间（一人,冗）上是奇函数，因此它的傅里叶级数中余弦项的系数（包括 Q。
在内）都为零，从而其傅里叶级数中只出现正弦项.我们称这样的傅里叶级数为正弦级数.

例 4 求函数〃 2 ）=  g s i n ι 的傅里叶级数展开式.
4

解 显然，函数 “ z ）=  j ∙ s i n z 在区间（- 8 , + 8 ）上有定义，处处连续（图 6-4）, 且以
4

2立为周期.根据狄利克雷收敛定理，它的傅里叶级数在（一8, + 8 ）上处处收敛于它本身.

下面计算” 1 ）的傅里叶系数：

∕ （z ）d z = U  | - ∙s in x  d% = + J  ∣ sirκr ∣ dτ =  sinjcdjc = — ,
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1  y=fM
Γ V ' T Ψ ∖

-2π -π  O π 2π x

图 6-4

CLn = ~ f  ∕( %  ) COS" RCLT = U  | sinx ∣ cosnx drr =  J  sinj： cosnx d r

= A J  ⅛  3 由(九 +  1)% — sin(n — l ) x ]  dx

= ­  s in (九 +  l ) x  d r  — —  sin(n — l ) ι c l r  (n =  1 , 2 , ∙ ∙ ∙ ).
4 π Jo 4πJ o

当行= 1 时，

α 1 =  —  si∏2jτ dz  —
4πJ o

当 n ≥ 2 时，

s i n 0 z d z = 4 J  s in 2 ιd (2 α  ) = 2 (一cos2z ) ∣ ： = 0 ；

a n = = τ -∣ sin(n +  l ) x d x  -  - - |4πJ o 4πJo sin(τz — 1)% dz

__1_
4π

cos(n +  l ) j :
n 十 1
1

cos(τz — 1) J7
(n = 2 , 3 , …)

0 n — 1

n =  2k ,
[(2 K) 2 — 1] π

0,
(% = 1 , 2 , ∙ ∙ ∙ ) .

九= 2 4 +  1

b n =
∕ ( j r  ) sinnj： d r  =  ∏  ∣ sinjr ∣ sinner dz =  0

(n =  1 , 2 , ∙ ∙ ∙ ) .

所以 " G r ）的傅里叶级数展开式为
1 8- l y
江 W  4 /  - I

COS2ΠJC 1 / 1  1 1 1= —— I —------ - COSZJC — — COS4JC — — cosojr — …
π '  2 3 15 35

1  ∈ （— 8 ,  + 8 ） .

注意到例4 中 ∕ （z ）是偶函数，因此它的傅里叶级数中正弦项的系数都等于零.此外，该傅

里叶级数的余弦项中奇数项系数也都等于零.所以，上式第二个等号右端的傅里叶级数就是只

含有偶数项的余弦级数.

例 5 将函数

∕ ( JC) =
X , 一 π ≤  z  V  0 ,

0 ≤  x <  π

展开成傅里叶级数.

解 与例 3、例 4 的情况类似，我们可以将/ （7 ）延拓成区间（一8 , + 8 ）上以 2 π 为周期

的函数，则延拓后的函数在（- 8 , + 8 ）上有定义，且处处连续（图 6-5）. 根据狄利克雷收敛定理

知，延拓后的函数的傅里叶级数处处收敛于它本身，从而在区间［- π , π ）上处处收敛于了包）.

下面计算 f （z ）的傅里叶系数：
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y≈fM

图 6-5

因 f (Z )为偶函数，故 。” = 0 (〃 =  1 ,2 ,…)；而

a 。」 ]”
7C J ―贝

∕( j r ) d j r  =  ­ f x d x  = π ,

a ” =

2

∕ ( JΓ )cos∏Λ7 djr = COS72JC AJC =
nπJ()

jr d(sinnx )

nπ
xsim iz ! -  J  sin∏jrdz

fθ, n = 2 ,4 ,6 ,…，

π 0

0

' n π
=  - f - 1 ( - 1)” — 1]

o n π

~4~9 〃= 1 ,3 ,5 ，….
n π

所以，∕ ( ι ) 的傅里叶级数展开式为

∕ ( z ) =  -̂ --------2 π
1 1

cosjr +  —cos3τ +  … H-------------- 5̂COS(2% — 1)丁 +  …
_ 9 ⑵ 一  I / (―π ≤  z  <  π).

利用这个展开式可以求出几个特殊数项级数的和.当7 = 0 时 J ( 0 ) = 0 ,于是由这个展开

式得出

一  (1 + 1 . 1 , = 0 ,

故 1 , 1 . 1 , π2
ι + 1 + b  … = 0

设

o = ι + X + * + …， * = ] + * + * + … =⅛^

σ2
1 . 1 . 1 .  . 1 I/+ /+ 1 + ,・・= ]] 1 +  F  +  F  +  '"

1
I j

因 为 + 耍 从 而 一 言 + 卜 , 所 以

1 . 1 , 1 , 1 , V  1 兀 2
。= 1 +  7  +  ]  + 招 +  … =  A ∕ = τ

i l l V " i  1 宿

令 * = ] 一 "  + !一
…，则

= %  ― %
2π

~8
π2

24 / 即 E (一

n
1

2

尸
 1

π
2
2

,
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* 5 . 3 正弦级数和余弦级数

在上一小节已经看出，如果八 1 ) 是以 2 π 为周期的奇函数，则其傅里叶级数展开式

是正弦级数，其傅里叶系数必为

a ” = 0 ,  n = 0 ,1 ,2 , ∙ ∙ ∙ ,
5 2 「 . (2)

bn = ­  f  (x )sinnxdx  , n =  1 , 2 , ∙ ∙ ∙；
n J o

如果”了)是以 2 π为周期的偶函数，则其傅里叶级数展开式是余弦级数，其傅里叶系数

必为

瓦 = 0 ,  n …，

< 2 fπ (3)
a n ==— f  (x )co sn x d r  y n = 0 ,1 ,2 ,∙∙ ∙ .
、 久 J o

在实际应用中，有时还需要把定义在区间［0 ,π ］上的某个函数f ( z ) 展开成正弦级数

或余弦级数.我们的做法是：对［0 ,π ］上的函数/(%)做奇延拓或偶延拓，即补充它在区间

［一π ,0 )上的定义,从而得到定义在区间［- π , π ］上的 F ( ］)，它是奇函数或偶函数，可将

其展开成正弦级数或余弦级数，而限制在［O f ］上就有F ( z ) = f ( z ) ,于是得到 f ( z ) 的
正弦级数展开式或余弦级数展开式.

例 6 将函数 f ( z ) = ］ +  l ( 0 ≤ z ≤ π )展开成正弦级数和余弦级数.

解 先求 f  O r)的正弦级数展开式.为此，先对 / G ) 进行奇延拓，再如例 3 和例 5 —
样进行周期延拓(图6-6).延拓后的函数当“力 标 & = 0 , ± 1 ,士2产・)时处处连续，在点

z= % π ( 4 = O ,± l ,  士 2 ,…)处有第一类间断点，所以其傅里叶级数在区间(0 ,心上收敛于

f  (］) ,在点 x = 0 处收敛于

1 1
+ ［/ (0 +  0) + (—" 0  +  0))］= 3 (1 - 1 ) = 0 ，

在点x =  π 处收敛于

图 6-6

下面根据公式(2 )计 算 的 正 弦 级 数 的 系 数 :
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π Jo
/ ( x ) s in n τ djc =  ­ ∣ ( z  +  l)sin% ∙rdx = (x  +  l)d (c o s n x  )

2
n π

= -------(7  +  l)c o s n x
n π  L

(π  +  1) cos "  π -  1 — — sinnj?
n I：]

9
= — [ l - ( - l ) n ( π + l ) ] = - !

n π

2
π

π +  2
n

九 = 1 , 3 , 5 ,

2
n

n = 2 , 4 , 6 , … .

于是，得到 ∕ （N ）的正弦级数展开式

∕ ( z ) = ~
π

(π  +  2 )s ia z  — —si∏2x -+
乙

π-γ--sin3jr — ‰ in 4 x  +  ・・・ (0 <  x  <C π ) .

再求 / G ）的余弦级数展开式.为此，对 ∕ C r ）进行偶延拓，再进行周期延拓（图 6-7）,

则延拓后的函数在区间（- 8 , + 8 ）上处处连续，所以其余弦级数在区间［0 ,π ］上处处收

敛于/ （，）.

下面根据公式（3）计算 f  C z）的余弦级数的系数:

T 「π
f ( x ) d x  = 2 [  (∙r +  l ) d r  =  — (-∣-x 2 + N ) ∣

0

= —̂ ( v π 2  + π )  =  π +  2 ,

π J o0
∕ ( x ) c o s n x  dx  =  ­ J (x  +  l)cos∏ jrdx

= ­ [ (x  +  l ) d ( s i n n x ) = —
nτtJ o nτt

+  1) sinnx | -  ∣ sinnxdjr^j

2
= -r-c Q sn x

n τ t

« 9
=  - y - [ (  -  l ) w — 1 ] =<

o n π

) , n = l , 3 , 5 , ∙ ∙ ∙ ,
n π

0 , n =  2 , 4 , 6 , … .

于是，得到八 1 ）的余弦级数展开式

∕ ( x ) =
4 1-y +  1 ] -------[cosx H— ∙̂COS3R  H— 1̂cos5x +

2 ∙ τπr ' 33"'  55
… ) (0 ≤  x  ≤  π ) .
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习 题 6-5

1 . 将下列以2 π 为周期的函数展开成傅里叶级数,这里仅给出它们在一个周期上的表达式:

(1 ) ∕ ( x ) = x  +  l  ( —π ≤ x ≤ π ) ；

⑵ … ∣[20,,

[0,
(3 ) ∕ ( x )  =

lx 9

一π ≤ r c < 0 ,

0 ≤ z < π ι

~ π ≤ j r ≤ O ,

0 ≤ ∙ r  V π .

* 2 . 将函数 ∕ （z ）= ] （0 ≤ 文≤ π ）展开成正弦级数和余弦级数.

无穷级数内容小结

无穷级数是表示函数、研究函数及进行数值计算的一个有力工具，在实际应用中具有重要

的作用.本章主要包括三部分：数项级数、塞级数和傅里叶级数.

一、数项级数

1 . 数项级数收敛的定义

给 定 级 数 称
« =  1

S ” =  "∑ U k = 〃 1  + 〃 2  H ---------V u n
k ≈ ∖

为它的第〃个部分和，称 ”，力，…，5〃，…为它的部分和数列.如果该部分和数列有极限，即存
O© 8

在常数S ,使得 S =  lim s ”，则称级数 ∑ u n 收敛，并称 5 为该级数的和，记为 s =  否则，若
L 8  h  =  ] n = l

该部分和数列无极限（包括无穷大），则称该级数发散.

2 . 数项级数的基本性质
■ 8  8  .

性质 1 设 C 是任意非零常数，则 级 数 和 ∑ C U Π 的敛散性相同，且当收敛时，有
n =  1 n == I

8  OO

∑ C u fl = C ∑ u r, t
« =≈ 1 w =  1

CXJ ∞  ∞

性质2 如果级数3 % , ∑ % 分别收敛于s w ，则 级 数 士 乙）也收敛，且其和为5士。.
〃 = 1 υ =  l w =  1

性质 3 在级数中去掉、.增加或改变有限项，其敛散性不变.

性质 4 收敛级数任意加括号所得的级数仍收敛，且其和不变.

3 . 级数收敛的必要条件

若级数 收敛，则必有 lιm w ,j = 0 .
〃 = 1

4 . 两个重要级数及其敛散性

1 ) 几何级数： = a  + α q  -∖ -aq2 H-----÷  a q n~l H------ ( Q ≠  0 ).
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当 切 〈1 时，该级数收敛，其和为# - ；
1—q

当 切 》1 时，该级数发散.

j ] ] 1
2） ρ 级数：∑  -  =  1 +  — +  — H----F — ÷ - （P >  0）.

n=ι n p cv 3 ' n

当 p> ∖ 时,该级数收敛；当 ∕> ≤ 1 时,该级数发散.

当 p =  ∖ 时，该级数为 £  L  =  l +  [  +  !  + … +  1  +  ・・•，称之为调和级数，它是一个发

M  九 2 3 n

散级数.

5 . 正项级数的审敛法

8

若对于一切正整数〃，都有〃”》0 ,则称级数 »氏为正项级数 .

判别正项级数敛散性的主要方法如下：

1）比较审敛法 设 和 S > ”都是正项级数,且〃”≤ % "  =  1 ,2 ,…）. 若级数 £ %

n≈l τι =  l 〃 =  1

8  8  8

收敛，则级数 0 U n 收敛;若级数 ∑ w ,,发散，则 级 数 发 散 .
n =  l n =≈ 1 m =  l

OO OO

2）比较审敛法的极限形式 设 和 2 X  都是正项级数 .如果 lim - -Z  （0 < Z <
""": w〃 = 1  n == 1 

→∞ y
wn

+ - ）,则 级 数 和 同 时 收 敛 或 发 散 .
n ≈ l  n =  1

OO

3）比值审敛法 若 正 项 级 数 的 后 项 与 前 项 之 比 的 极 限 等 于 P ，即 l ι m 3  =  p ,则
n = l U n

当 ° < 1 时，该级数收敛；当 p > l （包括 p =  + 8 ）时,该级数发散；当 p =  ι 时，该级数可能收敛,

也可能发散.

4）根值审敛法 若正项级数 ∑ u π 的一般项〃”的 〃 次 方 根 / 7 ；的极限等于 p , 即
n =≈ 1

lim * 7 Γ = p ,则当 p V l 时,该级数收敛；当 p > l （包括 p =  + 8 ）时，该级数发散；当 p =  i 时,
n -A J

该级数可能收敛,也可能发散.

6 . 交错级数的莱布尼茨审敛法

∞  OO

设 =  …），称级数 3 （一 1）1 〃” 和 为交错级数.它们具有相同
n ≈ l  n ≈ l

的敛散性.
OO

莱布尼茨审敛法 设 ∑ （- l ）w- 1u π 为交错级数.如果心满足：
n =  1

1）对于一切正整数叫都有Wn÷1≤ U π ;
2） lim un = 0 ,

则级数 ∑ （~  D rt̂ 1Un 收敛，且其和 S ≤ " ] .
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7 . 级数的绝对收敛和条件收敛
8  8

如果级数∑  收敛，则称级数∑ w n 绝对收敛.绝对收敛的级数必收敛.如果级数
n - 1 〃 =  1

a  c<- 8

收敛，而级数∑ 卜〃"发散，则称级数∑ u z, 条件收敛.
π s= I w ≈≡ 1 ∏ ≈  1

二、幕级数

1 . 幕级数的收敛半径、收敛区间和收敛域

1）幕级数的收敛半径和收敛区间：

对于任意一个褰级数 ∑̂j a nx
n ，都存在一个常数R  （0 ≤ R ≤  +  8 ）,使得对于一切b  I V R  ,

» ≡=0
8 CO

级数£ > 小”都绝对收敛；而当b l > R 时，级数 ∑ α πτ n 发散.称R 为该骞级数的收敛半径；
n =  0 n = 0

若 R > 0 ,则称开区间（—R , R ）为该基级数的收敛区间.当该塞级数只在点z = 0 处收敛时，

1^= 0；当对于一切入该幕级数都收敛时,1? =  + 8 .

2）幕级数的收敛半径、收敛区间和收敛域的求法：

对于骞级数 g α ∕ ” ,如 果 1叫 希 〒 = p ,则当 0 < p V  +  8 时 ^  = " ；当‘ = 0 时 ,R  =

+ 8 ; 当 p =  + 8  时 ,R = 0 .

求出收敛半径R 后，若 R > 0 ,则收敛区间为（- R ,R ）. 再分别用1 = R ,Z  =  - R 代人该

事级数，讨论该寨级数在区间端点处的敛散性，从而求出该孱级数的收敛域.

2 . 零级数的性质

性质5 （和函数连续性） 设 幕 级 数 的 收 敛 半 径 为 R （0 V R ≤  +  8 ） , 则其和函数
π =  0

s （z ）在区间（—R ,R ）内连续.如果该塞级数在点z = R （或一H ）处收敛，则和函数s （z ）在区间

（―R ,R ］（或［―R ,R ））上连续.

性质 6 （逐项积分） 设 幕 级 数 £>“工"的收敛半径为R （0 V R ≤ + 8 ）,则其和函数s （z ）

M≈∙0
在区间（- R ,R ）内可积；对于一切z ∈（- R , R ）,有逐项积分公式

［« ）* = / ：（& 小 = 与 ［… = 与 黑 ” ，

且逐项积分后所得的幕级数 ∑  与原幕级数∑ α nx n 有相同的收敛半径.

性质7 （逐项求导） 设 幕 级 数 £>”广的收敛半径为R （0 V R ≤  +  8 ） , 则其和函数s （z ）

〃 = 0

在（一R ,R ）内可导;对于一切z ∈（一R ,R ）,有逐项求导公式

/  g  \  / 8  OO
5。 ） =  （ y y

la nx
n ） =  =  ̂ 1na nx

n''x ,
' n = 0  /  n≈s0 n ≈  1

且逐项求导后所得的募级数t > α M " T 与 原 塞 级 数 有 相 同 的 收 敛 半 径 .

n ≡ 1 n≈Q

应用性质6 和性质7 可以求出一些得级数的和函数.
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3 . 函数的幕级数展开式

设函数/(/)在点Z。附近有任意阶导数，则称幕级数

∕ ( j 7 0 ) +  /  (10 ) (才一 7o ) H---- —— (JT — JT0 ) 十 … 十------- ； (7 —1 。) 十 …Z! n !
f (n) ( jc )

为 ∕ ( ι ) 在点 7 。处的泰勒级数，并称 a n =~— 一 (勿 = 0 ,1 ,2 ,…)为 /(%)在点 ]。处的泰勒

系数.特别地，当人 = 0 时，称塞级数

/ (0) + / (0 )̂ + + … + u ■詈 7 〃+ …
2 ! n !

f(n) (0)
为 /(])的麦克劳林级数，并 称 即 =4 以 为 f ( z ) 的麦克劳林系数.

幕级数展开式的唯一性定理如果函数/ ( % )在点工。的一个邻域内可以展开成幕级

数，即

f ( χ )=  X 。”(7 — x 0 y ,
n≈Q

则其系数必为

(〃=。，],2 " ・・).
∏ !

根据此定理可知，如果函数” z ) 在点项的某个邻域内能展开成幕级数，则该塞级数必

为 / 1 ) 在点 1 。处的泰勒级数.

4 . 几个常用函数的氟级数展开式

e) =  - - = 1~∖~ X J Γ ~ JC2 +  ∙∙∙H 7∙r " + …， —o o ≤Λ'*≤ +  o ° ;
念;刀! 2! ∏!

sirtr =
n = 0
∞

( - l ) n
------------ 7
(2n +  l ) !

2n + l _  1 3 I I

—X ^  T7, τ 十 ••・叶3 !
( ~ l ) n

(2n +  1) !∖r 2π+1 H- ・・・， —∞ < JC<  + ∞5

COSX= W (― 1)"
n =≈0

2n 1 1 2〃
- Ξ—  =  ] ----- 1 2 -∣— jc 4 4- ∙∙∙ 4-  ( -  1 ) π ———
(2n)! 2! 丁4! (2n )! —o o < j r < 4 -o o ,

I n ( l + ι ) =  £
Λ= 1

2 3 4
x ~~2~ i r ~j- ] + • • • ， -  l < ι ≤ l  ；

1
1 - x

1
1 + JΓ

》: ∙z" =  1+  1 + ― + / +  ・•・+% ”+ ・・・， —I V z V l；
n≈0

>  (― l ) nJ7π -  ∖ -χ-∖ -χ2 -  J7 3 +  ,•• +  ( - l ) πx w + •••, -  1≤JΓ≤1 ；
〃 =0

( 1 + + =  2
w -≈0

a-- (-α-- ---- -1-)- -∙-∙-∙- (--a- ---- -n- -+---1--) z n
∏ !

α (α -  1)
=  l + α - F - 2 α(α —1)∙∙∙ (α — n +  1) nx  十 … H---------------- --------------X 十 … ,n !

对于任意α ,上式在一l < ι V l 内都成立.

5 . 求函数幕级数展开式的方法

1) 直接展开法：求出 f ( z ) 的各阶导数,代入泰勒级数的公式，写出其泰勒级数，并检查
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满足泰勒公式的余项R , ( z ) f O  ( ∏ f  8 )的区间，以给出该展开式成立的区间.

2 ) 间接展开法：利用人工)与已知寨级数展开式的函数之间的关系以及幕级数在收敛区

间内的性质，求出/(①)的募级数展开式.

三、傅里叶级数

1 . 傅里叶系数和傅里叶级数的定义

设 f  Ge)是以2 π 为周期的函数，则由公式

a n = 一 ∕ ( JΓ)coswjrdjr (n =  0 , 1,2 , , , , ) >
7Γ J 一久

b„ = 一 ∕(js)sin∏ jrdjr …)
7t J 一 次

所确定的系数称为 ∕ ( z ) 的傅里叶系数.称由上述傅里叶系数所确定的级数
8

τ  +  ∑ u n cosτLτ +  bn s inn τ)

为了包)的傅里叶级数.

2 . 傅里叶级数的收敛定理

狄利克雷收敛定理 设 是 以 2 π为周期的函数.如果它满足：

( i ) 在一个周期内连续或者只有有限个第一类间断点；

( i i ) 在一个周期内至多有有限个极值点，

则 ∕ ( z ) 的傅里叶级数在区间(- 8 , + 8 )上收敛，且

1 ) 当 %是 f ( z ) 的连续点时，该傅里叶级数收敛于/ ( 1 ) ;

2 ) 当 z 是/(工)的间断点时，该 傅 里 叶 级 数 收 敛 于 0 ) + / ( 1 + 0 ) ) , 其中

, ∕ ( l + θ ) 分别是/(N)在点X 处的左、右极限.

* 3 . 正弦级数与余弦级数

设 ∕ ( ι ) 是定义在区间［0 ,π ］上满足狄利克雷收敛定理条件(在一个周期内)的函数，

则它的正弦级数展开式和余弦级数展开式分别为

∕ ( x )  =  √  1bn s∖ τmx , 其中 bn = ~ \  f  (∙r)siτm%dr (九= 1 , 2 , …)；
n≈l *

Jr {(  JCx)  =
a
­ 0  ÷∖ ∖√  

λ
j a n cosnx 9,  M S≈ I

其中 a n = — fC x)cosnxdxC n  = 0 , l , 2 , ∙ ∙ ∙ ) .
π J o

复 习 题 六

一、填空题
00 n

1 . 幕级数 2 ( — 1 ) 1 匕在区间(一1,11上 的 和 函 数 是 .

2 . 募级数∑ 包二：的收敛域是________ .
∏=ι 3 n
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3 . 设 ∕C r ) 是周期为2 π 的函数，它在区间［一π ,π )上的表达式为

(0, 一 π ≤  ① <  0 , 1 ,
f ( z ) =  )  (常数 为≠0),∖k , 0 ≤  x ≤  π

则 ∕ ( z ) 的傅里叶级数的和函数在点z  =  π 处 的 值 为 .

∞ 1

* 4 . 函数 f ( x )  =%  +  1 ( 0 ≤ z ≤ 7 τ )的 正 弦 级 数 在 点 z  =  一■-处收敛
n = l '

于 .

5 . 函数" z ) = /在 点 z = 0 处 的 泰 勒 级 数 为 .

二、单项选择题

1 . 设常数α ≠ 0 ,几何级数 工 效 ”收敛，则 q 应满足
"≡≡ 1

(

(

)

)

(A) q<l; (B) ~ 1 < Q< 1 5 (C) Q > - 1 ;  (D) q > l .

2 . 若级数 2 W 发散，则有
” = 1  np

(A) p > 0 ； ( B )力> 3 ； ( C ) q < 3 ； (D) p ≤ 2 .

3 . 若极限 l im 6 H 0 ,则级数
n =  1

( A ) 收敛； (B )发散； (C ) 条件收敛； (D )绝对收敛.

( )

4 . 如果级数 ∑ u n 发散次为常数，则级数^∑kun
n =  1 〃 =  1

(A ) 发散； (B ) 可能收敛，也可能发散；

( C )收敛； (D )无界.

( )

5 . 如果级数 〃发散，则下列结论中正确的是
” =1

( A) limwn ≠ 0 ； (B) lim t∕zι =  0；
n→∞ n→∞

OC

(C) lim〃” = 8 ； (D) ∑ ∣ι∕,, | 发散.
L 8 „ =  1

( )

6 . 若级数 ∑ u n 收敛，且 “ ,≠ 0 (%  =  l , 2 , …)，其和为5 ,则级数 ∑  —
M  M  U n

( A ) 收敛且其和为 - ； ( B )收敛但其和不一定为s ；5

(C ) 发散； (D )可能收敛,也可能发散.

( )

7 . 若级数 £式收敛 ,则级数 ∑ a n

n≈∖ n=s 1

( A )发散； (B )绝对收敛；

( C )条件收敛； (D )可能收敛,也可能发散.

( )
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8 . 若级数 均发散，则
n≈l n =  1

)

(A ) + 6 ”) 发散;
n≈l

(C) f ( α j  +吊 )发 散 ；

n =  1

9 . 若极限 limαn = α ( α 为常数)，则级数n-*∞
( A )收敛且和为Q—即 ；

( C )收敛且和为0；

(B) ∕ ( ∣α "  +  E ∣) 发散;
n=≈l

∞
(D ) > > 也发散.

n≈1

oo

∑ ( a n+1 - a n )
n ≡≈ 1

( B )收敛且和为a ;

( D )发散.

1 0 .若级数 ∑ u π 收敛，则下列结论中不成立的是
〃 R  1

(A) limwn = 0 ； (B) 2  ∣m ∏ । 收敛；
L χ n ≈ ι

OO 8

(C) 2 C u π (C 为常数)收敛； (D) ∑1(u2n-1 + u 2J  收敛.
n =  1 n ≡  1

o o  / ___ ]  ∖ n - 1
11 . 关于级数∑  i≡⅛-  敛散性的正确答案是 ( )

n≈ι n p

( A ) 当 p > l 时，条件收敛； (B ) 当 0 V p ≤ l时，绝对收敛；

( C ) 当 0 V 力≤ 1 时，条件收敛； (D ) 当 0 V p ≤ l时,发散.
OO

12 .交错级数 5 (一1)”( / T F i  —G ) ( )
n ≡  1

( A )绝对收敛； (B )发散；

( C )条件收敛； (D )可能收敛,也可能发散.
8

13 . 设 基 级 数 在 点 ％  =  2 处收敛，则它在点1 =  一1 处 ( )
n ≈  1

( A )绝对收敛； (B )条件收敛；

( C )发散； ( D )敛散性不定.
OO . .

14 . 已知幕级数∖ > H  在点]。处收敛，又极限 lim 2  = R ( R > O ) ,则 ( )
M l 8  la n+1 I

(A) O ≤ x o ≤ K  ； (B) X Q^>R ； (C) ∖x0 1 ≤ JR ； (D) ∣x 0 1 >J?.
8 ∞  / ∖ n

1 5 .设 骞 级 数 的 收 敛 半 径 为 R ( ° < R V + 8 ) ,则寨级数E > ∕ * ) 的收敛半径
» = 1 ” = 0  /

为 ( )

p 9
(A) v ?  ( B ) 2 R ； ( C ) R ； (D) κ .

1 6 .募级数 1 —∣
T2 Y  x

6

τ + 齐 一7 7  + …在区间(- 8 , + 8 )上的和函数是 ( )
6 ! 4 ! 0 !

(A) sinx ； (B) cosx ； (C) l n ( l + x 2 ) ； (D) ex .
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1 7 .函数 f ( z ) = z 2 ∕在区间(一 8,+ 8 ) 上展开成的”的寨级数是

8 2 n - l 8  n + 2

(A) ∑ ( - l ) w- ∖ 9 j7 τ s . ; (B) ∑ - ；
M  (2/2 — 1)! 仁 九 ！

)

8  2 (n + l)
( C ) ∑ £ - τ - 5

n = o  n !

8  2n

三、综合题

1 . 判断下列级数的敛散性,若收敛，说明是绝对收敛还是条件收敛：

C、5V8 Λ ( 1_ 1 l̂ ________ ⑵
n ≈ l  S

( 1 ) ⅛ ζ υ  ln(n +  l ) ,

(3) ∑ ( - l ) n- 1 l n - 4 - 5
„ = 1 九 + 1 ⑷与©+舁

2 . 求下列级数的收敛域：
∞

(1) » 1  犷 ；
n = l

( 2 ) ∑  „ 1 ，„ U > 6 > 0 ) ；
n = l a  ÷  O

OO

(3) ∑ α π2χ n (α > 0 ) ;
n ≈ l

∞
(4) ∑ ( l g ^ ) π .

n = l

∞
(3) ∑ ( - 1 ) B ~1

" 3 .确定下列级数的收敛域，并求其和函数:
OO ©O

(1) ∑ ( l - x ) x n 5 (2) ∑ ( - l ) n (n +  l ) x n 5
n = 0 n = 0

4 . 证明：
∞ ∞

(1) 若 * ≤ j ≤ 如(〃 = 1 , 2 , …)，且 级 数 均 收 敛 ，则级数 ∑ c π 收敛;
n ≈ l  n ≡ l  n ≈ l

∞ 00

(2 ) 若 九 =  1 ,2 ,…)，且级数 ∑ α π 收敛,则级数 也收敛;
n e≈ l n=≈ 1

(3 ) 级数∑  JT" 是发散的.
” = 2  而 + ( — 1)”

X 2n T
2 n - Γ



补充样题与解答

1 . (1) 根据下列点的坐标,尽量准确地指出它们在空间直角坐标系中的位置，即它们所

属的卦限、坐标面、坐标轴：

A ( 1 ,2 ,4 ) ,  B ( l ,4 ,0 ) ,  C (5 ,0 ,0 ) , D (0 ,4 ,0 ) ,  E ( - 2 , - 3 , - 4 ) ,
F ( 0 , - 3 - 4 ) ,  G ( - 5 ,0 ,7 ) ,  H ( - 2 , - 3 , l ) ,  1 (0 ,0 ,7 ) , J ( l , —2 ,4 )；
(2 ) 指出下列给定点关于原点” 轴、0 力丁平面、0 = 平面的对称点是什么：

(1 ,3 ,9 ) ,  ( - 1 , 3 , 7 ) ,  (2 ,0 ,0 ) , (3 ,5 ,0 ).
解 (1 ) 由习题1. 1 中第 1 ,2 题的解法，各点所在的位置如表1 所示.

表 1

点 A B C D E F G H I J

位置 第一卦限 O x y 平面 工轴 V轴 第七卦限 O y z平面 O z x 平面 第三卦限 N 轴 第四卦限

(2 ) 由习题1 .1 中第 3 题的解法，各点关于原点、定指坐标轴及坐标面的对称点如表2
所示.

表 2

点 关于原点对称 关于丁轴对称 关于OQ 平面对称 关于。产平面对称

(1 ,3 ,9 ) ( - 1 , —3 , —9) ( —1, 3 , — 9) ( 1 ,3 , - 9 ) ( — 1 ,3 ,9)

( - 1 , 3 ,7 ) (1 , —3 , -  7) ( 1 ,3 , - 7 ) (― 1,3 , - 7 ) (1 ,3 ,7 )

( —2 ,0 ,0 ) (2 ,0 ,0 ) (2 ,0 ,0 ) ( - 2 , 0 ,0 ) (2 ,0 ,0 )

(3 ,5 ,0 ) ( - 3 , — 5,0) ( - 3 ,5 ,0 ) (3 ,5 ,0 ) ( - 3 , 5 ,0 )

2 . 求直线L ：产 —0 ,的方向向量也

〔4 z —3∕ +  5N +  2 =  0
勺[ 解 这 里 L 的方程是直线的一般方程，可见 L 是两个平面

2JT —3y +  6 z - 4 =  0 与 π 2 ； 4JΓ-
ty +  5^ +  2 =  0 的交线(图 1 ) .4  的

法向量是小= { 2 , —3 , 6 } 的法向量是〃2 =  { 4 ,-  1 ,5 ).设 L 的
/  ∕ - y ⅛ 4 --------y  方向向量为u =  {α ,b ,c } .可以将v 看作位于L 上的向量，则 v 既在0∖ f  / "  /  上，又在小上，它必然与心和犯的法向量都垂直，即有心 ・v = ()，

z ~ γ V ------------ /  叫 ・v =  0 ∙于是，得到方程组

[2Q —36 +  6c=O,
图 1 ∣4α~~6 +  5c=0.

下面解此方程组.

7
第一个方程乘以2 后减去第二个方程得一56 +  7c =  0 ,可推出6 = 二c ；第二个方程乘以3
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9
后减去第一个方程得1 0 α + 9 c = 0 ,可推出a =  - - c . 取 c =  1 0 ,则 6 =  14,α =  - 9 . 因此，得到

方向向量，=  { - 9,14,10}.
注 方 程 组 36 +  6 c = 0 ,的解不是唯一的例如，解该方程组的过程中可以分别取

l 4 a - 6  +  5c =  0
c =  2 0 ,3 0 ,…. c 的每个非零取值都可以确定一个方向向量.由此可见，方向向量不是唯一的.

3 . 设函数 了 (了，) ，z) = Ι 2 % + /2 2 + 之2 ) + Z + ) + N ,求梯度 gradf (―1,1 , 1 1 ) .

解 g r a d ∕ ( - l , l , - l ) = { g , ∣̂ , g ) ∣ζ ι j υ

= {2xz+y 2 +  l 92 y x + z
2 +  l ,2 zy +x 2 +  1} ∣

= {4 ,0 ,0 ).
x = t 2 ,

4 . 求曲线 , y = 2 产， 在 t =  l 对应点处的切线方程和法平面方程.

z =  InZ ÷  1
解 当t =  l 时,该曲线上的对应点为P ( l , 2 ,1 ).该曲线在点( l , J；, z )处的切向量为

{x∖ yf <,zf} =  ∣2E

其中t是点( z ,y ,N )所对应的参数.因点P 对应于参数[ =  1 ,故此处的切向量为y =  {2 ,4 ,1} ,
它也是所求法平面的法向量.于是，所求的切线方程为

x -  1 _ y  -  2 _ z  —1
2 =  4 =  ] ∙

根据平面的点法式方程,所求的法平面方程为

2(z  — l)  +  4(y — 2 )+ ( z  —1) = 0 ,  即 2 1 + 4 ) +之一11 =  0.

5 . 计算二重积分 I = j ∣( 3 -
D

)  =  1 - 1 与力轴所围成的闭区域

解 1 =  J3 (lz d y  — 4，久 3/ 1
D D

示.。关于？轴对称 , d y 关于R

可知

U7 3 y d∙T d

D

4 j y ) d χ d y ,其中 D 是由曲线 y ↑
. ∕ ⅛ × C "

：d「其中积分区域D 如图 2 所 / 。 \

- z l 4
是奇函数，于是由对称奇偶性

图 2

y = 0 .

所以

D

=31

6 . 计算三重积分1 =

O z y 平面所围成的闭区域

3 d r d y —0 =  3 1 dx f dj∕ =  3[ ( 1 —1 )  d r
J -1 J 0 J —1

(x -  y )  I = 3 × y = 4 .

U ( z 3 + y 3 + z ) j χ d ) d z ,其中。是由旋转抛物面z~2-χ 2 ̂ y 2 与

Ω
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解 I = 0 > ]3此 dy dz +

因Ω关于 0 严平面对称，被积函数

dy dz +  Jj*z dx dy dz .

故

Ω

χ3 关于X 是奇函数，于是由对称奇偶性可知

JJ  jr3 dτ dj∕ dz =  0 ;

因Ω关于0 〃 平面对称，被积函数/ 关于 v 是奇函数，于是

由对称奇偶性可知

jjj>› 3 dx dy dz = 0 .

I 胃 jj∣ n d% dy dz.
用“先一后二”法计算这家三重积分.积分区域Ω在Oκy平面

上的投影区域为D ： ∕ + ∕ ≤ 2 （图 3）,所以

D

1

'2-χ2~y2

zd z
0

02 - 2 2x
d xdy

0

jj (2 — x 2 — j ∕2 ) 2 dx d3∕.
D

在极坐标力="C 0sd,y =  7∙sinJ下计算上式最后的二重积分，此时 D ： 0 ≤ r ≤ √ 2  , O ≤ 0 ≤ 2 π ,
从而

—r 2 ) 2 d(2 -  r 2 )

(2 -  r z ) 2rdr =  π
∙√r

(2 — r 2 ) 2rdr
0

7 . 计算曲线积分 I

~τ - r 2 ) 3

3
4π= —
3

= J c (z /  - 2 之)丘 +  ( 2 /  + /  + 2 ) d y ,其中 C 为由点 0 ( 0 ,0 )到点

B （l , 2 ）的有向线段.

解 易知，积分弧段C 的方程为' =  2 z , z 从 。到 1（图 4）,则

Cry2 — 2x ) dz +  (2 x 2 +  y 2 +  2) ⅛y
c

[ (4 z 3 — 2x ) +  2 (2 x 2 +  4 1 2 +  2 ) ] dx
o

(4x 3 +  12 x 2 — 2x +  4 ) dx
0

4 x 3 d r  +  12 x 2 dx —Jo 2x dz +  4 dxJo
=  1 +  4 - 1  +  4 = 8 .

8 . 计算曲线积分I
/ 1  + 2 i  d s ,其中C 是抛物线）= 名.J  +  1 上满足0 < z ≤ l 的一

I =

0

0

o

段弧.
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解 积分弧段C 如图 5 所示.弧微分为

ds =  / 1 +  (y ')2  d r  =  λ∕ l ÷  (√ 2 x )2 d% =  √ l  +  2ar2 dx ,

则

I =j* J i  +  2z 2 ds = ]  Λ∕1  4- 2 x 2 ∙ Λ∕1  +  2Jr2 dz

= I* (1 +  2JC 2 ) dx =  [ dj: +  I 2JC 2djr
J o Jo  Jo
1 1 2 5= I -∣----- = —

3 3 ，

9 .求微分方程学= 4 1 3 ? 满足初始条件y ( 0 ) = 4 的特解.
d i

解对所给的微分方程分离变量得

-  = 4 x 3dτ ,
y

再两边积分，即

3 d r  ,

得

l n j ∕= x 4 ÷ ln C ,
于是所给微分方程的通解为

y =  C / ・
因为八 0 ) = 4 ,得 C =  4 ,所以所求的特解为

y =  4 e '.

10.求微分方程 / + 3 / - 6 3 = 0 的通解.

解所给的微分方程是二阶常系数线性齐次微分方程，其特征方程为

r 2 + r  ——6 =  0, 即 (7— 2 ) (厂+  3 ) = 0 ,
所以该微分方程有两个互不相同的实特征根

厂 ι= 2 ,  r 2 =  - 3,

从而它有两个线性无关的解e2̂  ,e ^ 3∖ 因此,所求的通解为

3 ∕= C 1e2 x+ C 2e_3 x .

用定义证明：级 数 £  占 收 敛 ,并 且 收 敛 于

证 注 意 到 “”=看 = ! © 一 击 ) '因 此 该 级 数 的 部 分 和 为

s” = H ( ι ~ τ ) + ( ⅛ - ⅛ ) + ⅛ ^ l ) + ( τ ^ ⅛ ) + ∙

÷ ( ⅛ - 7 ) ÷ ( ⅛ - ⅛ ) ÷ ⅛ - ⅛ ) ]

4 ( - ⅛ - ⅛ - ⅛ ) 4 ( F ⅛ - ⅛ ) ∙
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显然

lim5rt= y l i m （y - - --- = ? ,

所以，该级数收敛，并且其和为4.
4

1 2 .求幕级数∑  不一的收敛半径和收敛区间.

n=ι √n • 2”

解 这 里 塞 级 数 的 系 数 为 ,显然α.≠0.因为
AΛΓ • 2”

所以该箱级数的收敛半径为R  =  ̂  =  2,从而该幕级数的收敛区间为（- 2 , 2）.

P



习题参考答案与提示

习 题 1-1

1 .点 A ,B ,C ,D ,E 分别在第四、五、八、三、一卦限.

2 . 点 A ,B 分别在Q zy平面、0 " 平面上；点 C ,O ,E 分别在z 轴、y 轴、n 轴上.

3 . ( 1 )关于Q τ y平面、O y z平面、0 N Z 平面的对称点分别是(a ,6 ,—c) ,(一α ,b ,c) ,(a  6 ,c ) ;
( 2 )关于 x 轴、y 轴、n 轴的对称点分别是(α，—b , —c) ,(~~a ,b ,~~c) ,(~~a , —6 ,c ) ;
( 3 )关于原点的对称点是(一α b , - c).

4 . 在 O x y平面、O y z平面、0 n n 平面上的投影点分别是(一2,3,0) ,(0 ,3 , —1) ,(  —2,0, — 1 ) ;在 1 轴、)轴 、

轴上的投影点分别为(一 2 ,0 ,0 ), ( 0 , 3 , 0 ) , ( 0 , -

5 . ∣A B∣=  √T49 J B C ∣= 7 J A C ∣=  √14β^.

6 . 到 1 轴、V 轴、z 轴的距离分别为A ,  Λ∕H , 5 .

习 题 1-2

1. (1) 4b； (2) ~ 2 a — γ b  ； (3) 2m b~2na,

2. 5 i - l l j÷ 7 f c .
3. (1) {6 ,10,—2}； (2) {1,8,5}； (3) {16,0,—23}; (4) {3m +  2n ,5m +  2n , — m +  3w }.

(6 7 6 ［加 / 6 7 6 1
4∙ l u , u , - π ∕ w t - i ι * - n , π ∕ ∙

1√14 √IT √IT)
6. ( 1 )垂直于①轴； (2 ) 与？轴正向同向； (3 ) 平行于 z 轴.

7. 0 °= g , 条 导 ，与 R 轴的夹角为α = g , 与 y 轴的夹角为尸千,与 z 轴的夹角为广亭

8 .  略.

习 题 1-3

1. (1) -  1; (2) -1 5 ?  (3) 3, 2, - 1 .
2. (1) - 7 ； (2) 14； (3) 38； (4) 24； (5) -221 .
3 .  不一定.反例：设 。=i ,b = j ,c  = 无，则 α ∙ b = a ∙c  = 0 ,但 b≠c.

4. ( 1 ) —4； (2) ∣α | =3√2 , ∣fr I =3? (3) ^ =  arccos

5 .  略.

6 .  可用勾股定理证明4A B C 是直角三角形，且 NB =  ∙^ .
4

7. (1) {3 ,2 ,- 5 } ;  (2) { - l , - l , - l ) .
8. (1) { 3 , - 7 , - 5 } ； (2) { 4 2 ,- 9 8 ,- 7 0 )； (3) {-42,98,70}.
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9 .  不一定.反例：取 。=  α=i,c = 0 ,则 α Xb = aX c = 0 ,但 bWc = 0.
10. (1) { 0 , - 8 , -2 4 } ?  (2) { 0 , - l , - l } j (3) 2.

11. ± { -  1, -  1»3}.
√ I Γ

12. y √ 1 9 .

习 题 1・4

1. (z  +  ̂ l~) + (» +  1)2 +  (z +  4~) = 4 ^ ；球心为( 1- > — 1 >一~ ,半径为 的球面.
' j ∕  ' j ∕ y  ∖ J J /  0

2. 2x — 10y+  2z —11 =  0.

3 .  (1 — 3)2+ ( y +  2)2 + ( z  —5)2 = 16 .

4. (1  +  l ) 2 +  ( y +  3)2+ ( z ~ - 2)2 =  9.

5. ( 1 ) 球心为(0 ,0 ,3 ) ,半径为 4； ( 2 ) 球心为(6, — 2 ,3 ) ,半径为 7；
( 3 ) 球心为(1 ,一2 ,2 ) ,半径为 4.

6. ( 1 ) 柱面，准线为O z z平面上的椭圆［  +  '  =  l , 母线平行于v 轴；

(2 ) 柱面，准线为O z y 平面上的双曲线- 一 /  =  1 ,母线平行于z 轴；

( 3 ) 柱面，准线为O / 平面上的抛物线J - z  —1 =  0 ,母线平行于％轴；

(4 ) 柱面(也是平面)，准线为0 年平面上的直线 y =  z ,母线平行于z 轴；

( 5 ) 不是柱面.

7 .  图略.

(1) z - x 2 ~∖~y2 ; ( 2 ) ， + y 2 + / =  9 ；

( 3 ) 绕 z 轴旋转时方程为4 / 一9 / —9 / = 3 6 ,绕 、轴旋转时方程为4X 2 - 9 5Z
2÷4Z 2 =36∣

(4) z 2 ≈ x 2 + / .

8. (1) O z x 平面上的曲线3 / + 4 / = 1 2 绕 z 轴旋转，或 0严平面上的曲线 3 / + 4 /  =  1 2绕 z 轴旋转;

(2) O τ y 平面上的曲线， 一 / =  1 绕 y 轴旋转，或 O " 平面上的曲线/  一 / = 】绕 》轴旋转；

(3) O x y平面上的曲线d - 9 j  =  ι 绕 z 轴旋转，或 O五 平面上的曲线z2 — 9 ∕ = ι 绕力轴旋转.

1 0 .图略.以原点为球心，半径为2 0 的上半球面与圆柱面∕ +  ( y - α ) 2 = ∕的交线.

(2JC2 — 2xA ^y2 = 8 ,

lz =  0.
1 2 .图略.投影区域为 ∕ + ∕ < 4 .

习 题 1・5

1. (1) x 一;y +  2z +  l =  0； (2) y +  2z =  0.

2. ( 1 ) 法向量为{5, -  3 ,0 } ,经过的一个点为(2, — 7 ,4 )；( 2 ) 法向量为{ 3 ,4 ,7 } ,经过的一个点为(0 ,0 , -  2).

3 .  图略.

( 2 ) 垂直于丁轴；

( 5 ) 平行于。轴;

1
» cosγ = - .

(1) Oyz 平面；

(4 ) 经过 z 轴；

2 24. cosa =  — , cosβ = — —

(3 ) 平行于z 轴;

( 6 ) 经过原点.

5. (1) 3% +  2? +  6% -12 =  0； (2) l l χ - 1 7 y - 1 3 z  +  3 =  0.
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6. 2i —8y +  z - 1 =  0. 7. % —y=0.

8. 2 χ - y ~ ~ 3 z - 0 . 9. y - 2  = 0.

1 0 .三 +  )  +  9  =  1,在 n 轴、？轴、z 轴上的截距分别为一6,4,12.
—6 4 12

π
ιi ∙ 夕=§ ∙

(2)
x - 2 _ y —5 _ z —8

(4)
山 = 曰 = 0
- 9  -  14 10 ,

14. (1)参数方程:

,x =  l÷3r,

y =  - 5%, 一般方程:

'N =  2 + 6 Z，

5% +  3» ­  5 =  0,

6 y +  5z - 10 =  0;

(2)对称式方程:
3  = 〒 ，一般方程：『［2厂 5 = 。，或 1 ：2 : 5  = 。,

1 1 ly +  z - 5 =  0 ly +  z -  5 =  0；

仔=3  + 力,

(3)参数方程： y =  - 4 —2t,对称式方程：—γ- =  ~~γ ~•

'z =  l÷r,

15. (1) rc+y +  3 z - 6 =  0； (2) x —3/÷z =  0； (3) 81一9y — 22N - 5 9  =  0.

π16. φ ≈ ~ . 17. φ = Q. 18. (1,2,2).

(3) 3  = 也 = 3 .
⑷  1 2 —3 '

3 —1 5

19. (1,-1,3).

习 题  1-6

1 . (1)可化为9  +  /  +  9  =  l,中心为原点，三个轴长分别为4,6,2；
4 9 1

(z-l)2 (v÷l)2 z
2

(2)可化为 ' J  + 叶 =  中 心 为 三 个 轴 长 分 别 为 4,2,10.
4 1 25

2 . 图略.

(1)椭球面，中心在原点；

(3)椭圆抛物面，顶点在原点，开口向下；

(5)椭圆抛物面，顶点在(0,0,4),开口向下；

(7)椭圆柱面，母线平行于z 轴；

(9)椭圆锥面，顶点在原点；

(11)上半椭球面，中心在原点；

3 . 图略.投影区域如下：

(1) x 2 H-JZ2 ≤ 2  ； (2) x 2 + y 2≤αx ；

(5) x 2 ÷ J ∕ 2 ≤ 4 ； (6) x 2 +3>2≤1 ；

(2)椭圆抛物面，顶点在原点，开口向上；

(4)椭圆抛物面，顶点在(1,1,0),开口向下;

(6)椭圆抛物面，顶点在原点，开口向右；

(8)椭圆柱面，母线平行于y 轴；

(10)上半椭圆锥面，顶点在原点；

(12)经过 z 轴，两个相互垂直的平面.

(3) x 2 +j∕2≤l i (4) JC2 +  j 2≤α2 ;

Q
(7) ∕ +y2≤ 了 R 2 ； (8) y 2 + z 2≤10.

复 习 题 一

一、填空题

1. —5, 7. 2 . (0,0,竽). 3. {l,T3^,0}. 4. -6.

5. 4√2. 6. 10. 7. { y - z f z - χ t χ - y ) .  8. y 2 ÷z2 = e 2x.
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9. z 轴；准线为
y  = 2 x 2 ,

N=0.
1 0 . y 轴.

lx =  0j

二、单项选择题

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A D C A A B C C D B

三、综合题

1 . 只需证明有两条边的长度相等,且边长满足勾股定理，证明略.

2 . ( 0 , 1 , - 2 ) .

3 . 图略.各顶点的坐标为

,0 ,0 ) , (0,於 卜 卜(⅛,°,α), ⅛ ,°,α),(( I f
2 1

4. F = F 1 + l r 2+F3 =  { 2 ,l ,4 } ,  ∣F | = √zΣΓ, cosa =  - τ ≡ ,  cosS=-τ∑∑, cos7
√2T √ 2 l

6. 1. 7. a r cco s⅜ .
√7

9 . 直线

4
一商.
了 =  -  1,

y  =  4.

x =  8 c o s ∕»

io. V =  4T∑sini ♦ tG [0 ,2 π ] .

= ­ 4√f2 sinZ，
1 1 .母线平行于z 轴的柱面方程为3 / 一—= 16；母线平行于》轴的柱面方程为3 7 + 2 / = 1 6 .

12. ( - 5 , 2 , 4 ) .

1. 图略.

( 1 ) 边界为 z = 0 , y  =  0 , ∙ r + y  =  l , 闭区域，无界 ( 2 ) 边界为∣z ∣ +  l3d = l , 开区域，有界.

图略.

(1) x 2 ≥ j ∕ , x ≥ 0 , jz≥O ； (2) 21 +  1 > 0 ； (3) x 2̂ -∖~y2 ≠ 0 ; (4) x +  j> ≥0, 1 —y > 0 .

3.

4. (1)

2xy
~~2 2 ,

x  -  y
ln(jr0 ÷Λ) , l∏(j∕0 ) - l∏r0 * l∏3

/o ；

5. (1) 一1； ∞ τ (3) 2；

(2) ln2 ∙ ln ( l÷ ^ )

( 4 )  ~ τ ∙

(3) 0.

6. (1) Vr= -^ -π r 2 ∕i5 (2) l = rφ ↑ (3) V = X (J - 2 X ) 2 .

. 急 ο °凌皿

y

Z

£
7

7.
8.
9.

略.

提示：沿两条特殊的路径Z 轴和y 轴,使得点(力~)趋向于原点，两个极限值不同.

( 1 ) 原点； (2 ) 在抛物线 z  =  ∕ 上处处间断.

1.

2.

略.

⑴ ∣f  =  3 J … 3 , 舞 ， 一3到 2；

⑶  M e " — 禁 一 * 5

∂z 1
(2) 丁 =  §产 ,

θ∙r  3√z√

( 4 ) θ≡ =  - ^ 3 L
θx (x  -  y )

6
y

∂z 2x——=  ..........
∂y ( n - y )
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(5 ) 空 = —— ^― , ⅛ =  x  .
3 张 χ 2 + √ , 力 / + /

∂z ∂z .
(6) ~ = y c o s C x y )(1  -  2sin(xjz)) , 丁 =  zcos(∙ry )(1 —2 s in (z y ) ) ;

ox oy

(7趣 = 2 ” 8 & + / + / ) , g  =  23∕co s(x 2 ÷ √ ÷ z 2 ) ,  g  =  2zcos(x2 + √ + ^ 2 ) j

∂u V — — 1
(8) —  =  - x≡OX Z

∂u
&y

1 N
—x z lnx >z

f ^  =  - V l n x .
∂z d

3. — . 4. 14~21n2.

θ 2 Z 9 θ 2 z  θ 2 z 95. (1) - ^- =  6 χ -4 jz  , g  = - 8刊 , —γ  =  63∕ - 4 x  ；
o x  σxσy ∂y

“、θ 2 z ~~2xy ∂ 2 z x 2 - y 2 ∂ 2z  2xy( 9 )  = -------------- . ------- = ---------------. ----- = --------------- -
θ x 2 ( x 2 + √ ) 2 ∂x∂y ( χ 2 + y 2 ) 2 f  ∂ y 2 ( x 2 ÷ y 2 ) 2

笛 合2 3 2
2

(3) - ^  =  y ( y - l ) j c y ~2
9 τ - ^ -  =  x y ~1 ( l - i -y ln τ )  > - - 7  =  x j , ln2x 5

ox dxσy ∂y

. . ∂ 2 z  v z 、 θ 2 Z v z , 、 ./ 、、 —2%
(4) - - =  —e

j ,c o s ( χ - 3 , ) ， ς-∙-  —ey ( c o s (x ~ 3/) —s ι n ( χ - 3?)) , —̂  =  2ej  ̂sm (x — 3/；.
∂ JC oxdy ∂y

6. ∕ xx (0 ,0 ,1 )  =  2, f * ( l , 0 ,2 ) =  2, f g  ( 0 , - 1 , 0 ) = 0 ,  (2 ,0 ,1 )= 0 .

7 .  略. 8 . 略.

9. ( 1 ) 改 =(? +  2 ) & + ( " —壬 )d y； (2) dz =  " ⅛ ⅛ ξ∖ y  f ∖ y  f 1 十 % +  y

(3) dz==yN (lnydz 十 三 dy ) ; (4) du — y z x yx~1 d r  +  z x yx laτd3> -ir y x yz lnxdz.

1 0 .全增量为-0 .1 1 9 ,全微分为一0.125.

习 题 2-3

・ ■»人、十生 一、dz ez (flnZ - 1)1 . 验 证 略 .(1) 工 = ― 瓦 工 - ♦

(2) ­  =  3r2 sin^cos^(cos^-sin<9) , =  — 2 r3 sin^cos^(sin^÷cos^) ÷ r 3 (sir?6 + cos'6 ) ;

( 3 ) / 一 „ ( 3 , - 2z) +  ̂ ⅛ )  , g = J ( 2 1 n ( 3 y - 2 x )  +  ̂ ⅛ ) f

∂z ∂z
(4) ― ― exsmy siny , ~  == exs,nyxcosj∕.∂x ∂y

2. (1) ^ ∣ =  2 x ∕1 + j ∕e xor∕ 2 , — 2 j f ∕1 + χ e xy ∕ 2 , dz =  ( 2 x ∕1 ÷ ^ e xy ∕ ,
2 )dx +  ( - 2 j > ∕1 + x e j j , ∕ 2 )d j , ；

(2晦 = f 「 & 2, . =  _ " + △ ，dz =  ( ∕ 1 -  - ∕ 2 ) dx ÷  ( -  - ∕ 1 + ∕ 2 ) d3 . ;

⑶  M j y ( l ∕ ) 八 ］ = ( ” +  — )，,  dz =  3z ( l - J 7 ) ∕ , d x ÷ ( χ  +  - - ) ∕ , d^.

8u . ∂u
3・— =  ∕ 1X 1 + ∕ 23, I » 或 = /1 1 2  十九、2十九，

廿士 , θ ∕  「 3 /  ∂ f  3x a )  ∂x ∂y
其中八 = 5 P 九 = 或 ' 九 = 苏 ‘与 =君 ’ ” = 荔 ' 以 = 防 ' " = 源.
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5 ∙ ⑴ 翡 =  2 /  +  4 / / , 急 =  4 " , 乳 2 /，+ 4 ” ；

⑵ 学
a?z 

= 九 + 2 " - 丁 加 ，施
a? z 

— y )九 + 1 " 2 2 + 九  
θ
5
2̂
= ∕ U + 2 X ∕12÷X 2∕22

(3)
∂ 2 z

6. (1)

(4)

^^T =  4 ∕ 11 ÷ - ∕1 2 ÷ A ∕2 2  » λ  λ
∂JC y  y  djcdy

dy 一 y 2 /C、d y _ %  + )
T~ - ；------- ； ⑵  7~ - -------；αx 1 -  x y  ax x  -  y

∂z _  z x+1 lnz _  z ∖nz ∂z

y  y
∂z ∂z r
∂x ∂y t

z-l 2y z _

d 2：

3y

Hz - χ z x  -V zy z ∖ny z ∖n y - x  , ∂y χ z x - z y z ∖ny y ( x - z l n y )

y y y

⑸  ∂z _  y z -  y ∕x y z  ∂z _ _ x z - 2  ∙Jx y z  .
θ , r  2 ∙Jx y z  — x y  2 V x y z  -  xy

y
(
z
6f i)

× 
戒
%: 

一 二
一 ∂x

P 装

7. (1) dz =  ≡ ⅛ ⅛
l - z

( cosy -  z sinx ) dz +  ( cosz -  n siny ) ⅜y

∂ 2z _  ze t

∂x∂y

9 . 略.

(ex - χ y Y

- x y z  2 e z - x  2 y  2z
(ez - x y ) 3

x 2 ( I - z)

y sinz -  cosx

∂ 2 z  _  2 x 2z6 e - 2 x 3 y z  -  x 2 z 2 ez

(e*- χ y ) 3

z 3 ~ 2 Z 2 + 2 N

J∕2 (1 - z ) 3

x y ( , l - z )

习 题 2・4

1 . ( 1 ) 极大值为 z (2 , -  2) =  8; ( 2 ) 极小值为 z ( } ,  — l ) = 一 £ e；

( 3 )极小值为 N (5,2) =  30; ( 4 ) 极小值为 z ( l , l )  =  - b

( 5 )无极值； (6 ) 极大值为z (0 ,0 )  =  5.
2  ∙ ⑴ 极 大 值 为 ⑵ 极 小 值 为 z ( 备 ，磊 ) = ' ，

( 3 )极大值为 u , — =  3 ,极小值为 u ( — — = —3.

3 . 三 个 正 数 都 为 4 . 长、宽、高均为3m .

5 . 两条直角边长均为⅛ 的等腰直角三角形.

√2

2R6 . 高为— . 7 . 各边长分别为√ 2 α，42b.
√3

x  2̂  v — 2 z - l8 . ( 1 )切线方程为 - 7 - =  z - =  -τ- , 法平面方程为2 z - 8 y  +  16z —1 =  0；
1 —4 8

( 2 )切线方程为 —  =  *  =  = ，法平面方程为2X - 3∕ +  3Z - 5  =  0∣
2 — 1 3

( 3 )切线方程为-~ ^ ^ -  =  -- =  法平面方程为一√∑1χ+ √ ∑ y  +  q ~ z -~ ∣∙π = 0 .
- 3 ∕√ 2  3∕√2 4  3 3

9 . 点( 7 , 1 ,  — 1 )或 点 (号
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10. (1) 切平面方程为Z - N =  0 , 法线方程为『 =

(2) 切平面方程为3 z + 4 y - 5 z  =  0 , 法线方程为 专 9

- 1  ,

y -  4 __ n -  5
0

4 — 5

(3)

(4)

x - 1 v - 2 z + 1
切平面方程为x +  Π y  +  5 z - 1 8  =  0 , 法线方程为――=  2τ r  =  - -

1 11 0

切平面方程为x ÷ 2 j ∕ - 4 =  0 , 法线方程为三/ =匕 F  =  "̂ ^

1 1 .两个切平面：%+  4 y +  6N =  士 21.

12.点为（- 3 ,  —1 ,3）,法 线 方 程 为 三 =中 一  3
1 .

L  L  9814. (1) l~ √ 3 j  (2) l÷ 2 √ 3 j  (3) 5； ( 4 ) — .

15. gradw(0 ,0 ,0 ) =  {3, —2, — 6) ,gr adu(l,1 , l )  =  {β ,3 ,0 } , gradw(2 ,0 ,1 )  =  { 7 ,0 ,0 ) .在点 M ( —2 ,1 ,1 )处的

梯度为0∙

1 ,  √ iθ1 6 .  - -- .4

复 习 题 二

一、填空题

1 ” 2. 21n(V ^-√5Γ ).
x 2 + y 2 ,

5. d i —V∑⅛y.
2

6. — (1 ,2 , —2).

9. 3JE÷ J∕ - z =  0.

二、单项选择题

10. (0 ,0 ).

7.

4 J - zy]∏y
. x 2 - xj/liiz

8. ey cosey f v ÷  ~ ~ f w .
y

3. z + ? > 0 , z + y #  1.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D B D D C C B A B A

三、综合题

1 2 1 一7
1*“田 3. 1. 4 . 减少约 5 cm.

6.

7.

9.

∂z
∂x

略.

∂ 2

2 , 2 2 . 21 x . ÷> 3之 I f ⅛一
―1- e *  ( J  —J + 2 7 3 ) )  , —  =  - -e "  ( — / + ) 4+ 2 z y 3),
τ  y  o y  x y

∂ x ∂y

∂z
L 套 =

8 . 略.

z _  z (z 4 - 2 x y z 2 -  JΓ2J∕ 2 )
( z 2 —x y  )

F 1÷ F 2+ F 3 ∂ z F 2+ F 3
F 3

1 1 .在点（1 ,一9 ）处取得极小值

14 . 边长分别为学和与.
J 0

12. z x (0 ,1) =  2.
R =  λ ∕ ^ H  =  2 λ ∕ ^ ∙

V v7V V 07C
2

15 . 当长、宽、高均为 χ α 时体积最大.
√3

1 6 .切点为
（言 / 。 卜 最 小 体 积 为 竽
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1 7 .购进 1 0 0吨原料A ,2 5 吨原料B ,此时达到最大产量1 250吨.

9
1 8 .证明略，常数为— a \  1 9 .略. 2 0 .略.

21. （1）在 曲 面 上 的 点 ； （2）在直线支=  y =  N上的点.

习 题 3T

1. (1) 1 > 0 ； (2) K 0 .

2. (1) ~ ^ ; (2) In U ; (3) 20 . 、 3π
~∑"; ( 4 ) — —； (5) ; (6) -7-; (7)

6
e 3 3 2 21 4 55,

3. (1)
I 二 / d z p 7 ∕ ( z  ,y )d y  = ]~4 0

⅛yj y 2 f  (z  ,y )d z  ；
o T

(2)
Γ2 r √ 4 - X 2

I =  J dx j f  ( x  ,y  )dy
Γ2 Γ √4-y2

= ,y ) d ι  j

(3)
Γ√2 Γ 4 -X 2

∕  =  L d ⅛  " 3 )d” f2 r√7 Γ4 r √ 4 ς ς 7

=  dy f ( z , y ) d z +  dy f ( i , y ) d z ;Jθ J — J 2 J — —y

(4) I =  J  dx j  ∕ ( x  ,y  )dy =  j  dj/J ∕ ( x  f y )d x  +  j •9 「3
⅛y v f ( z , j ∕ ) d z ∙3

4. (1) I =  jθdjτ∣ 2 ∕ ( x  ,y )⅛ y ; (2) I = J : dz
r  ∖ ∕  1 - χ 2

f ( 工,y ) d y ;

(3) I =  J  dy j  J ( z  ,y  )d r  ； (4) / = [ 囱 r V ι
)
-
一y

2 rι Γ √ F ς 7

r ∕ ( z , y ) d N +  dy∖  _
'- √ l-yi  J θ  J  -  √ b r 7 ∕ ( x  »j/)dx ；

(5) I =  J  dj/J f  (x  ,y )d x .

5. (1)
R  3

βπK2 ； (2) -ξ -(3 π —4 )； (3) — 6π2 ； (4) ~7-(21n2-1).4

6. (1) I =  f 2 d0 Γ ∕ ( r 2 ) r d r j
J 0 Jo

⑵ " f d d j ：
∕( r c o s ^  ,rs in ^ ) rd r  ；

(3) I = [ 4 f f(rc o sθ  ,rsin^)r<lr.
Jo J tan<9sed9

7. (1) τ , ( 2 )  τ + ⅛ ^ 5
(3) π(e4 — 1) ? ⑷ 翁  （… 当

8. (1) 18; (2) 2π.

9. (1)
3
万 ； (2) 18π? (3) 0； (4) 0； (5) 0; ⑹ -y ∙

7 17 “ 1 一 /10e '2 . 1 1 .—0 . 12. 6π. 13 
,

—
3 

 
, 

]4 ,
4
 ι" 
0
~~
 ,

习 题 3-2

1. (1)
ri rι-χ rι-x-y

I = dx ⅛y ∕ ( x  , z ) d z ;
Jo J 0 J。

ri r Λ∕  1-x2 ri
⑵ ∣= L 严 L G ci小 , ∕ ( x  ,y  ,z ) d z；

+yz

(3)
ri r Γ 2 - J

2

1 =  J . Λ J - √ ^ d 3 ,L w f  (x  ,y  ,z )d z  ；
Γα r ∙∕a2-χ2 Γ y∕ai -x2-y2

∞ 1 = J 0
d x J 0 M R z 7 " 3 , z ) d N ∙

2. (1) 30; (2) -y  (ln2 - -∣- )  j ⑶ 4 ；
乙 ∖ J5， 00

(4) (5) 0.4o



习题参考答案与提示
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4. (1) 1 , 3
而a加 ； (2) ∙~ α ∂ 3 cπ.10

5. (1)
1

(2) 5 • (3)
1 2 ? ⑸

16π
^ τ ∙

6. (1)
4π
T ? (2) ⅛ i ⑶ 59 c5

7. (1)
1

2 ； (2) 8πj (3) 0? (4) 0 ；
⑸ ⅛ ,

□

8. (1)
32π
~3~? (2) 可

2π 
 (5痣r- -4).

9. %πR4,其中氏是比例常数.

习 题 3-3

1. 8α2 (π - 2). 2. √∑π. 3. ∙~ π α 2 . 4. , 5. ,

9. - k π R 6 或 方 MR2,其中A 是比例常数,R 是球体的半径 ,M 是球体的质量.

复 习 题 三

一、填空题

2.。f 2 (x ,y)dσ . 3.
χ 2 + ∕ ≤ l

√7√
∕( x  ,jz ,z)djr . 5.

2.

τ ,

二、单项选择题

1 2 3 4 5
B A C D A

- 、综合题

1. e—e - 1 . 2. γ τ ( 3 π - 4).Io 3. 1 — sinl. 4. A  4
2 π α  , 5 ∙ τ ∙

6. 560 … 八2~ y . 7. 16a . 8. ^ ^ - ( 2 √ 2  —1).

习 题 4-1

1. √51n2. 2. 2πα2w+1. 3. 4πe2 . 4. π
T ,

≡ 如

6. y ( 5 √ 5 - - 7. 2 ÷ √ 2 . 8. -y -[(2 + ^ o )√ z2 ÷ io  —2√2].

习 题 4-2

14 1 1 11. 一 77. 2. (1) -τ- ； (2 ) — ; (3：) —— .15 3 12 20

3.
4

0. 4. — —α62 .
0

: 5. 32. 6. 10.
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习题参考答案与提示

7. 0. 8. — 2π. 9. 0.

习 题 4-3

1. (1) j j ( x 2 ÷  y 2 )dσ ; (2) JJ(j∕ — x )ex j ,dσ .

D D

2. (1) ~2πab ? (2) — ^-(eπ ~  1). 3. 3 (3  +  1).

1 294. 验证略. ⑴ 4； ⑵ 8; (3) v l n ⅛ ∙

565 . 236. 6. — . 7 . 验 证 略 8 . 验证略.一cos2zsin3y.

习 题 4-4

1. π. 2. 12*∕δT. 3. - 7∑π. 4. 3βπ. 5 . 碧 (6痣 + 1).
10

习 题 4-5

1. (1) J  x 2 y 2 ∖ ∕R2 ~ x 2 ~ y 2 dardj;; (2) JC2 y 2 V R 2 — x z — y z dxdjy；

D χy D»
(3) — JJ x 2 y 2 ∖ ∕R2 ~ JC2 — y 2 dxdj∕.

%
4 i

2. 0. 3. y π K 5 . 4. - π R 2 H 2 , 5. (1) 8 ； (2) 1.

6. (1) divA =  2 ( z + y  +  z) ； (2) divA =  j>exy — x sin (x j∕)  — 2xzsin (x^ 2 ) ? (3)divA  =  2z.

复 习 题 四

一、填空题

1. ∙y∙(5V5^- 2√Σ). 2. 2α2 . 3. 6. 4. — 18π. 5. a.

a 2 ,6. 4πα4 . 7. 0. 8. 0. 9. -y π a 3 .

二、单项选择题

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
B A A C A C B C C B D D C D B D A B

三、综合题

1. 2a2 . 2. 2π. 3. 1. 4. 一∙∣~∕ι2 — τng ∕ι,其中 g 为重力加速度.

5 19
5 . 。=彳,功的最小值为Wmin = 瓦. 6 . 略. 7 . 略.

习 题 5T

1 . （1） 一阶； （2） 一阶； （3）二阶； （4）三阶； （5） 一阶.

2 . （1）是； （2）是； （3）不是； （4）当心［2 = 。时，是；当心入2 ≠ 0 时，不是.
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习题参考答案与提示
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题

1. (1) y 2 ≈ x 2 + C i

⑸ :y =  eC∖
2. ( 1) sin — =  Cx ；X

3. (1) y  = C e-x
i

(2) y  =  C x; (3) 1 + J = C ( ∕  — 1 )； (4) ej r ÷ e - y = C ;

(6) taαrtanj> =  C ; (7) (ex ÷ 1 )  (e°, ~  1) = C .

(2) Λ∕ X 2 ÷ J ∕ 2 = C e  … % ； (3) y 2 = x 2 (21n∣ x I ÷ C )  ; (4) J:2 =  j 2 ( ln∣ x  I ÷ C ) .

(2) y  =  e~x  (JΓ÷ C )  ； (3) (4) x  — — (⅛^ +  c ) .
o x  y ∖ 4 /

4. (1) 3/ +  3 =  4cosx ； (2) ln3 ∕ =  e - co tx
j (3) l ÷ e x = 242 cosy ；

2
(4)  3 ∕ 2 = 2 x 2 ( ln∣x ∣+ 2 )∣ (5) 3; =  y  ( 4 ~ e - 3x ).

1. (1) y -  — χ 3 - s in x + C ]] +  C2 ；0

(3) y  = ~ ∖n ∖ COS(JC4-C 1 ) ∣ ÷ C 2 ；

(5) 3 ∕= C 1 ln∣x I ÷ C 2 ;

2. (1) y  = ---- In la i  +  l l ； ( 2 ) ;

习 题 5-3

(2) y = — ^^ln2x - l n x ÷ C 1x +  C2 ;

(4) y  =  ^ -χ 2 —x ÷ C ιe x ÷ C 2 ;

(6) y  — arcsm(C2 ex ) + C 1 .

= 2 x ~ x i ； ( 3 ) y = ( l  +  ] ι ) .

习 题 5-4

1 . ( 1 ) , ( 2 ) , ( 4 ) , ( 5 )线性无关；(3 )线性相关.

2 . 验证略.v =  C1c0sω1+C2sinω∙r.

3 . 验证略 .y  =  C ] ∕+ C 2 ] e ∕ .  4 . 略.

习 题 5-5

1. (1) j ∕ =  C 1 ex ÷ C 2 e^2 x
j

(4) y =  C∖ cos%+C2 sinr ;

2. (1) y =  ex +  ( C 1ey x + C 2 e - x ) ；

(2) 3∕ =  C l ÷ C 2 e4 l j (3) jz =  e - 3 j (C 1 co s2 x ÷ C 2 sin2x) ；

(5) ^ =  ev (C 1x ÷ C 2 ).

(2) 3∕ =  x ( y x 2 — ÷ ( C 1 + C 2 e ) ;

(3) y =  (⅛ ^ ~ ^ y , z ) ÷ ( C 1e^x + C 2 e - 4 x ) ；

⑸  y  =  ∣j r 2 ( - y x ÷ -∣- )  ÷ C 1x +  C2^ e3 j .

3. (1) 3∕ =  4ex + 2 e 3j∙ j (2) y =  ( z + 2 ) J * ；

(4) y =  3 e f  sin5z； (5) 3. =  y  ÷  ( - 5 e x + y e 2x ) .

(4) y =  ( y x 2 - 3 x ) e - x ÷ C 1e -x + C 2 e_2jc;

(3) ^ =  e^x - e 4 x
j

复 习 题 五

一、填空题

1 ex + e y = c .  2. 3√— 生 +  1 =  0. 3. y ≈ C e - sinx. 4. 3 ∕ =  ex + C 1x +  C 2 .



习题参考答案与提示

二、单项选择题

三、综合题

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
D C A B B D C B B A c A D A

1. y ≈ C 2 e γ r . 2. y ≈ ^  e2x +  (C 1 e2x ÷ C 2 e^ 2x ) .

7Γ (L --- £
3∙ arctan^ =  JC÷ - ∙ 4. v =  ~ ( l - e  m )∙ 5. y  =  sinx.4 o

6. τ∕ = 等 ( l - e - ^ 口)，其中 g 为重力加速度. 7. T =  2 0 + 8 0 e -" ,其中 4 为比例常数.

k

习 题  6-1

(1) --1- - -1 ---2- --,- ---3- --,H  ••• •
2 9 28 ，

(2) l ÷ - ^ - ÷ - - ÷ ∙ ∙ ∙  j

(, 3c )、 1 1 1 1 , . 、sinx . sin2x . sin3x .
M ∕  +  k  + … ； ⑷  ~ 2 ^  +  - 3 ~ ÷ ~ 4 ~  +  ∙ ∙ , ∙

2. ( 1 ) 发散； (2 ) 收敛； (3 ) 发散； ( 4 ) 发散.

习 题  6-2

1. ( 1 ) 发散；

2. ( 1 ) 发散;

3. ( 1 ) 条件收敛;

( 2 ) 收敛；

( 2 ) 收敛；

( 2 ) 绝对收敛;

( 3 ) 收敛； (4 ) 收敛.

( 3 ) 收敛； (4 ) 收敛； (5 ) 收敛； (6 ) 发散.

( 3 )绝对收敛； (4 ) 条件收敛.

1. (1) ( - 1 , 1 ) ； (2) [ - 1 , 口；

(5) ( - √ 2 , √ 2 ) l (6) [ - 1 , 1 ] ;

2. (1) .  1 / ( - l < χ < l ) j
(1 —x ) 2

习 题 6-3

(3) {x  Ix = 0 }  ； (4) ( — i

⑺ [ 2 ,4 ]； (8) ( y , 2 ) .

(2) - l n ( l - χ )  ( - 1 ≤ X < 1 ) J

( 3 )  y l n J ⅛ j ( - l < χ < D .

习 题  6-4

∑

τ

∑

i

\1/

1\/

1

2

U  V z  <  1 ) ；

(- i ) i
n !

( ― ∞  <  x  < ÷ ∞ )  I

< -÷ Σ ⅝ ⅛ ^ ( ― OO  <  X  < + ∞ ) ；

(4) ln3 ÷  ∑ (一：？士(一 3 < X  ≤ 3 ) .
n≡≡ι 3 n

2 . 短 士 一 丝 — — 2 ) ( 1 + 4 尸 1 < 工一 ) .

乙 n ≈ 0  乙 0  w -0  J  ” =  0 4  0

3 . (1) 1 .648； (2) 0.999 4. 4. 0.487.
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习 题 6-5

1. (1) ∕ ( x )  =  l ÷ ∑ ( - l ) n + 1- s in n x  [ ]  ≠  (2⅛ +  l ) π ,^  =  0, ±  1, ±  2 ,…] ;

8 4(2) ∕ ( x )  =  1 +  2  —— ——  sin(2n +  l ) x  (x  ≠  k π 9k =  0 , ±  1, ±  2 ,…)；
仁 (2n +  l )π

(3) ∕ ( x ) =  -7—  ∣"τ^— ——τ-cos(2n  -  l ) x  +  -— sinnx^]
4 ⑵ - I ) ? 冗 ∏ J

Ex ≠  (24 +  l ) π ∕  =  0, ÷  1, ± 2 , ∙ ∙ ∙ [ .
ΛJ30 / __  -1 ∖ Λ÷ l 2

2 . 正弦级数：f ( τ )  =  -------------sinnx (0 ≤  x <C π ) ;

余弦级数：f  (1 ) = t  —— — - y - cos(2n +  l ) x  (0 ≤  x ≤  π ) .
乙 n≈Q ∖2n । 1) 汽

复 习 题 六

一、填空题
r Q n

1. l n ( l ÷ x ) .  2. [θ ,6 ) .  3. — . 4. — —. 5. — —  (― ∞  <C x <C+ 0 0 ) .
' z

n=0 n∖ 2n

二、单项选择题

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
B C B B D C D B A B C C A C B B C

三.综合题

1. ( 1 ) 条件收敛； (2 ) 绝对收敛； (3 ) 条件收敛； (4 ) 发散.

2. ( 1 ) 收敛域为(一 J , ± ~ ) .  ( 2 ) 收敛域为(一 α ,a ) .

( 3 ) 当 0 V a V l时，收敛域为(- 8 , + 8 )；

当 a > l 时，只在点％ =  0 处收敛；

当以=1 时，收敛域为(一 1,1).

(4 ) 收敛域为( 2 , 10) .

(0 , χ  =  1,
3. ( 1 ) 收 敛 域 为 和 函 数 为 sCz) =

11, 一I V r V I ；

( 2 ) 收敛域为(一 1 ,1 ) ,和函数为s(%) = 万 占 7 ；

( 3 ) 收敛域为[―1 ,1 ] ,和函数为sC τ)= arc tanx .

4. ( 1 ) 提示：考虑由bn - c n 和6”一。“组成的正项级数；

( 2 ) 略；

( 3 ) 提示：将 一； 岁— 的分母有理化.
而 + (  — 1)”



附录基本积分表

[4  d r  = k x  ÷  C

∖ xμ dx = - ^ - x μ+1 + C  (μ  ≠ - l )
J 〃+ 1

f - d r  =  In ∖JC | +  C
J x

「 1-------djr =  a rc tan r +  C
J 1 +  x

= ­ arccotjc +  C

[ —— ----- dx  =  arcsiαr +  C
Λ∕1  — J72

= ­ arccosj： +  C

J  COSJC d i  =  siUτ +  C

J  s ia r djc =  -  COSJT +  C

f  1 1 Γ 2 1 + I 「

----2—djr =  sec jrαjr =  tanz  +  C
J cos x J

[ ―∖— dx  =  I csc2x dj7 =  - co tr + C
J sin x  J

J  seer tanjr dx  =  secx +  C

J cscx cotjc djc =  -  cscz +  C

∣ejr d r  =  ex +  C

∖a1 dx = f -  +  C ( α > 0 , α ≠ l )
J lnα

∫  Inr dz =  n  ∖τιx — 1  +  C

J taατ cLz =  "  In | COSJ; ∣ +  C

= In ∣secjr ∣ +  C

Jcotz  d r  =  In ∣ sinz ∣ +  C

= ­ In ∣ cscjr ∣ +  C

J  seer dz =  In ∣ secx +  tanz ∣ +  C

∫cscjr dz =  In ∣ cscjr -  co tr ∣ +  C

∫  arcsiar dz =  z  arcsinr +  √ zl  -  x 1 +  C

j, arccosj： d r  = JC arccosx —— √zl — x 2 +  C

arctanr dx = x  a rc ta n τ ---- ^-ln( 1 +  x 2 ) +  C

arccotj? dz =  z  arccotj7 +  -^-ln( 1 +  Λ∙2 ) +  C

Γ 1 1 x
- -τ~ l---- = —— arc ta n -----------F C (α >  0)

J a 2 + x 2 a a

[ ~ r ~ ~~Γ也 = l + "  +  C (α >  0)
J a ­  τ  Za x  -  a
C 1 1 χ  -  n- ∙ ~ ~ r ck =  — In ≡ - + C  ( α > 0 )
J x  — CL 2a x  + a '

[ - ----- ------⅛  =  arcsin — +  C (α >  0)
j  √ a 2 - ^ 2 。

1 [  2 _  2 ' = 山  I z  ÷ √ x 2 — a 2 I ÷  C

I - - z - ≡ ⊂ dτ = l∏ (x  + √ JS2 + α 2 ) +  C
,z √ x  +  α

[ J ] " + α '  也 = g V x 2 + a 2 +  ^ - ln ( j r  + √ √ ^ + ^ √ ^ )  +  C
J 乙 乙

[ J ] " 一 3  dκ = y  √ x 2 — α 2 — y l∏ ∣工 + √ x 2 — α 2 ∣ +  C
J 乙 乙

f Λ∕ Λ2 — x 2 d r  ="?■ Λ∕ Λ2 — x 2 +  - a r c s in  - -  +  C (α >  0)
J L 2 a



后 记

经全国高等教育自学考试指导委员会同意，由公共课课程指导委员会负责高等教育自学

考试数学类教材的审定工作.

《高等数学（工本）》自学考试教材由中国地质大学（北京）陈兆斗教授、中国石油大学（北

京）克拉玛依校区马鹏老师担任主编.

参加本教材审稿讨论会并提出修改意见的有北京化工大学崔丽鸿教授、清华大学李铁成

副教授、北京交通大学冯国臣副教授.全书由陈兆斗教授修改定稿.

编审人员付出了大量努力，在此一并表示感谢！

全国高等教育自学考试指导委员会

公共课课程指导委员会

2023年 1 月
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